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Shrnut́ı minulé p̌rednášky

� Známe pravděpodobnost́ı rozložeńı a jeho parametry. Dosad́ım do Bayesova vzorce a maxima-

lizuji aposteriorńı pravděpodobnost, nap̌r. arg maxs p(s|x, µs, σs)

� V p̌ŕıpadě normálńıho p̌ŕıpadu dostávám kvadratickou diskriminačńı funkci, v pŕıpadě rovnosti

kovarianćı lineárńı diskriminačńı funkci

� Odhad parametr̊u pomoćı metody maximálńı věrohodnosti

� Zavedeńı lineárńı diskriminačńı funkce (NEZNÁM PRAVDĚPODOBNOST), odhad parametr̊u

vede na perceptonový algoritmus

� Nulová chyba klasifikace pouze pro lineárně separabilńı problém

� Nelineárńı separabilńı problém

− Transforamce dat do prostoru vyš̌śı dimenze, nap̌r. p̌ridáńım kvadratických členů

− Použit́ı sofistikovaněǰśıch klasifikátor̊u, nap̌r.neuronové śıtě

− Rozhododovaci stromy: diskriminacni hranice, konstrukce, mira entropie



Shlukovańı

� Nemam k dispozici trenovaci mnozinu

� Hledam v datech prirozene shluky

� (a) k-means, (b) fuzzy shlukovani, (c) pravdebodobnosti, napr. Gaussovska smes (EM algor-

timus), (d) hierarchicke shlukovani (dendogram)



K-means

1. begin inicializuj k, µ1, µ2, . . . , µk

2. do klasifikuj vzorek podle nejblizsiho µi

3. prepocitej µi

4. until zadna zmena µi

5. return µ1, µ2, . . . , µk

6. end



Hierarchicke shlukovani

� agglomerative: bottom-up → merging

� divisive: top-down → splitting

1. begin inicializuj k, k̂ ← n,Di ← {Xi}, i = 1, . . . , n

2. do k̂ = k̂ − 1

3. Najdi nejblizsi shluky, napr. Di a Dj
4. until k = k̂

5. return k shluku

6. end

� dmin(x, x
′
) = min ‖x− x′‖, x ∈ Di, x

′ ∈ Di



Hierarchicke shlukovani - priklad



[Giant Nerve Cells of Squid]



[Voltage Clamp Method]



[Hodgkin–Huxley model]

Obrázek 1: Typical form of an action potential; redrawn from an oscilloscope picture from Hodgkin

and Huxley (1939).



[The minimal mechanisms]
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[Concentration of Na,K]



[HH stucture]

� Iion = ˆgion(V − Eion)

� voltage and time dependent variables n(V, t),m(V, t),h(V, t)
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[Hodgkin–Huxley equations and simulation]

C
dV

dt
= −gKn4(V − EK)− gNam3h(V − ENa)− gL(V − EL) + Iext(t)

τn(V )
dn

dt
= −[n− n0(V )]

τm(V )
dm

dt
= −[m−m0(V )]

τh(V )
dh

dt
= −[h− h0(V )]

dx

dt
= − 1

τx(V )
[x− x0(V )]→ x(t + ∆t) = (1− ∆t

τx
)x(t) +

∆t

τx
x0
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[Ion channels resistance]

x(0) =
α

α + β
, tx = αβ, x ∈= {n,m, h}

αn =
10− V

100(e
10−V
10 −1)

, βn = 0.125e−
V
80

αm =
25− V

10(e
25−V
10 −1)

, βm = 4e−
V
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V
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1

e
30−V
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[Matlab implementation]



Definice neuronu

� Neuron je základńı výpočetńı jednotkou neuronových śıt́ı

� Vstupy xi jsou váhovány parametry ωi

� net =
∑n

i=1 xiωi + w0 =
∑n

i=0 ~w
t~x

� Zavedeńı nelinearity do neuronové śıtě y = f (net), nejčastěji sigmoid ťrida, nap̌r, tanh či

logistická funkce y = f (net) = 1
1+exp−λ∗net



Fyziologie

� Pionýrská práce barona Edgarda Adriana (Nobelova cena za medićınu v roce 1932)

http://nobelprize.org/nobel_prizes/medicine/laureates/1932/adrian-bio.html#

http://nobelprize.org/nobel_prizes/medicine/laureates/1932/adrian-bio.html#


Tř́ıvstvá neuronová śıt´ (d− nH − c)

� Prvńı vrstva je vstupńı vrstva, akčńı funkce je zde lineárńı, počet neuronů se rovná dimenzi

vstupńıho vektoru, 1 . . . d

� Druhá vrstva je skrytá, libovolný počet neuronů, 1 . . . nH

� Třet́ı vrstva je výstupńı vrstva, počet neuronů je nejčastěji roven počtu ťŕıd, 1 . . . c



Př́ıklad - ťŕıvstvá neuronová śıt´ - řešeńı XOR problému

� 0
⊕

0 = 0, 1
⊕

1 = 0, 1
⊕

0 = 1, 0
⊕

1 = 1

� −1
⊕
−1 = −1, 1

⊕
1 = −1, 1

⊕
−1 = 1, −1

⊕
1 = 1



Řešeńı XOR problému

� rozhodovaćı hranice skrytého neuronu y1

x1 + x2 + 0, 5 = 0

{
≥ 0 if y1 = +1

< 0 if y1 = −1

� rozhodovaćı hranice skrytého neuronu y2

x1 + x2 − 1.5 = 0

{
≥ 0 if y2 = +1

< 0 if y2 = −1

� neuron ve výstupńı vrstvě z

0.7y1 − 0.4y2 − 1 = 0

{
≥ 0 if z = +1

< 0 if z = −1



Aktivace neuronu

� aktivace netj skryté vrstvy netj =
∑d

i=1 xiwji + wj0 =
∑d

i=0 xiwji = ~wj
t~x

� i indexuje neuron ve vstupńı vrstvě, j skrytou vrstvu, wji je váha neuron j ve skryté vrstvě,

který je spojen se vstupńım neuronem i (synapse).

� Výstup neuronu ve skryté vrstvě yj = f (netj)

� XOR problém

f (net) = sgn(net)

{
1 net ≥ 0

−1 net < 0

� funkce f (.) se nazývá aktivačńı funkćı.

� Podobně, aktivačńı funkce netk neuronu ve výstupńı vrstvě je dána jako netk =
∑nH

j=1 yjwkj+

wk0 =
∑nH

j=0 yjwkj = ~wk
t~y

� k indexuje neuron ve výstupńı vrstvě, nH je počet skrytých neuronů

� Výstup neuronu ve výstupńı vrstvě zk = f (netk)

� V p̌ŕıpadě c ťŕıd (výstupů), śıt´poč́ıtá c diskriminačńıch funkćı zk = gk(~x) a klasifikuje vstup

~x podle nejvěťśı diskriminačńı funkce gk(~x) ∀k = 1, . . . c



Vybavováńı śıtě - dop̌redná operace

� Výstup śıtě

gk(~x) = zk = f (

nH∑
j=1

wkjf (

d∑
i=1

wjixi + wj0) + wk0) ∀k = 1 . . . c

� Skrytá vrstva umožnuje realizovat komplikované nelineárńı funkce

� Aktivačńı funkce - v každé vrstvě můžeme ḿıt rozd́ılnou aktivačńı funkci, dokonce každý

neuron může ḿıt svoji vlastńı aktivačńı funkci

� Pro zbytek p̌rednášky p̌redpokládáme, že máme jeden typ aktivačńı funkce

� OTÁZKA: Může ťŕıvrstvá neuronová śıt´ aproximovat jakoukoliv nelineárńı
funkci?

� ODPOVĚD: ANO - d́ıky A.Kolmogorovi
Jákákoliv spojitá funkce může být implementovaná ťŕıvrstvou śıt́ı za p̌redpokladu
dostatečného počtu nH skrytých neuron̊u,vhodných nelinearit a vah w.



Aproximace nelineárńı funkce

� Analogie s Fourierovým rozvojem!



Př́ıklad rozhodovaćı hranice

� Porovnáńı 2-vrstvé a 3-vrstvé śıtě



Andrej Kolmogorov

� Již na sťredńı škole sestrojil ”perpetuum mobile”, jeho učitel nep̌ŕı̌sel na použitý trik

� Studoval nejďŕıve historii na Moskevské státńı univerzitě (nastoupi v 17 letech)

� Prvńı vědecký článek publikoval na téma vlastnictv́ı nemovitost́ı v Novgorodu v obdob́ı 15. a

16. stolet́ı

� Nejvěťśı p̌ŕınos v teorii pravděpodobnosti a výpočetńı složitosti



Jak śıt´nauč́ıme ????

� Náš ćıl je nastavit váhy na základě trénovaćıch dat a požadovaného výstupu tk

� Odvod́ıme si metodu zpětného š́ı̌reńı chyby

� Necht´ tk je k skutečný výstup a zk necht´je vypočtený výstup, kde k = 1, . . . , c. Definujeme

chybu jako

J(~w) =
1

2

c∑
k=1

(tk − zk)2 =
1

2
‖ ~t− ~z ‖

� Algoritmus zpětného š́ı̌reńı chyby je založen na gradietńım algorimu (viz percepton). Váhy jsou

náhodně inicializovány a jsou měněny ve směru poklesu chyby

4~w = −η ∂J
∂ ~w

� η je parametr ovlivnuj́ıćı rychlost učeńı - určuje relativńı změnu vah

~w(m + 1) = ~w(m) +4~w

� kde m je m-tý použitý vzor (~xm, tm)



Odvozeńı

� Chyba pro váhy (skrytá-výstupńı)

∂J

∂wkj
=
∂J

∂zk

∂zk
∂netk

∂netk
∂wkj

= δk
∂netk
∂wkj

� Plat́ı netk =
∑nH

j=0 yjwkj = ~wk
t~y, tedy ∂netk

∂wkj
= yj

� kde sensitivita k-tého neuronu je definována jako δk = − ∂J
∂netk

a popisuje, jak se celková chyba

měńı s aktivaćı parametru netk neuronu, ∂zk
∂netk

= f
′
(netk)

δk = − ∂J
∂zk

∂zk
∂netk

= (tk − zk)f
′
(netk)

� Váhy (skrytá-výstupńı) se aktualizuj́ı jako

4wkj = ηδkyj = η(tk − zk)f
′
(netk)yj

� Chyba pro váhy (vstupńı-skrytá)

∂J

∂wji
=
∂J

∂yj

∂yj
∂netj

∂netj
∂wji



� Plat́ı

∂J

∂yj
=

∂

∂yj

[
1

2

c∑
k=1

(tk − zk)2
]

= −
c∑

k=1

(tk − zk)
∂zk
∂yj

=

−
c∑

k=1

(tk − zk)
∂zk
∂netk

∂netk
∂yj

= −
c∑

k=1

(tk − zk)f
′
(netk)wkj

� Plat́ı ∂netk∂yj
= wkj, protože netk =

∑nH
j=0 yjwkj = ~wk

t~y

� Takže ∂J
∂yj

= −
∑c

k=1 δkwkj, protože δk = (tk − zk)f
′
(netk)

� Zavedeme
∂yj
∂netj

= f
′
(netj)

� Zbývá vyč́ıslit
∂netj
∂wji

= xi, protože plat́ı netj =
∑d

i=0 xiwji = ~wj
t~x

� Dosad́ıme a definujeme sensitivitu pro skrytou jednotku. Sensitivita je váhovaný součet výstupńıch

sensitivit, znásoben aktivačńı funkćı skrytého neuronu

∂J

∂wji
=
∂J

∂yj

∂yj
∂netj

∂netj
∂wji

= −
c∑

k=1

δkwkjf
′
(netj)︸ ︷︷ ︸

δj

xi



Proč zpětné š́ı̌reńı chyby (back-propagation)?

� Pravidlo aktualizace vah (vstupńı-skrytá) je

4wji = ηxiδj = η
∑

(wkjδk)f
′
(netj)xi



Pseudo-kód

� pseudokód (inkrementálńı učeńı, stochastické)

− Implementace v Matlabu: Backpropa-

gation Stochastic.m. Použita funkce tanh,

a = 1.716, b = 2
3, aby f

′
(0) ' 1.

f (net) = a tanh(b?net) =
2a

1 + expb?net
− a



Batch učeńı

� Mám n vstupů ~xi , vyjáďŕım celkovou chybu p̌res všechny vzorky jako

J =

n∑
p=1

Jp

� Neńı nutné vyb́ırat vstupy postupně

� Epocha je jedna prezentace všech vstupů, krok 2: r = r + 1



Validace

� Chyba trénovaćı množiny je monotonńı klesaj́ıćı funkce d́ıky gradietńımu algoritmu (klesám ve

směru poklesu chyby)

� Rozděleńı dat na trénovaćı,testovaćı a validačńı množinu. Validaci použ́ıvám jako zastavovaćı

kritérium (prvńı minimum nebo celkové minimum pro konstantńı počet epoch)

� DEMO - Neural Network Toolbox v Matlabu

http://www.mathworks.com/products/neuralnet/

� Data pocházej́ı z UCI Machine Learning Repository

http://mlearn.ics.uci.edu/MLRepository.html

http://www.mathworks.com/products/neuralnet/
http://mlearn.ics.uci.edu/MLRepository.html

