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Shrnuti minulé prednasky

s Rozhodovani s neurditosti, zavedeni ztratové funkce vede na minimalizaci Bayesovského rizika,
ilustativni pfiklad na sdruzené pravdépodobnosti - p.Novak a ptiprava velefe

m Klasifikaci je specialni p¥ipad rozhodovani s neurditosti

= V pFipadg ztratové funkce ly;(d, s) Bayesovska klasifikace: klasifikuj do t¥idy s, pro kterou plati
arg maxs P(s|T).

= Bayesovsky klasifikator ma nejmensi riziko (klasifikagni chybu) mezi viemi klasifikatory.
s Klasifikace je zaloZena na znalosti P(s|Z).

s Casto nezndme P(s|Z) nebo P(Z,s), pouze zm&fens i.i.d data. Je velmi tezké odhadnout
P(Z,s) s rostouci dimenzi p¥iznaki 7.

= Prokleti dimenzionality neni pfipadem, kdy & jsou statisticky nezavislé.

= Casto zname tvar pravdépodobnosti, P(Z|s), z dat musime odhadnout nezndmy parametr s.
Tedy s je funkci x [zavedeme metodu maximalni vérohodnosti].

m Pro klasifikaci miZeme pouZit i neparametrické metody - metoda nejmensiho souseda.

= pojmy generalizace, pfeuleni, vybér parametri klasifikatoru



Statistické rozhodovani: shrnuti

s Zadany:
MnoZina moznych stavii: S
Mnozina moznych rozhodnuti: D
Ztratova funkce: zobrazeni [ : D x § — R (reélna &isla)
MnoZina moZnych hodnot pfiznaku X

Pravdépodobnostni rozloZeni pfiznaku za daného stavu P(z|s), x € X ;s € S.
s Definujeme:

Strategie: zobrazeni 6 : X — D

Riziko strategie ¢ pt¥i stavu s € S: R(,s) = > (s, 0(z))P(x|s)
= MiniMaxova uloha:

Dale zadana: mnoZina pfipustnych strategii A.

Uloha: nalézt optimalni strategii 6* = arg mingea mazsesR(9, s)
= Bayesovska uloha:

Daéle zaddno: pravdépodobnostni rozd&leni stavii P(s), s € S.

Dale definujeme: stfedni riziko strategie 0: r(6) = ), R(d,s)P(s)
Uloha: nalézt optimalnf strategii 6* = arg mingea (6)

Redeni: 0*(x) = argming 3, I(d, s) P(s|x)



Znama forma pravdépodobnostniho rozdéleni

s PYedpokldddme, 7e P(Z|s) ma zndmou formu a z trénovacich dat je tfeba odhadnout jen
jeho parametry. Tedy: P(Z|s) = ¢(Z, s,01, 60, ...), kde ¢ je zndma funkce a 6; jsou neznamé
parametry.

= P¥.: normaélni hustota pravdépodobnosti, ¢(Z, s,61,05,...) = N(x,u,0), 0 = p, 2 = o:

1 . . 2
exp (@ — )

N pu—
(aj7 M? O-) o 27'(' 20_2

Ustredni limitni véta: Soutet mnoha nahodnodnych proménnych s jakkymikoliv rozdélenimi se

Fidi rozdélenim, které se bliZi normalnimu.

UvaZujeme-li jediny realny skalarni p¥iznak, predpoklad normalniho rozdéleni zni, Ze pro
kaZdou tfidu s je podminéna hustota z:

p(z]s) = N(z, pis; 05)

Parametry rozdéleni se ¢asto zapisuji v podminkové &asti:

p(az’s, sy 08) = N(xa Hs, 08)



Normalni rozdéleni

s [éz “Gaussovské”
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FIGURE 2.7. A univariate normal distribution has roughly 95% of its area in the range
|x — ] <20, as shown. The peak of the distribution has value p(u) = 1/+/2mo. From:
Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Pattern Classification. Copyright
© 2001 by John Wiley & Sons, Inc.




Diskriminaéni funkce

m Za predpokladu normalniho rozdéleni postupujeme p¥i Bayesovské klasifikace nasledovné:

arg max p(s|x, jus, 05) = arg max plxs, ps, o5)p(s)
S

: (@) = arg msaxp(a:\s, Is, Ts)P(S)

= arg max ! exp —( _2’u5)2 - p(s) = argmax In ( ! exp —(@ _2M3)2 .p(s)>
s og\V/2m 207 s T\ 2T 2072
1 1 —(z — ps)?
= argmax | — Ino? ) In 27+ (ZBQUQM ) +Inp(s)
H,—/ S
Ize vypustit
1 1
= argmax (—5 Ino? — 557 (332 — 2z, + ,ug) + lnp(s)) = argmax asx” 4 ber + ¢,
S
kde )
asz—% bszg—é csz—%lnag—%—klnp(s)

= Timto je definovana kvadraticka diskriminac¢ni funkce pro kazdé s € S,

gs(z) = asx’ + b + ¢4

PouZiti: pro zadané z, klasifikuj do max; g(x).



Kvadraticka diskriminace
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= (Duda, Hart, Stork: Pattern Classification)
s Dv& tfidy: Cernd (s1) a Cervena (s2).

s Cern k¥ivka vede body, v nich? g, () = gs(Z). Tato kFivka je hranici rozhodnuti mezi tfidami
sl a s2.



Normalni rozdéleni, stejné o pro vSechny t¥idy

= Jednoduchy p¥ipad: stejné smérodatné odchylky o. P¥iklad: s = {muZ Zena}, v = vy¥ka.

same std. deviation

Moremace E/U,,MALE

m ProtoZe Vs o, = o, je mozné dalsi zjednoduseni

2
1
max P (s|z, pus, o) = max —%—l— 72 (2zps — p) + In P(s) | = max (b -z + c)
S S ol ol S

Ize vypustit
2
kde by = %5 and ¢, = —32% + In P(s).

= Nyni je diskriminaéni funkce linearni:

gs(x) = bsx + ¢4



Mnoharozmérny p¥ipad [bonusova latka]

» Mnoharozmérny pfipad (7 je n-rozmérny realny vektor, & € R")

1 1

N(x, ji,%) = exp | —=(% — @) |2|(Z — i
(7, i, 3) NI (& — i)' |5[(7 — f)
011 021 ... Opi
» = | 712 922 - Tn2 0 povariaéni matice: 7 T (ﬂgz = )5 = )
Oii = 0;
_0'1’71 0'27,1 Un,n_

= P¥edpoklad normalniho rozdéleni: p(Z|s, i, ¥) = N(Z, jis, 3;) pro kaZzdou t¥idu s.

Ay =-1i3! by = X 1, s = =23 s — 1 Indet(E;) + In P(s)
m Zvlastni pfipad:Vs X, = X: Linearni diskriminaéni funkce gs(z) = ggf+ cs kde

by = S, cs = —2ulE s+ In P(s)



Priklad hranice

= hranice pro dvourozmérny ptipad

3 30 3 C[20]ay [20 4
R R e B e H C

= apriorni pravdépodobnosti p(s1) = p(s2) = 0.5

o= O

.. v - — x% x% 371 92 x%
= hranici dostaneme, kdy? ¢1(Z) = ¢2(7) = —F} — 7 + 5+ — 22 — 3.12 = —21* — F + 62 +
3z — 18.69

s tedy 2, = 0.18722 — 1.125z1 + 3.8925

2 2 4 6 8 10
2sp * B
B Kuvadraticka diskrimina¢ni funkce gs(r) = AT+ b + s kde
A, =-1ix7! be = 27 e s = =57 s — 3 Indet(Es) + In P(s)




Linearni vs. Kvadraticka diskriminace

s Vlevo: linedrni diskriminace v 2. Body z, kde s’ = arg max, g,(%) pro dané s’ tvo¥i konvexn{
oblasti s hranicemi po &astech linedarnimi.

= Vpravo: kvadratickd diskriminace v . Body z, kde s’ = arg max g,(Z) pro dané s’ tvo¥i
konvexni oblasti s hranicemi po &astech kvadratickymi.




Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Matematicky genius, podle nékterych autorli patfi mezi t¥i nejvétsi matematiky - Archimedes,
Newton, Gauss

»Matematika je kralovnou védy a teorie &isel je kralovnou matematiky. ”

O jeho schopnostech koluji mnohé historky, nap¥. v 7 letech ¥esil dlohu soultu &isel od 1 do
100 aritmetickou posloupnosti

50 dvojic 1 + 100 = 101 =2+ 99 = 101 = 3 4+ 98 = 101, tedy 50 * 101 = 5050
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Uceni: Maximalni vérohodnost

s Ptedpoklad normalni hustoty p(Z|s): jak |ze vyuZit v u€eni? Namisto odhadu nezndmé hustoty
rozdéleni p odhadujeme parametry normalniho rozdé&leni p(Z|s, ji, 33)

» Tedy odhadujeme i, a X5 pro kazdou t¥idu s.

s Maximalni vérohodnost: ze zadaného vzorku 1, o, . .. ¥, t¥idy s, najdi

(ﬁ& ZA]S) - arg H}%Xp(fl, {327 te ’87 /j) E)

)
m

m
= argmax | [ p(@ils, ji, £) = argmax >~ Inp(&]s, 7, )
i i1 fi 3 i=1

tj. maximalizuj v&rohodnost toho, Ze vzorek byl generovan ze t¥idy s s parametry i, 3.

m Reseni je ve shod€ s intuici:

m

R N . 1 & . .
o= 2T S= — (@ AT i)
= i=1

A~

s Tedy: vypolitej stfedni hodnotu vzorku a pramér m matic (Z; — ji,)(Z; — ﬁs)t.

s Toto pro viechny tf¥idy s.



Predpoklad 4: linearni forma klasifikatoru

s Pfedpokladejme binarni klasifikagni problém S = {s1, s9},Z je n-dimenzionalni p¥iznak

s1, pokud g(¥) > 0;

s Zde postali jedna diskriminacni funkce ¢(%): klasifikuj y = { 59, jinak
2 .

s Motivace: za predpokladu normalniho rozdgleni, pokud X, = ¥, g(Z) je linedrni, tj. g(7) =
V' + c.

s Namisto odhadu /i, 235 a nasledného vypo&tu b and ¢ miizeme odhadovat g,c pfimo ze za-
daného vzorku D = {(&1, 1), (Z2,42) - . - (X1, Ym) }-

s PoZadujeme (I;ta_:} -+ C) > () pokud y; = 51 a (5’5@ - C) < 0 jinak.

—

m TotéZz, jako pozadovat (th} + c) > (0 pro v8echna z;, kde z; = z; pokud y;, = s1 a z; = —ux;
jinak.
= ForméIng, necht 20 =1 Vi a & = [b, ¢] (pfidejme ¢ jako posledni slozku 7).

s Nyni miZeme jednoduge psat ¢(Z) = w'Z a poZadovat w'z; > 0 pro viechna z; .

E —'z

zeM

s Necht

kde M je mnoZina viech nespravné klasifikovanych z;.



Perceptron

n J(Z;, c) je vzdy nezaporna.

= Pokud J(w) = 0, tak vSechny pfiklady v D jsou spravné klasifikovany a D je linearné
separabilni. Chceme najit minimum J ().

m J (W) je po &astech linedrni. Pro hledani minima Ize pouZit gradientniho algoritmu.

= Gradientni algoritmus: p¥iblizuj se k minimu pomoci malych diskrétnich krorkd v R ve
sméru proti gradientu J ().

Vi) = (

oJ(w) oJ(w 0J(w .
) 000 SI) 5,

ow; = Owy =

8wn+1

m Perceptronovy gradientni algoritmus:

1. £ = 0. Zvol ndhodné 0.
2.k« k+1

3. W =W +n(k) Y, cnr, 7
4. pokud | >y, 2] > 6 jdi na

5. vrat W

= 7) - rychlost u€eni, 6 - mez pfijatelné chyby.
P¥iklad pro @ € R?, J(w) na svislé ose.



Percepton ||

= Sjednoceni terminologie se cvi¢enim - rozsifeni na K t¥id
Necht” n =1, gs(x) = Wli+b,s=1...K
Wy = Wy + T, by = by + 1, pokud & ma patfit do tfidy s = 2, vahy pro spravnou tfidu
posilim
wy = wy — T, by = by — 1, T bylo vyhodnoceno jako tfida s = 4, vahy pro 3patnou t¥idu
oslabim
s grafické znazornéni rozhodovaci hranice (zmé&na symboli)
y(&) = W'T + wo, y(@a) = y(@})
T, a T} leZi na rozhodovaci hranici, tedy w'(z;, — x3) = 0)

w je ortonormalni na rozhodovaci hranici, wy(b) je posunuti [Bishop]

~
~
~
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e
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Percepton - grafické znazornéni uceni

s grafické znazornéni [Bishop]
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Perceptron: linearni diskriminace

m Perceptron je vyuZivan obecné pro ulohy linearni kla-
sifikace, nejen za predpokladu normalné rozdélenych
pfiznaki.

m Je-li zadany vzorek dvou t¥id linearné separabilni, per-
ceptronovy algoritmus skon&i v kone¢ném ¢ase s nulovou

chybou (pro 8 = 0 a dostatetn& malé n(k)).

m Vzorek linearné neseparabilni v & mizZe byt separabilni
po transformaci do R n’ > n. Napt. pro ¥ € R,

T(7) =

(1), 3 z(n), 2%(1), 2(1)z(2), z(Da(3), . .. 2%(n)]

7

=T

m [j. pfidany kvadratické ¢leny. Linearni diskriminace v
transformovaném prostoru odpovida nelinearni (zde kva- o ®oTR
dratické) diskriminaci v pdvodnim prostoru R".

m Linearni diskriminaéni metody, jako je perceptron, mo-

hou byt tedy pomoci tranformace vyuZity i pro hledani Linearn&  neseparabilni

nelinearni diskriminace. problém

s DEMO - iterace rozhodovaci hranice ve 2D p¥ipadu



Percepton - historie

m Frank Rosenblatt - HW realizace perceptonu v roce 1958

Uéeni jednoduchych pismen a tvarl - inspirace neuronovymi sitémi v mozku

Svétla osvétluji objekt, foceno na pole 20 x 20 cadmium-sulfadovych bunék, dostavame tedy

obrazek o 400 pixelech

P¥epojovaci deska - moZnost riizné konfigurace vstupli

s Adaptivni vahy - potenciometr ovladany elektrickym motorem - automatické nastavovani vah
ucicim algoritmem

= Implementace na poé&itaci Mark 1 (Hardvard-IBM spolupréce) - 765000 sou&astek, 16 m dlouhy
2.4 m vysoky, 2 m Siroky, 3 operace za sekundu, ndsobeni trvalo 6 vtefin



Neuronové sité

s Uméla neuronova sit je distribuovany vypocetni

systém sestavajici z dil¢ich podsystémil (neu-
ronl), ktery je inspirovan neurofyziologickymi
poznatky o struktufe a Cinnosti neuronu a ner-
vovych systému Zivych organizmi, a ktery je ve
vet$i &i mensi mife realizuje.

Neurony mezi sebou komunikuji na zakladé
pfenaseni elektrického potencialu pomoci sy-
napsi

Schopnost extrahovat a reprezentovat zavislosti
v datech, které nejsou zfejmé

Schopnost udit se, schopnost zevseobecriovat

Schopnost resit silné nelinearni dlohy

N
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télo neuronm
(soma)

»

. .
= ) dfndnty'
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baz4lni dendrit
v . 1.
";//f axonové vlidkno
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Definice neuronu

= Neuron je zakladni vypocetni jednotkou neuronovych siti

m Vstupy x; jsou vahovany parametry wj

wnet =Y 1 rwi+we =D
s Zavedeni nelinearity do neuronové sité y = f(net), nejéastéji sigmoid t¥ida, nap¥, tanh &
logisticka funkce y = f(net) = L

1+exp—)\*net

m P¥ednasky pokraluji v angli¢tiné na zaklad& kapitoly 6 knihy Duda, Pattern Classification

x,=1

= = [ B i B = ™ =
= e M L oo T Sl 00 Wl e
T




Rozhodovaci strom

= V mnoha aplikacich strojového uleni vyZadujeme klasifikaéni model p¥fimo srozumitelny &lovéku.

horecka

s P¥ikladem srozumitelného modelu je rozhodo- horeMNmalni

vaci strom. bol |
olest svalu nachlazeni hypochondr

= Souvisly graf bez smy&ek s ohodnocenymi uzly + )
a hranami.

chripka nachlazeni

s Ozna&me i-tou slozku p¥iznaku p¥ikladu jako x (7). Uzly stromu (mimo listy) odpovidaji n&jaké
sloZce p¥iznaku (7).
Ma-li (i) kone¢ny obor hodnot: kazda hrana vychazejici z toho uzlu odpovida jedné hod-
not& z tohoto oboru hodnot. Uzel oznadeny (i) a z ného vychdzejici hrana s ozna&ena
hodnotou v definuji podminku
x(i) =v

Je-li z(7) redlné: kazda hrana vychazejici z toho uzlu odpovida n&jakému realnému intervalu.
Nap¥ pro dvé hrany: (—oo, h) a (h,00), kde h je n&jaka prahovd hodnota. Uzel ozna&eny
x(i) a z ného vychazejici hrana s oznaend intervalem [ definuji podminku

x(i) €1



Diskriminaéni hranice rozhodovaciho stromu

m Diskrimina&ni hranice rozhodovaciho stromu pro redlné pfiznaky jsou nadroviny rovnobézné s
osami.

s P¥iklad pro binarn{ klasifikaci v i?:

[ wy (black) wo {red)
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Priklad

s Mam 9 pozitivnich a 5 negativnich prikladu

Table 1.2 The weather data.

Outlook Temperature Humidity Windy Play
sunny hot high false no
sunny hot high true no
overcast hot high falze yes
rainy mild high false yes
rainy cool normal false yes
rainy cool normal true no
overcast cool normal frue yes
sunny mild high false no
sunny cool normal false yes
rainy mild normal false yes
sunny mild normal true yes
overcast mild high true yes
overcast hot normal false yes
rainy mild high true no




Konstrukce rozhodovaciho stromu

Pro tvorbu rozhodovaciho stromu z trénovacich dat se uZiva strategie ‘rozdél a panuj'.

m Zavedeme miru informace
info([2,3]) = 0.971info([4,0]) = 0.0, info([3,2]) = 0.971
= info([2,3],[4,0],[3,2]) = (2)0.971 + ()0 + (2)0.971 = 0.693.

>
sunny rainy hot mild cool
overcast

yes yes yes yes yes yes
yes yes yes yes yes yes
no yes yes no yes yes
no yes no no yes no
no no no
@ (b) o
high! !normal false! !‘Lrue
yes yes yes yes
yes yes yes yes
yes yes yes yes
no yes yes no
no yes yes no
no yes yes no
no no no
(© no

(dy



Konstrukce rozhodovaciho stromu

m Zavedeme informacni zisk
= V korenu stromu: in fo([9,5]) = 0.94

= Informacni zisk gain(outlook) = info(|9,5]) —info([2,3],[4,0],[3,2]) = 0.940 — 0.693 =
0.247 bits,

m gain(temperature) = 0.029 bits,gain(humidity) = 0.152 bits,gain(windy) = 0.048 bits

s Vybereme atribut outlook!

outlook

no yes yes no




Konstrukce rozhodovaciho stromu

s Pokracujeme v konstrukci
s gain(temperature) = 0.571 bits, gain(humidity) = 0.971 bits,gain(windy) = 0.020 bits

m vybereme humidity

g8

g
gge

R

(2)
(b)

BEg
8§

(c)




Volba testu v uzlu rozhodovaciho stromu

m Jak formalizovat pojem ‘nejéistSiho’ rozdéleni mnoZiny ptikladi?
= Lze vyuZit pojmu entropie.

= UvaZujme vzorek D, v t¥id, a relativnimi Cetnostmi pq, po,...p, piikladi v téchto tfidach.
Entropie vzorku je potom

v

H(D) = —p;log,p;
1=1

s H(D) je minimalni (H(D) = 0), pokud jsou viechny pfiklady ve stejné tfidg.
s Maximalni H(D) = log, 7y, pokud je rozdéleni rovnomé&rné.

» Heuristika pro vyb&r x(7) pro novy uzel: sniZeni entropie po pfidani tohoto uzlu. Pro z(i) s
koneénym oborem:

v;€Obor(x(i))

D; = mnoZina ptikladi z D, pro néZ plati z(i) = v,

m Soulet entropii v naslednych uzlech vazeny relativni velikosti jim p¥ifazenych mnoZin.



Shlukovani

s Nemam k dispozici trenovaci mnozinu
s Hledam v datech prirozene shluky

= (a) k-means, (b) fuzzy shlukovani, (c) pravdebodobnosti, napr. Gaussovska smes (EM algor-
timus), (d) hierarchicke shlukovani (dendogram)

P

(b)
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K-means

. begin inicializuj &, pq, po, . . ., fix

. do klasifikuj vzorek podle nejblizsiho 1,

1
2
3. prepocitej [;
4.
5
6

until zadna zmena p;

. return pq, po, ..o Uk

. end

lc)

[

-2 0 2

-2 1]

(=]



Hierarchicke shlukovani

= agglomerative: bottom-up — merging

= divisive: top-down — splitting

1. begin inicializuj k, k + n,D; + {X;},i=1,...,n
2.dok=4k—1

3. Najdi nejblizsi shluky, napr. D; a D;

4. until k = k

5. return £ shluku

6. end

8 dpin(z,z) =min|z—z||, z € D;, z € D



Hierarchicke shlukovani - priklad

Level | — d 100

Level 2 _, L L_T 90
Level 3 — S0 o
2
Level 4 — 70 3
Level 5 — 60l =
<
Level 6 — 201 -2
Level 7 — 40 -g
Level 8 — 30 §
20 7

10

0




