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� Statistical Pattern Recognition Toolbox

http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/software/stprtool/

http://www.crc.ricoh.com/~stork/DHS.html
http://research.microsoft.com/en-us/um/people/cmbishop/prml/
http://research.microsoft.com/en-us/um/people/cmbishop/prml/
http://stuff.mit.edu/afs/sipb.mit.edu/user/arolfe/matlab/
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/software/stprtool/


Motivačńı p̌ŕıklad I [Duda, Hart, Stork: Pattern Classification]

� Továrna na zpracováńı ryb

� − 2 ťŕıdy - Rozeznáváme lososa a okouna pomoćı kamery

− Př́ıznaky - mě̌ŕıme délku, š́ı̌rku,lesk, pr̊uměr oka

� ÚLOHA: JAK KLASIFIKOVAT ???



Motivačńı p̌ŕıklad II

� Odhadneme rozložeńı š́ı̌rky a osvětleńı pomoćı histogramu

� Klasifikace neńı bezchybová - histogramy se p̌rekrývaj́ı

� Zlepšeńı klasifikace - kombinace p̌ŕıznak̊u

� Lineárńı klasifikátor, nejbližš́ı sousedé, kvadratický klasifikátor

� Přeučenost (over-fitting), generalizace, minimalizace chyby



Známe rozložeńı pravděpodobnosti?

� Ano - Bayesovská klasifikace

� Známe apriorńı rozložeńı ťŕıdy P (sj) a podḿıněnou pravděpodobnost p(x|sj)
� Plat́ı p(sj, x) = p(x|sj)p(sj) = p(sj|x)p(x)

� Bayes̊uv vztah

p(sj|x) =
p(x|sj)p(sj)

p(x)

posterior ∝ likelihood× prior

� Klasifikace arg maxj p(sj|x)

� p(x|s1) = 1
3, p(x|s1) = 2

3, (v obrázćıch ńıže si = ωi)



Minimalizace chyby - maximum aposteriorńı pravděpodobnosti [Bishop]

� ilustrativńı p̌ŕıklad bez odvozováńı

� p(s1, x) = p(x|s1)p(s1),p(s2, x) = p(x|s2)p(s2), v obrázku ńıže (si = Ci)

� chyba klasifikace: p(chyba) = p(x ∈ R1, C2) + p(x ∈ R2, C1)

� chyba p(x ∈ R1, C2) - červená a zelená oblast - klasifikuji objekty ze ťŕıdy C2 jako C1

� chyba p(x ∈ R2, C1) - modrá oblast - klasifikuji objekty ze ťŕıdy C1 jako C2

� minimalizace chyby klasifikace - obě pravděpodobnosti se p̌rekrývaj́ı v bodě x0 (zmiźı červená

plocha)



Historická poznámka - Thomas Bayes

� Thomas Bayes - v roce 1736 vydává An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a

Defence of the Mathematicians Against the Objections of the Author of the Analyst

� Řešeni tzv. inverzńı pravděpodobnosti, nap̌r. b́ılé a černé kuličky pomoćı Bayesovského vzorce



Rozložeńı pravděpodobnosti je neznámé

� Trénovaćı a testovaćı data

� Způsoby klasifikace - tiśıce p̌ŕıstupu, již zḿıněné, dále rohodovaćı stromy, atd.



Formalizace - Rozhodováńı za neurčitosti

� Důležitou schopnost́ı inteligentńıch systémů je schopnost

− vybrat co nejlepš́ı rozhodnut́ı

− za nejistých podḿınek (s neurčitost́ı).

� Př́ıklad: Jet z A do B tramvaj́ı, nebo metrem?

− Tramvaj: rychleǰśı cesta dle j́ızdńıho řádu, ale velmi nejisté dodržeńı.

− Metro: deľśı cesta, ale témě̌r jisté dodržeńı.

� Př́ıklad: kam smě̌rovat dopis s t́ımto PSČ?

− 15700? 15706? 15200? 15206?

� Jak se optimálně rozhodnout?

� Oba p̌ŕıklady lze formalizovat stejným rámcem.

� Zavedeńı ztrátové funkce - p̌ŕıklad s rakovinou či HIV !



Př́ıklad [Kotek, Vysoký, Zdráhal: Kybernetika 1990]

� Pańı Nováková se vraćı z práce. Co uvǎŕı pan Novák k večěri?

� Napadly ho 3 možnosti rozhodnut́ı (d - decision):

− nic . . . neudělat nic ⇒ žádná práce, ale zhořśı náladu ṕı. Novákové.

− pizza . . . oȟrát mraženou pizzu ⇒ neńı pracné, ale neohroḿı.

− n.h. . . . nad́ıvaná holoubata ⇒ udělá j́ı radost, ale velmi pracné.

� P. Novák č́ıselně zhodnot́ı ḿıru nep̌ŕıjemnosti způsobenou jednotlivými rozhodnut́ımi. Ta záviśı

na tom, s jakou náladou p̌rijde ṕı. Nováková domů, což je neznámý stav. Rozlǐsme tyto

možnosti:

− dobrá . . . ṕı. Nováková má dobrou náladu.

− pr̊uměrná . . . ṕı. Nováková má pr̊uměrnou náladu.

− špatná . . . ṕı. Nováková má špatnou náladu.

� Pro každou z 9 možných situaćı (3 možná rozhodnut́ı × 3 možné stavy) je nep̌ŕıjemnost dána

ztrátovou funkćı l(d, s) (l - loss):

l(s, d) d = nic d = pizza d = n.h.

s = dobrá 0 2 4

s = pr̊uměrná 5 3 5

s = špatná 10 9 6



Př́ıklad (pokračováńı)

� Neznámý stav - náladu ṕı. Novákové - zkuśı p. Novák odhadnout experimentem: sděĺı j́ı, že

ztratil jej́ı obĺıbený časopis a sleduje jej́ı reakci.

� Předpokládá 4 možné reakce:

− ḿırná . . . nic se neděje, časopis najdeme.

− podrážděná . . . proč nedáváš věci na své ḿısto?

− nasupená . . . proč já si toho Nováka brala?

− hrozivá . . . rezignované mlčeńı

� Reakce je p̌ŕımo pozorovatelný p̌ŕıznak (zde nálady).

� Ze zkušenosti p. Novák dokáže odhadnout pravděpodobnost každé dvojice

(reakce x, nálada s), tj. P (x, s).

P (x, s) x = x = x = x =

ḿırná podrážděná nasupená hrozivá

s = dobrá 0.35 0.28 0.07 0.00

s = pr̊uměrná 0.04 0.10 0.04 0.02

s = špatná 0.00 0.02 0.05 0.03



Rozhodovaćı strategie

� Rozhodovaćı strategie: pravidlo pro výběr rozhodnut́ı na základě pozorovaného p̌ŕıznaku.

� Tj. funkce d = δ(x).

� Př́ıklady možných strategíı p. Nováka:

δ(x) x = ḿırná x = podrážděná x = nasupená x = hrozivá

δ1(x) = nic nic pizza n.h.

δ2(x) = nic pizza n.h. n.h.

δ3(x) = n.h. n.h. n.h. n.h.

δ4(x) = nic nic nic nic

� Celkem má k dispozici 34 = 81 možných strategíı (3 možná rozhodnut́ı pro každou ze 4

možných hodnot p̌ŕıznaku).

� Jak definovat, která ze dvou strategíı je lepš́ı? Obecně: jak strategie uspǒrádat dle kvality?

� Definujeme Bayesovské riziko strategie jako sťredńı hodnotu ztráty:

r(δ) =
∑
x

∑
s

l(s, δ(x))P (x, s)



Bayesovské kritérium

� Př́ıklad:

� výpočet prvńı strategie r(δ1) pro s=dobrá,∀x
r(δ1) = 0 · 0.35 + 0 · 0.28 + 2 · 0.07 + 4 · 0+

� s=pr̊uměrná,∀x
+5 · 0.04 + 5 · 0.1 + 3 · 0.04 + 5 · 0.02+

� s=špatná,∀x
+10 · 0 + 10 · 0.02 + 9 · 0.05 + 6 · 0.03 = 1.89

� podobně pro ťret́ı strategii r(δ3) = 4 · 0.7 + 5 · 0.2 + 6 · 0.1 = 4.4



Bayesovské kritérium

� Př́ıklad:

� ... a tak dále pro celou tabulku P (x, s)

� Bayesovské kritérium: ze dvou strategíı je lepš́ı ta s nižš́ım rizikem.

� Z Bayesovského hlediska je tedy nap̌r. lepš́ı δ1 lepš́ı než δ3 (r(δ1) = 1.89, r(δ3) = 4.4).



Bayesovsky optimálńı strategie

� Bayesovsky optimálńı strategie je ta, která minimalizuje Bayesovské riziko. Tj.

δ∗ = arg min
δ
r(δ)

� Protože P (x, s) = P (s|x)P (x), plat́ı

r(δ) =
∑
x

∑
s

l(s, δ(x))P (x, s) =
∑
x

∑
s

l(s, δ(x))P (s|x)P (x)

� Protože P (x) nezáviśı na s:

r(δ) =
∑
x

P (x)
∑
s

l(s, δ(x))P (s|x)︸ ︷︷ ︸
riziko podmı́něné pozorováńım x

� Optimálńı strategii tedy můžeme dostat minimalizaćı tohoto podḿıněného rizika zvlášt’ pro

jednotlivá pozorováńı x:

δ∗(x) = arg min
d

∑
s

l(s, d)P (s|x)



Co když neznáme P (x, s)?

� Sdružená pravděpodobnost - poťrebujeme znát všecha možná mě̌reńı

� U reálných problémů nepraktické, někdy nemožné - v p̌ŕıpadě rozpoznáváńı ṕısmen, 10 x 10

pixel̊u, 256 hodnot intensity, 256100 mě̌reńı

� Z definice podḿıněné pravděpodobnosti

P (x, s) = P (s|x)P (x) = P (x|s)P (s)

� Př́ıpad 1: Známe pouze P (s|x), ale ne P (x) (pravděpodobnosti pozorováńı).

− Bayesovsky optimálńı strategii uḿıme stále vypoč́ıtat - viz p̌redešlou stranu.

− Dále p̌ŕıklad na cvičeńıch: rozťŕıděńı minćı podle jejich hmotnosti źıskané mě̌reńım



Kritérium MiniMax

� Př́ıpad 2: Známe pouze P (x|s), ale ne P (s) (pravděpodobnosti stav̊u).

− Bayesovsky optimálńı strategii již nemůžeme určit, protože nespoč́ıtáme

r(δ) =
∑

s P (s)
∑

x l(s, δ(x))P (x|s)
Nahrad́ıme-li prvńı sumu maximem, definujeme maximálńı riziko, které můžeme spoč́ıtat.

R(δ) = max
s

∑
x

l(s, δ(x))P (x|s)

− Tato veličina maximalizuje mezi všemi riziky podḿıněnými jednotlivými stavy.

− MiniMaxové kritérium: vyb́ırá strategii, která minimalizuje maximálńı riziko
R(δ)

δ∗ = arg min
δ
R(δ)



Př́ıklad - Kritérium MiniMax

� Př́ıklad výpočtu R(δ1)

� Co když p. Novák v́ı, že p. Nováková má obvykle dobrou náladu? Obecněji: v́ı, jak jsou jej́ı

jednotlivé nálady pravděpodobné, tj. zná rozložeńı P (s). Nap̌r:

s = dobrá s = pr̊uměrná s = špatná

P (s) = 0.7 0.2 0.1

� Můžeme tedy spoč́ıtat podḿıněné rozložeńı P (x|s)

P (x|s) =
P (x, s)

P (s)

P (x|s) x = x = x = x =

ḿırná podrážděná nasupená hrozivá

s = dobrá 0.5 0.4 0.1 0.00

s = pr̊uměrná 0.2 0.5 0.2 0.1

s = špatná 0.00 0.2 0.5 0.3



Př́ıklad - Kritérium MiniMax (pokračováńı)

� Pro s = dobrá:
∑

x l(s, δ(x))P (x|dobrá) =

l(dobrá, δ1(ḿırná)) · P (ḿırná|dobrá) + l(dobrá, δ1(podrážděná)) · P (podrážděná|dobrá)

+l(nasupená, δ1(dobrá)) · P (nasupená|dobrá) + l(dobrá, δ1(hrozivá)) · P (hrozivá|dobrá)

= l(dobrá, nic) · 0.5 + l(dobrá, nic) · 0.4 + l(dobrá, pizza) · 0.1 + l(dobrá, n.h.) · 0
= 0 · 0.5 + 0 · 0.4 + 2 · 0.1 + 4 · 0 = 0.2

�

∑
x l(s, δ(x))P (x|pr̊uměrná) = 4.6

�

∑
x l(s, δ(x))P (x|̌spatná) = 8.3

� Maximálńı riziko strategie δ1 (p̌res všechny možné stavy) je tedy 8.3.

� Podobně: maximálńı riziko strategie δ3 je 7.85.

� Tedy podle MiniMaxu je δ3 lepš́ı než δ1 (obráceně než u Bayesovského kritéria!)

� Pro nalezeńı optimálni strategie bychom v aktuálńım p̌ŕıkladě museli spoč́ıtat max. rizika všech

81 možných strategíı.



Př́ıznakové rozpoznáváńı

� Systémy pro rozpoznáváńı. Př́ıklad úlohy:

O jakou jde č́ıslici?

Lze formulovat jako

úlohu

statistického

rozhodováńı

Př́ıznak = vektor hodnot pixel̊u.

� Př́ıznakové rozpoznáváńı č́ıslic: klasifikace do jedné ze ťŕıd 0 . . . 9 na základě vektoru

hodnot pixel̊u.

� Klasifikace je speciálńım p̌ŕıpadem statistického rozhodováńı:

− Př́ıznakový vektor ~x = (x1, x2, . . . ): hodnoty pixel̊u č. 1, 2, . . . .

− Množina stav̊u S = množina rozhodnut́ı D = {0, 1, . . . 9}.
− Stav = skutečná ťŕıda, Rozhodnut́ı = rozpoznaná ťŕıda.

� video - synth 2LP



MAP klasifikace

� Častá (i když ne nutná) volba ztrátové funkce p̌ri klasifikaci:

l01(d, s) =

{
0, d = s

1, d 6= s

� Pokud zvoĺıme l01

− jde o tzv. MAP (maximum aposteriori) klasifikaci

− Bayesovské riziko = sťredńı chyba klasifikace.

� Optimálńı klasifikace p̌ri p̌ŕıznaku ~x (Bayesovsky optimálńı strategie):

δ∗(~x) = arg min
d

∑
s

l(d, s)︸ ︷︷ ︸
0 pokud d=s

P (s|~x) =

= arg min
d

[1− P (d|~x)] = arg max
d
P (d|~x)

� Voĺıme tedy nejpravděpodobněǰśı ťŕıdu pro danou hodnotu p̌ŕıznakového vektoru - viz naše

klasifikace lososa a okouna



Strojové učeńı

� Obvykle ale neńı známo rozděleńı P (s|~x).

� Je ťreba odhadnout (“naučit se”) z již klasifikovaných p̌ŕıkladů, tzv. trénovaćıch dat.

� Uvažujme diskrétńı ~x. Trénovaćı data (p̌ŕıklady): (~x1, s1), (~x2, s2), . . . (~xl, sl).

− Tzv. i.i.d. multimnožina (i.i.d = “independent, identically distributed”)

− Každý p̌ŕıklad (~xi, si) je náhodně vybrán nezávisle na ostatńıch p̌ŕıkladech z rozděleńı

P (x, s).

� Bez jakékoliv znalosti o tomto rozděleńı se můžeme uchýlit k tzv. neparametrickému odhadu:

P (s|~x) ≈ počet př́ıklad̊u v nichž ~xi = ~x a si = s

počet př́ıklad̊u v nichž ~xi = ~x

� Tento p̌ŕıstup naráž́ı na zásadńı p̌rekážky:

− Počet p̌ŕıkladů l postačuj́ıćı ke spolehlivému odhadu P (s|~x) roste exponenciálně s počtem

složek vektoru ~x.

− tj. nap̌r. s rozlǐseńım (počtem pixel̊u) v rozpoznávaných obrazćıch.

− “proklet́ı kombinatorické exploze”. Reálné úlohy: jmenovatel často nulový!

− Bayesovská klasifikace: horńı limit kvality klasifikace, v praxi obvykle nedosažitelný.

� Lze též využ́ıt vztahu:

P (s|~x) =
P (~x|s)P (s)

P (~x)



� Odhad P (~x|s): analogicky jako odhad P (s|~x).

� Odhad P (s): jako relativńı četnost jednotlivých ťŕıd s v trénovaćıch datech, tj.

P (s) ≈ počet př́ıklad̊u tř́ıdy s

l

� Tento p̌ŕıstup sám o sobě něreš́ı problém množstv́ı dat poťrebných k odhadu pravděpodobnost́ı.

� Ale umožňuje ho “̌rešit” nep̌ŕımo:

1. Hodnoty P (s) jsou často známy a neńı nutno je odhadovat.

Př́ıklad: p̌ri rozpoznáváńı 1. č́ıslice PSČ je nejčastěǰśı č́ıslice 1, nap̌r P (1) = 0.6.

Takto je do klasifikace zapojena apriorńı znalost o pravděpodobnostech ťŕıd.

P (s) . . . ‘apriorńı pravděpodobnost’.

2. Př́ıstup umožňuje formulovat zjednodušenou, tzv. naivńı Bayesovskou klasifikaci, v ńıž ne-

muśıme odhadovat P (~x|s), ale pouze P (x(1)|s), P (x(2)|s), . . ..



Předpoklad 1: Nezávislost složek p̌ŕıznaku

� Ve výjimečném p̌ŕıpadě statistické nezávislosti jednotlivých p̌ŕıznakových složek x(i) v

rámci každé ťŕıdy s plat́ı

P (~x|s) = P (x(1)|s) · P (x(2)|s) · . . .

� Stač́ı tedy odhadnout P (s) pro každé s a P (x(i)|s) zvlášt’ pro každé i a s.

− Nap̌r: P (x(3)|8) ≈ pod́ıl p̌ŕıpadů č́ıslice 8 s rozsv́ıceným 3. pixelem.

− Žádná kombinatorická exploze (pouze jednosložkové pravděpodobnosti).

� V praxi: nezávislost se často p̌redpokládá, i když neplat́ı, p̌ŕıp. plat́ı p̌ribližně.

− Potom jde o tzv. Naivńı Bayesovskou klasifikaci.

� Nezávislost mezi p̌ŕıznakovými složkami je jen jedńım z možných p̌redpoklad̊u, jehož

splněńı vede k zabráněńı kombinatorické explozi.

� Alternativńı p̌redpoklady jsou nap̌r.:

− Podobné objekty paťŕı do stejné ťŕıdy klasifikace dle nejbližš́ıch soused̊u.

− P (s|~x) nálež́ı do určité omezené ťŕıdy rozděleńı, hledáme pouze jeho parametry

− Tř́ıda je plně určena lineárńı kombinaćı složek p̌ŕıznaku klasifikace dle lineárńıho
modelu.



Předpoklad 2: Podobnost objekt̊u v dané ťŕıdě

� Podobnost chápeme jako malou vzdálenost v prostoru p̌ŕıznakových hodnot.

� Funkce mě̌ŕıćı vzdálenost dvou p̌ŕıznakových vektor̊u, tzv. metrika: ρ : X ×X → <+ ∪ {0}
taková, že ∀x, y, z: ρ(x, x) = 0, ρ(x, y) = ρ(y, x), ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z). Př́ıklad:

− Euklidovská metrika pro vektory ~x1, ~x2 se reálnými složkami x1(i) resp. x2(i):

ρE(~x1, ~x2) =
√∑

i(x1(i)− x2(i))2

− Jsou-li složky binárńı (z {0, 1}), tak ρE(~x1, ~x2)2 je počet složek, v nichž se ~x1 lǐśı od ~x2 -

tzv. Hammingova metrika.

� Klasifikace dle k nejbližš́ıch soused̊u (k-nearest neighbor classification, k-NN).

� Zadáno:

− k ∈ N
− trénovaćı p̌ŕıklady: (~x1, s1), (~x2, s2), . . . (~xl, sl)

− metrika ρ : X ×X → <
− neklasifikovaný objekt s p̌ŕıznakem ~x.

� Úloha: klasifikovat ~x

� Postup: z trénovaćıch p̌ŕıkladů vyber k nejbližš́ıch k ~x vzhledem k metrice ρ. Tř́ıda, které mezi

nimi p̌revládá, budiž ťŕıdou ~x.



Flexibilita klasifikace

� Jak volit k? Odpověd’ neńı jednoznačná.

� Př́ıklad: Uvažujme trénovaćı data se dvěma ťŕıdami (červená/zelená) a šumem (některé si
chybné). Značky - trénovaćı data, ǩrivka - hranice klasifikace:

k = 1: Dobré p̌rizpůsobeńı

trénovaćım dat̊um. Velká cit-

livost k šumu.

Bayesovská klasifikace: Méně

flexibilńı než 1-nn, v́ıce než

15-nn.

k = 15: Špatné p̌rizpůsobeńı

trénovaćım dat̊um. Malá citli-

vost k šumu.

� Vzpomeňte: Bayesovská klasifikace δ∗ má nejnižš́ı možné Bayesovské riziko r(δ∗). Pozn.:

Znázorněná Bayesovská vycháźı z p̌resných pravděpodobnost́ı P (s|~x), které jsou pro klasi-

fikačńı algoritmus neznámé!

� Pozorováńı: p̌ŕılǐs velká flexibilita (malé k) i p̌ŕılǐs malá flexibilita (velké k) vedou ke klasi-

fikátor̊um značně odlǐsným od Bayesovského, tedy ke zvyšováńı sťredńıho rizika r(δ).



Trénovaćı chyba a riziko

� Bayesovské riziko r(δ) = limita relativńı četnosti nesprávných klasifikaćı (s rostoućım vzorkem

dat).

� Definujme trénovaćı chybu rT (δ) jako relativńı četnost nesprávně klasifikovaných p̌ŕıkladů

na datech, kde je klasifikátor δ učen.

� Je rT (δ) dobrým odhadem skutečného sťredńıho rizika r(δ)?

� Př́ıklad: 1-nn neńı dobrý klasifikátor (viz minulou stranu), p̌restože správně klasifikuje všechny

trénovaćı p̌ŕıklady, tj. má trénovaćı chybu 0.

� Trénovaćı chyba tedy neńı dobrým odhadem sťredńıho rizika. Pro jeho odhad je ťreba

− ḿıt k dispozici trénovaćı množinu (~x1, s1), . . . (~xl, sl) a nezávislou testovaćı množinu
(~xl+1, sl+1), . . . (~xl+m, sl+m)

− (může vzniknout rozděleńım původńıch trénovaćıch dat nap̌r. v poměru 75% a 25%).

− klasifikátor sestrojit na základě trénovaćı množiny

− riziko tohoto klasifikátoru spoč́ıtat na testovaćı množině.

� Relativńı četnost chyb na testovaćı množině je nevychýleným odhadem skutečného sťredńı

rizika. (Pozor: nevychýlený neznamená p̌resný!)
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