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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost
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Faktorial Obraceny vypis Karel
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Vypocet faktorialu

m [terace m Rekurze
n=nn-1)(n-2)...2-1 n=1pron<1
nl=n(n—1) pron>1
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Vypocet faktorialu

m [terace m Rekurze
n=n(n—1)(n-2)...2-1 nl=1pron<l1
nl=n(n—1) pron>1

int factorialI(int n) { int factorialR(int n) {
int £ = 1; int £ = 1;
for(; n > 1; --n) { if (n > 1) {
f *= n; f = n * factorialR(n-1);
} }
return f; return f;
} }

lecO5/DemoFactorial. java
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Obsah
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad vypis posloupnosti 1/3

m Vytvorte program, ktery pfeCte posloupnost Cisel a vypise ji
v opaéném poradi
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad vypis posloupnosti 1/3

m Vytvorte program, ktery pfeCte posloupnost Cisel a vypise ji
v opaéném poradi
m Rozklad problému:

m Zavedeme abstraktni pfikaz: ,,obrat’ posloupnost’
m Prikaz rozlozime do tfi kroki:

1. Precti cislo
Cislo ulozime pro pozdejsi ,,obraceny” vypis
2. Pokud neni detekovan konec posloupnost , obrat posloupnost’
pokracujeme ve cteni Cisel
3. Vypis Cislo

vypiseme ulozené cislo
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost
Priklad vypis posloupnosti 2/3

1 void reverse() {

2 int v = scan.nextInt();

3 if (scan.hasNext()) {

4 reverse();

5 }

6 System.out.printf("%3d ", v);
7}

9 public void start() {

10 System.err.println("Enter a sequence of numbers (
use ctr+D for the end of the the sequence");

11 reverse() ;

12 System.out.println(""); //end of line

lec06/DemoRevertSequence. java
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad vypis posloupnosti 3/3
m lecO6/DemoRevertSequence. java

m Vytvoreni posloupnosti

./generate_numbers.sh | tr ’\n’ ’ ’ | cat > numbers.txt

javac DemoRevertSequence. java

java DemoRevertSequence < numbers.txt 2>/dev/null > numbers-r.
txt

java DemoRevertSequence <numbers-r.txt 2>/dev/null > numbers-rr
.txt
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad vypis posloupnosti 3/3
m lecO6/DemoRevertSequence. java

m Vytvoreni posloupnosti

./generate_numbers.sh | tr ’\n’ ’ ’ | cat > numbers.txt

javac DemoRevertSequence. java

java DemoRevertSequence < numbers.txt 2>/dev/null > numbers-r.
txt

java DemoRevertSequence <numbers-r.txt 2>/dev/null > numbers-rr
.txt

m Prikaz pro vypis obsahu souborti

for i in numbers.txt numbers-r.txt numbers-rr.txt; do
echo "$i"; cat $i; echo ""; done
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze

Jan Faigl,

Priklad vypis posloupnosti 3/3
lec06/DemoRevertSequence. java

Vytvoreni posloupnosti

Fibonacciho posloupnost

./generate_numbers.sh | tr ’\n’ ’ ’ | cat > numbers.txt

javac DemoRevertSequence. java

java DemoRevertSequence < numbers.txt 2>/dev/null > numbers-r.

txt

java DemoRevertSequence <numbers-r.txt 2>/dev/null > numbers-rr

.txt

Ptikaz pro vypis obsahu souborti

for i in numbers.txt numbers-r.txt numbers-rr.txt; do

echo "$i"; cat $i; echo ""; done

Vypis obsahu souborii

numbers.txt
1042088518677
numbers-r.txt
7 7 6 18 5 8 8 20 4 10

numbers-rr.txt
10 4 20 8 8 5 18 6 7 7

2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — hledani , beeperu”

m Robot Karel ma za kol najit , beeper” v bludisti a vratit se s nim
zpét na vychozi pozici

m Karel se pohybuje v mfizkovém ortogonalnim svété

m Karel umi:

m jit rovné o jeden krok P [
m otodit se doleva o 90° =
m vzit / polozit ,beeper’ '
H vypnout se

m Karel umi zjistit, zdali:

® je pred nim zed 42?]
m na policku, na kterém stoji, je
.beeper"”
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Itera¢ni feseni 1/3

m Navrh Feseni
1. Jdi podél zdi (po pravé strané) dokud neni na policku ,beeper’ a
pocitej pocet krokd;
2. Seber ,beeper”;
3. OtocC se a jdi podél zdi (po levé strané) a udélej stejny pocet krokii
jako pfi hledani ,beeperu”;
4. Poloz ,beeper” a vypni se.

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 13 / 90



Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Itera¢ni feseni 1/3

m Navrh Feseni
1. Jdi podél zdi (po pravé strané) dokud neni na policku ,beeper’ a
pocitej pocet krokd;
2. Seber ,beeper”;
3. OtocC se a jdi podél zdi (po levé strané) a udélej stejny pocet krokii
jako pfi hledani ,beeperu”;
4. Poloz ,beeper” a vypni se.
m Abstraktni prikazy pro nalezeni ,beeperu” sledovani zdi na pravé
strané:
m OtocC se doprava: turnRight
m Zjisti, zda-li je na pravé strané zed: isWallOnRight
m Jdi podél pravé zdi: goByRightWall
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Itera¢ni feseni 1/3

m Navrh Feseni
1. Jdi podél zdi (po pravé strané) dokud neni na policku ,beeper’ a
pocitej pocet krokd;
2. Seber ,beeper”;
3. OtocC se a jdi podél zdi (po levé strané) a udélej stejny pocet krokii
jako pfi hledani ,beeperu”;
4. Poloz ,beeper” a vypni se.
m Abstraktni prikazy pro nalezeni ,beeperu” sledovani zdi na pravé
strané:

m OtocC se doprava: turnRight
m Zjisti, zda-li je na pravé strané zed: isWallOnRight
m Jdi podél pravé zdi: goByRightWall
m Analogické abstraktni pfikazy pro pohyb podél zdi na levé strané:
m isWallOnLeft a goByLeftWall
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Itera¢ni feseni 2/3

1 void turnRight() {

2 for (int i = 0; i < 3; i++) {
3 turnLeft();

4 }

5 }

6

7 boolean isWallOnRight() {

8 turnRight () ;

9 boolean out = isInFront0fWall();
10 turnLeft();

11 return out;

12

13

14 void goByRightWall() {

15 while (!isOnBeeper()) {

16 if ('wallOnRight()) {

17 turnRight Q) ;

18

19 while (isInFront0fWall()) {
20 turnLeft () ;

21 }

22 step();

23

24}

Analogicky pro zed' po levé strané
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Itera¢ni feseni 3/3

m Pocet kroki je inkrementovan v procedufe step

m P#i navratu podél levé zdi Karel ujde stejny pocet kroki

1 public void execute() {

2 goByRight () ;

3 pickBeeper();

g turnAround() ;

6 if (stepsTaken > 0) {

7 goByLeft (stepsTaken) ;
5

10 putBeeper () ;

11 turn0ff () ;

12}
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Rekurzivni feseni 1/3

m Regeni rekurzi zalozime na opakovaném volani funkce, ktera
posune robot pouze o jeden krok vpfed a nasledné jej vrati zpét ve
funkci go:

1. Pokud jsi na ,beeperu” seber jej a oto¢ o 180° a ukonéi hledani

2. Zapamatuj si svou orientaci a udélej jeden krok podél pravé zdi

3. go (opakuj hledani o jeden krok)

4. Udélej jeden krok zpét (vrat se o jeden krok zpét a nato¢ se do
piivodniho sméru)
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Rekurzivni feseni 2/3

1 void go() {

2 if (isOnBeeper()) {

3 pickBeeper () ;

4 turnAround() ; //turn back

5 return;

6 }

7 int numberTurnRight = 0;

8 if (!isWallOnRight()) {

9 turnRight ) ;

10 numberTurnRight++;

11 }

12

13 while (isInFrontOfWall()) {

14 turnLeft () ;

15 numberTurnRight--;

16

17 move(); //move forward

18 go();

;g move(); //move backward

21 numberTurnRight = (numberTurnRight + 4) % 4;
22 for (int i = 0; i < numberTurnRight; ++i) {
23 turnLeft(); //revert the turnms
24 }

25 }
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Robot Karel — Rekurzivni feseni 3/3

m Hlavni procedura obsahuje pouze volani funkce go, ktera vraci robot
na vychozi policko

void execute() {
goQ);
putBeeper () ;
turn0ff () ;

g s W N =

}

m Pro spusténi vyuzijeme knihovnu KarelJRobot . jar a modifikovany
svét maze.klwd
javac -cp lib/KarelJRobot.jar DemoKarel.java
java -cp lib/KarelJRobot.jar:. DemoKarel
m Robot se pfi zpatecni cesté vraci ,rychleji’, protoze jiz explicitné
nekontroluje, zda-li je zed na levé strané.

lec06/DemoKarel. java
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Obsah

Hanojské véze

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 19 / 90



Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad Hanojské véze

i

r-- 3

m Premistit disky na druhou jehlu s pouzitim treti (pomocné) jehly
za dodrzeni pravidel:
1. V kazdém kroku mazeme premistit pouze jeden disk a to vzdy
z jehly na jehlu
Disky nelze odkladat mimo jehly

2. Polozit vétsi disk na mensi neni dovoleno
@By
REg
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 1 disk
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 1 disk

11

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 1 disk

OQovo
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 2 disky
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 2 disky

Presunuty disk z jehly 1 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 2 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 2 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 2 disky

OQovo
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Presunuty disk z jehly 1 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Presunuty disk z jehly 2 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 1.

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 34 / 90



Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 3 disky

OQovo
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 1 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 1 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Pfesunuty disk z jehly 2 na jehlu 1.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 2 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 1 na jehlu 3.

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 45 / 90



Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 1.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Pfesunuty disk z jehly 2 na jehlu 1.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 1 na jehlu 3.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Pfesunuty disk z jehly 1 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

Presunuty disk z jehly 3 na jehlu 2.
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 4 disky

OLOVO
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Hanojské véze — 5 diski
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Navrh reseni

m Zavedeme abstraktni pfikaz moveTower(n, 1, 2, 3) realizujici pre-
sun n diskd z jehly 1 na jehlu 2 s pouzitim jehly 3.

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 56 / 90



Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Navrh reseni

m Zavedeme abstraktni pfikaz moveTower(n, 1, 2, 3) realizujici pre-
sun n diskd z jehly 1 na jehlu 2 s pouzitim jehly 3.
m Pro n > 0 mizeme pfikaz rozlozit na tfi jednodussi prikazy
1. moveTower(n-1, 1, 3, 2)
presun n — 1 diskd z jehly 1 na jehlu 3
2. ,prenes disk z jehly na jehlu 2
presun nejvétsiho disku na cilovou pozici
abstraktni pfrikaz
3. moveTower(n-1, 3, 2, 1 o
( pfesun n —) 1 diskd na cilovou pozici &%
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad reseni

1 void moveTower(int n, int from, int to, int tmp) {
2 if (n > 0) {

3 moveTower(n - 1, from, tmp, to); //move to tmp

4 System.out.println("Move disc from " + from + "
to " + to);

5 moveTower(n - 1, tmp, to, from); //move from tmp

6 }

7}

8

o void start() {

10 int number0OfDiscs = 5;

11 moveTower (number0fDiscs, 1, 2, 3);

12}

lec06/DemoTowersOfHanoi. java
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Priklad vypisu

m lec06/DemoTowers0fHanoi. java

java DemoTowersOfHanoi 3 java DemoTowersOfHanoi 4
Move disc from 1 to 2 Move disc from 1 to 3
Move disc from 1 to 3 Move disc from 1 to 2
Move disc from 2 to 3 Move disc from 3 to 2
Move disc from 1 to 2 Move disc from 1 to 3
Move disc from 3 to 1 Move disc from 2 to 1
Move disc from 3 to 2 Move disc from 2 to 3
Move disc from 1 to 2 Move disc from 1 to 3
Move disc from 1 to 2
Move disc from 3 to 2
Move disc from 3 to 1
Move disc from 2 to 1
Move disc from 3 to 2
Move disc from 1 to 3
Move disc from 1 to 2
Move disc from 3 to 2
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Rekurze
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Rekurzivni algoritmy

m Rekurzivni funkce jsou pfimou realizaci rekurzivnich algoritmii

o 11

m Rekurzivni algoritmus predepisuje vypocet ,,shora dolii
v zavislosti na velikosti vstupnich dat
m Pro nejmensi (nejjednodussi) vstup je vypocet pfedepsan pfimo
m Pro obecny vstup je vypocet predepsan s vyuzitim téhoz algoritmu
pro mensi vstup

m Vyhodou rekurzivnich funkci je jednoduchost a prehlednost
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho poslo

Rekurzivni vs itera¢nimi algoritmy

m Nevyhodou rekurzivnich algoritmi maze byt ¢asova naro¢nost zpi-
sobena napf. zbyte¢nym opakovanim vypoctu

m Radu rekurzivnich algoritmii Ize nahradit iteraénimi, které poéitaji
vysledek ,,zdola nahoru, tj. od mensich (jednodussich) vstupnich
dat k vétsim (slozit&jsim).

m Pokud algoritmus vypoctu ,,zdola nahoru” nenajdeme, napf. pii
feSeni problému Hanojskych vézi, lze rekurzivitu odstranit pomoci
zasobniku.

Napr. zasobnik vyuzijeme pro ulozeni stavu reseni problému.

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze
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Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Rekurze

“To iterate is human, to recurse divine.”

L. Peter Deutsch

http://www.devtopics.com/101-great-computer-programming-quotes
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Elegance vs obtiznost rekurze

I've often heard people describe understanding recursion as one of
those ‘got it” moments, when the universe opened its secret stores
of knowledge and gifted the mind of a burgeoning developer with a
very powerful tool. For me, recursion has always been hard. Each
time I'm able to peer more into its murky depths, | am humbled to
see how little | feel like | really appreciate and understand its power

and elegance.
Rick Winfrey, 2012

http://selfless-singleton.rickwinfrey.com/2012/11/27/

to-iterate-is-human-to-recurse-divine

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 63 / 90


 http://selfless-singleton.rickwinfrey.com/2012/11/27/to-iterate-is-human-to-recurse-divine
 http://selfless-singleton.rickwinfrey.com/2012/11/27/to-iterate-is-human-to-recurse-divine

Faktorial Obraceny vypis Karel

Fibonacciho posloupnost

Jan Faigl, 2015

Hanojské véze Rekurze

Obsah

AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze

Fibonacciho posloupnost



Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost

m1,1 2 35, 8, 13, 21, 34,55, ... 3 [ 7

Nebo 0, 1,1, 2, 3,5, ... HE L
mFh=Fo_1+F,2 S
mpoF=1 F=1

Nebo F]_ = 0,F2 =1

m Nekonecna posloupnost pfirozenych cisel, kde kazdé Eislo je
souctem dvou predchozich.

Limita poméru dvou nasledujicich isel Fibonacciho posloupnosti
je rovna zlatému fezu.

m Sectio aurea — idealni pomér mezi raznymi délkami

m Rozdéleni tsecky na dvé Casti tak, ze pomér vétsi ¢asti ku mensi je
stejny jako pomér celé Gsecky k vétsi Casti
¢ = 15/5 ~ 1,618 033 988 749 894 848 ...
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Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Faktorial Obraceny vypis

Fibonacciho posloupnost — historie

m Indi¢ti matematici (450 nebo 200 BC)
m Leonardo Pisano (1175-1250) popis riistu populace kralikd

italsky matematik znamy také jako Fibonacci

m F, — velikost populace po n mésicich za predpokladu
m Prvni mésic se narodi jediny par.
m Narozené pary jsou produktivni od 2. mésice svého Zzivota.
m Kazdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par.
m Kralici nikdy neumiraji, nejsou nemocni atd.
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Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — historie

m Indi¢ti matematici (450 nebo 200 BC)
m Leonardo Pisano (1175-1250) popis riistu populace kralikd

italsky matematik znamy také jako Fibonacci

m F, — velikost populace po n mésicich za predpokladu
m Prvni mésic se narodi jediny par.
m Narozené pary jsou produktivni od 2. mésice svého Zzivota.
m Kazdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par.
m Kralici nikdy neumiraji, nejsou nemocni atd.

m Henry E. Dudeney (1857-1930) — popis populace krav
m ,Jestlize kazda krava vyprodukuje své prvni tele (jalovici) za rok a
poté kazdy rok jednu dalsi jalovici, kolik budete mit krav za 12 let,

jestlize zadna nezemfe a na pocatku budete mit jednu kravu?
Po 12 let je k dispozici jeden Ci vice bykii
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — rekurzivné

m Plati:
fo=1
=1
fo="Ffo_1+ o, pron>1

1 int fibonacci(int n) {

2 return n < 2

3 71

4 : fibonacci(n - 1) + fibomnacci(n - 2);
5 )
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — rekurzivné

m Plati:
fo=1
fii=1
fo="f_1+f_o pron>1

1 int fibonmacci(int n) {

2 return n < 2

3 71

4 : fibonacci(n - 1) + fibomnacci(n - 2);
5 )

Zapis je elegantni, jak je vsak takovy vypocet efektivni?
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — priklad 1/2
m Pocet operaci pfi vypoctu Fibonacciho €isla n
long counter;

long fibonnaciRecursive(int n) {
counter++;
return n < 2
71
: fibonnaciRecursive(n-1) + fibonnaciRecursive(n-2);

}

long fibonnaciIterative(int n) {
long fibM2 = 11;
long fibM1 = 11;

0o N O 00 W NKE

BB
N = O

13 long fib = 11;

14 for (int i = 2; 1 <= n; ++i) {
15 fibM2 = fibM1;

16 fibM1 = fib;

fib = fibM1 + fibM2;
counter += 3;

o
o ~

}

return fib;

N =
o ©

}

N
[t

lec06/DemoFibonacci. java
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — rekurzivné 2/2

public void start(String[] args) {
int n = args.length > 0 7 Integer.parseInt(args[0]) : 25;
counter = 0;
long fibR = fibonnaciR(n);
long counteR = counter;

counter = 0;
long fibI = fibonnaciI(n);
long countel = counter;

QW W NOU M WN -

=
[

System.out.println("Fibonacci number recursive: " + fibR);
System.out.println("Fibonacci number iteration: " + fibI);
System.out.println("Counter recursive: " + counteR);
System.out.println("Counter recursive: " + countel);

e
~ WON

=
o
[}

lec06/DemoFibonacci. java

javac DemoFibonacci. java
java DemoFibonacci 30

Fibonacci number recursive: 1346269
Fibonacci number iteration: 1346269
Counter recursive: 2692537

Counter iteration: 8
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — rekurzivné vs iteracné

m Rekurzivni vypocet

m Slozitost roste exponencidlné s n ~ 2"
m lteraéni algoritmus

m Pocet operaci je proporcionalni n ~ 3n

lec06/DemoFibonacciStats.java, lec06/fibonacci.sh
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Faktorial Obraceny vypis Karel Hanojské véze Rekurze Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost — rekurzivné vs iteracné

m Rekurzivni vypocet
m Slozitost roste exponencidlné s n ~ 2"

Iteraéni algoritmus
m Pocet operaci je proporcionalni n ~ 3n
lec06/DemoFibonacciStats.java, lec06/fibonacci.sh

Skute€ny pocet operaci zavisi na konkrétni implementaci,
programovacim jazyku, prekladaci a hardware

Slozitost algoritmii proto vyjadfujeme asymptoticky jako funkci
velikosti vstupu
m Napriklad v tzv. ,Big O" notaci
m rekurzivni algoritmus vypo&tu ma slozitost O(2")

m iteracni algoritmus vypoctu ma slozitost O(n)
Efektivni algoritmy maji polynomialni slozitost
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Eratosthenovo sito Razeni

Pole reprezentujici mnozinu prvocisel

m Vypsat vsechna prvocisla mensi nebo rovna zadané hodnoté max
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Eratosthenovo sito

Pole reprezentujici mnozinu prvocisel

m Vypsat vsechna prvocisla mensi nebo rovna zadané hodnoté max
m Algoritmus:

1. Vytvofime mnozinu obsahujici viechna prirozena ¢isla od 2 do max

2. Z mnoziny vypustime nasobky Cisla 2

3. Najdeme nejblizsi €islo k tomu, jehoz nasobky jsme v pfedchozim
kroku vypustili, a vypustime viechny nasobky tohoto &isla

4. Opakujeme krok 3, dokud ¢&islo, jehoz nasobky jsme vypustili, neni
vétsi nez odmocnina z max

5. Cisla, ktera v mnoziné zistanou, jsou hledana prvocisla

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 73 / 90



Eratosthenovo sito

Pole reprezentujici mnozinu prvocisel

m Vypsat vsechna prvocisla mensi nebo rovna zadané hodnoté max
m Algoritmus:
1. Vytvofime mnozinu obsahujici viechna prirozena ¢isla od 2 do max
2. Z mnoziny vypustime nasobky Cisla 2
3. Najdeme nejblizsi €islo k tomu, jehoz nasobky jsme v pfedchozim
kroku vypustili, a vypustime viechny nasobky tohoto &isla
4. Opakujeme krok 3, dokud ¢&islo, jehoz nasobky jsme vypustili, neni
vétsi nez odmocnina z max
5. Cisla, ktera v mnoziné zistanou, jsou hledana prvocisla

m Pro reprezentaci mnoziny Cisel pouzijeme pole prvkil typu boolean,
kde prvek pole sieve[i] udava, zda-li je celé Cislo i v mnoziné
(true) nebo neni (false), tj. zda-li je nebo neni prvoéislem
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Eratosthenovo sito Razeni

Eratosthenovo sito 1/2

1 boolean[] createSieve(int max) {

2 boolean[] sieve = new boolean[max + 1];
3 for (int i = 2; i <= max; ++i) {

4 sieve[i] = true;

5

6 int p = 2;

7 int pmax = (int)Math.sqrt (max);

8 do {

9 for(int i = p + p; i <= max; i += p) {
10 sieve[i] = false;

11 }

12 do {

13 ptt;

14 } while (!sievelpl);

15 } while (p <= pmax);

16 return sieve;

17}

lec06/DemoSieve0fEratosthenes. java
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Eratosthenovo sito Razeni

Eratosthenovo sito 2/2

void print(boolean[] sieve) {
for(int i = 2; i < sieve.length; ++i) {
if (sievelil) {
System.out.print(i + " ");

}
}

void start(int max) {
boolean[] sieve = createSieve(max);
System.out.print ("Prime numbers from 2 to " + max + ":
")
print(sieve);
System.out.println("");

© oOoN O 00 A W N

=
= O

=R
w N

}

javac DemoSieveOfEratosthenes. java

java DemoSieveOfEratosthenes

Prime numbers from 2 to 100: 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31
37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97

java DemoSieveOfEratosthenes 30

Prime numbers from 2 to 40: 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29

lec06/DemoSieve0fEratosthenes. java
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni pole

m Problém sefadit mnozinu prvka podle klice (celého cisla)
m Posloupnost prvkd g = (ai,...,an)
m Délka posloupnosti g je |[g| = n
m Posloupnost g je sefazena, pravé tehdy kdyz
= [q] <2
m |g| > 2 klic(a;) < klic(a2) a posloupnost (ay,...) neobsahuje
prvek a;.

Razeni poli je fazenim na misté

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 77 / 90



Eratosthenovo sito Razeni

Razeni pole

m Problém sefadit mnozinu prvka podle klice (celého cisla)
m Posloupnost prvkd g = (ai,...,an)
m Délka posloupnosti g je |[g| = n
m Posloupnost g je sefazena, pravé tehdy kdyz
= [q] <2
m |g| > 2 klic(a;) < klic(a2) a posloupnost (ay,...) neobsahuje
prvek a;.

Razeni poli je fazenim na misté

Pro jednoduchost v prikladech tridime jen cela cisla, prakticky vsak
zpravidla tridime klice datovych polozek.
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

-
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

-
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

1 44

2 44

3

4

5

6 e
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

44
4 55
44 55

-
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

1 44
2 44 55

3 12 244/ %55

4 12 44| N 55
5

6
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

1 44
2 44 55

3 12 244 ~55

412 42 e44 e55
512 42 44 55 |94
6
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Eratosthenovo sito Razeni
Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 1/2
Priklad - Tridéni pfimym vkladanim
1 2 3 4 5
44 55 12 42 94 18

44
44
12 244
12 h
12
12

~\

44 55 94
42 44 55 94
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Eratosthenovo sito Razeni

Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 2/2
for i € (2,n)
,vloZ a; na patfiéné misto mezi ay, ..., a;
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Eratosthenovo sito Razeni

Tridéni pfimym vkladanim — Insert Sort 2/2
for i € (2,n)
,vloZ a; na patfiéné misto mezi ay, ..., a;

Priklad - Algoritmus

void insertSort(int[] array) {
int x;
int j;
for (int i = 1; i < array.length; i++) {
x = arrayl[il;
j=i-1;
while (j >= 0 & x < array[j]) {
array[j + 1] = arrayl[j];
i--3

© 00 N o psr N

=
= O

array[j + 1] = x;

=
N

}

-
w

m Tridéni binarnim vkladanim - vkladani provadime do jiz
zatfidéného pole (a1, ..., a;-1).
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 1/3

for ie (1,n) {
»najdi index k nejmensiho prvku v (a;, ..., ap),
ax = min{a;,...ap),
zamén prvky a;, a”

}
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6
44| [s5] [12] [42] [o4| [18]

B

Jan Faigl, 2015 AOB36PR1 — Prednaska 6: Rekurze 81 /90



Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6

1 55| 42| Jo4| 18]
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6
44| [s5] [12] [42] [o4] [18]

115]55\ 44| 42| [o4]

2 12 44| 42| o4
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6
44| [s5] [12] [42] [o4] [18]

i [ el Jee] [oo] [

212 18 |44 94| |55

s 12 18 44 [oa] [ss]
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6
44| [s5] [12] [42] [o4] [18]

i [ el Jee] [oo] [

2 12 15]44\ 42| [oa] |s8]

512 18 42 44] [o4] |[s5]
412 18 42 94| |s5]
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6
44| [s5] [12] [42] [o4] [18]

i [ el Jee] [oo] [

2 12 15]44\ 42| [oa] |s8]

512 18 42 44| o4 [s5]
;

412 18 42 44 |94] [s8]
512 18 42 44
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 2/3

Priklad - Razeni pfimym vybérem Select Sort
1 2 3 4 5 6
44| [s5] [12] [42] [o4] [18]

i [ el Jee] [oo] [

2 12 15]44\ 42| [oa] |s8]

sz 18 4 44| o4 [s5]
.

412 18 42 44

512 18 42 44 55

6 12 18 42 44 55
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni primym vybér — Select Sort 3/3

Priklad implementace

1 void selectSort(int[] array) {

2 for (int 1 = 0; i < array.length-1; ++i) {
3 int minIDX = i;

4 for (int j = i + 1; j < array.length; ++j) {
5 if (array[minIDX] > array[jl) {

6 minIDX = j;

7 }

8 }

) swap (minIDX, i, array);

10 }

11}

Zde pro jednoduchost tridime jen cela Cisla, prakticky vsak zpravidla
tridime klice datovych polozek.

m Slozitost O(n?), kde n je pocet polozek
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Razeni

Razeni rozdélovanim — Quick Sort

»Nejvyznamnéjsi vymény jsou ty na velké vzdalenosti.”
m Pole rozdélime né&jakym prvkem x (pivot).
m Nalevo od prvku x umistime vSechny prvky mensi nez x.
m Napravo od prvku x umistime viechny prvky vétsi nez x.
m Rozdéleni opakujeme pro pole tvorené prvky nalevo od x a pro
pole napravo od x.

Postup opakujeme dokud nerozdélujeme jednoprvkové dseky.

Strategie ,rozdél a panuj.”

Tuto strategii mizeme implementovat rekurzi
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Eratosthenovo sito

Rozdéleni pole

Priklad - rozdéleni

94

5 | 32| 12| 28| 55 [18] 42
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Eratosthenovo sito Razeni

Rozdéleni pole

Priklad - rozdéleni

%;é

AN e‘j
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni rozdélenim — Quick Sort 1/2

1 void gsortPart(int 1, int h, int[] array) {
2 int i = 1; //lower index

3 int j = h; //higher index

4 int pivot = array[l + (h - 1) / 2];
5 while (1 <= j) {

6 while(array[i] < pivot) {
7 i++;

8 }

9 while(array[j] > pivot) {
10 j--3

11 }

12 if (1 <= 3j) {

13 swap (i++, j--, array);
14

15 }

16 if (1 < J) {

17 gsortPart(l, j, array);

18

19 if (i <h) {

20 gsortPart(i, h, array);

21

» }
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Eratosthenovo sito Razeni

Razeni rozdélenim — Quick Sort 2/2

1 void quickSort(int[] array) {
gsortPart(0, array.length-1, array);
3
m Slozitost pro nejnepfiznivéjsi pripad je O(n?)
= Vhodné zvoleny pivot vyrazné snizuje ¢asovou narocnost

m Randomizovana varianta (vstupni pole permutovano a pivot je
volen nahodné) — O(nlogxn)
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Razeni

Razeni Select Sort vs Quick Sort
m Priklad spusténi Select Sort vs Quick Sort

javac DemoSort.java && java DemoSort 10

Values: 10 24 41 17 20 31 42 5 24 46

Values Select Sort: 5 10 17 20 24 24 31 41 42 46
Values Quick Sort: 5 10 17 20 24 24 31 41 42 46

java DemoSort 40000
Select Sort required time 3415 ms
Quick Sort required time 10 ms

lec06/DemoSort. java

m Jednoduchy test vypocetni naro€nosti mizeme udélat porovnanim
vypocetnich Casil
Napr. vyuzitim System.currentTimeMillis
m Skutecné vypocetni naroky se mohou lisit podle vstupnich dat
Zkuste zjistit pocet operaci pro vstupni pole setfidéné sestupné
m Asymptoticka slozitost udava ocekavané vypocetni naroky pro

velké vstupy
Realné testovani v tzv. ,mikro benchmarks” mize byt zvlasté v Javé
zavadéjici (HotSpot)
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Eratosthenovo sito Razeni

Zapis algoritmu Quick Sort

Implementace Quick Sort v programovacim jazyku Haskell

1 gsort [] (]
> gsort (x:xs) = gsort (filter (< x) xs) ++ [x] ++ gsort
(filter (>= x) xs)
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Diskutovana témata

Jan Faigl, 2015

Shrnuti prednasky
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Diskutovana témata

Diskutovana témata

Rekurze a rekurzivni algoritmy
Priklady rekurzivnich algoritmi:
m Vypocet faktorialu
m Vypis posloupnosti Cisel
m Hanojské véze
m Fibonacciho posloupnost

Reprezentace mnoziny polem

m Priklad implementace v algoritmu Eratosthenovo sito

Priklad rekurze v razeni

Pristé: Objektové orientované programovani v Javé
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