[ZMA15-P61]
KAPITOLA 9: Riemannuv integral

urcity integral

motivace: vypocet obsahu plochy pod grafem funkce

9.1 Uvod

(nejdiive jen pro a <b)

Definice:

fekneme, Ze mnozina D C {(a, b) je délenim intervalu (a, b), jestlize je koneénd a a, b€ D.

Prvky déleni D = {x9,x1,...,2,} intervalu (a, b) Cdislujeme tak, Ze plati
a=zr9<x1<...<xp =0.

Pro funkci f omezenou na (a, b) oznaéime

mip=__ inf  f(z), M;p= sup f(2).
r€(Ti—1,Ti) TE(Ti—1,T;)
Definice:
Je-li f funkce omezend na (a, b) a D= {xg,x1,...,2,} déleni intervalu (a, b), pak disla

S(f,D) = Zmi,p (@i — wi1) a S(f,D) = Z Mip - (zi — zi-1),
i=1 i=1
nazyvame dolnim a hornim Riemannovym (integralnim) souc¢tem funkce f na (a, b).

Véta 9.1:
Pro kazdé déleni D intervalu (a, b) plati

(b—a)- inf f(z) < S(f,D) < S(f,D) <(b—a)- sup f(a)

z€(a, b) IE(a,b)

Dukaz: Ziejmé plati S(f,D) > Z inf f(z) (i —wi—1) = inf  f(x) Z:(x1 —wi—1) = inf f(z)-(b—a).
=1 €(a, b) z€(a,b) =1 z€(a,b)

Podobné dostavame i posledni nerovnost. Nerovnost S(f,D) < S(f,D) vyplyva piimo z definice.

Definice:

Déleni D’ intervalu (a, by nazyvame zjemnénim déleni D intervalu (a, b), je-li D C D"
Poznamka:

Je-i D= {xg,z1,...,2,} déleni intervalu (a, b) a D; =DU{z}, kde & & D, pak zfejmé plati

Uvédomime-li si nyni, Ze jakékoliv zjemnéni D’ déleni D lze ziskat z déleni D postupnym pfiddvanim jednoho bodu,

dostaneme, ze i pro toto obecné zjemnéni plati

S(f,D') = S(f,D) a S(f, D) < S(f,D).

Véta 9.2:
Jsou-li Dy, Dy déleni intervalu (a, b), pak

§(f> Dl) < S(f7 D2)

Dtikaz: Déleni D’ = D; U D2 je zjemnénim obou déleni Dy a Da. Tedy S(f,D1) < S(f, D) < S(f,D') < S(f, D2).
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Definice:
Je-li
sup{.S(f,D)| D déleni (a, b) } = inf{S(f,D)|D déleni (a, b) } =1,

pak ¢islo I nazyvidme Riemannovym (uréitym) integralem funkce f na intervalu (a, b) a piSeme
b ) b b
I= / f(z)dx ( pfipadné (r)[ f(z)dz nebo struéné jen / f )
a a a

( pouzivané nazvy: a ... dolni mez; b ... horni mez; f ... integrand )

Poznamka:
Riemanniv integral je definovan jen pro funkce omezené - pro jiné funkce totiz neni definovan horni a dolni Riemanniv

soucet.

Poznamka:
Jak uvidime ve Vété 9.6, nemé na existenci a hodnotu Riemannova integralu vliv, zménime-li hodnotu integrované
funkce v konecné mnoha bodech. Diky tomu lze pfipustit, aby integrovand funkce nebyla v kone¢né mnoha bodech

intervalu definovana. Mohou totiz nastat jen dvé moznosti:

a) At dodefinujeme funkci v bodech, kde nebyla definovana, jakymkoliv zpiisobem, integral existovat bude a bude

pokazdé stejny.

b) At dodefinujeme funkci v bodech, kde nebyla definovana, jakymkoliv zptisobem, integral existovat nebude.

Poznamka:

Pro kazdé déleni D intervalu (a, b) ziejmé plati
b —
S(4.0) < [ f@)de < 5(.D)

(Samoziejmé za piredpokladu, ze f: f existuje.)

Véta 9.3:

b
Integral / f(z)dz existuje a je roven A pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost (D,,)o; déleni intervalu (a, b)
takova, ze ¢

lim S(f,D,) = lim S(f,D,)=A.

n— oo n—oo

Poznamka:
Pro (D,)22, z Véty 9.3 zfejmé plati
lim (S(f,Dn) —S(f, D)) =0.

n—oo

b
Priklad 9.1: Pro k€ R pevné je / kdz =k (b—a).

ReSeni: Pro libovolné déleni D = {zg,x1,...,7,} ziejmé plati

n

S(k,D) = Zk(xi*‘fi—l) = S(f,D) .
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1
y2 1
Priklad 9.2: Ukazte, ze / zdr = 3

0

ResSeni: Nechf n € N. Pak pro posloupnost déleni D,, = {0, % ey "T_l 1} (tj. ;=% ) mame
- i1 1&Ki 1 nn+l) 1 1 1
S D,) = —- = = — _—= — . — 7 = _ (1 —-)— =,
(7, Dn) ; non o n ; n  n? 2 2 (1+ n ) 2

n

— 1 1 —1 1 1
R B
n n 2 n

§<f,Dn>:Zi;1-

=1 i=1

S|
S|

Podle Véty 9.3 tedy uvedené rovnost plati.

b
Priklad 9.3: Integral / d(z)dx, kde d(z) je Dirichletova funkce (viz konec odstavce 2.1), neexistuje.
a
ResSeni: Je-li D libovolné déleni, pak ziejmé plati
§<f7D):07 g(f7pn):1(b_a>

Tedy
sup S(d,D) = 0 # b—a = i%f S(d, D).
D

1
Priklad 9.4: Ukaste, ze / sgnxdr = 1.
0

1

ReSeni: Necht n € N. Pak pro posloupnost déleni D,, ={0,2,1} mame

_ 1 —1
S(f.D) =1~ +1- "= =1,
n n
1 -1
S(f,Dy) =0~ +1- 2= 1.
n n

Podle Véty 9.3 tedy uvedené rovnost plati.

Véta 9.4:

b
Je-li f na intervalu (a, b) spojitd nebo monotonni, pak existuje / f(x)de.

a

9.2 Vlastnosti

Véta 9.5:
c b c

Necht a < b < c. Pak / f(x)dx existuje, pravé kdyz existuji / f@)dx a / f(z)dx, a v tomto pFipadé plati
a a b

/:f(a:)dm:/abf(z)dx—i-/bcf(x)dx

(tzv. aditivita integralu vzhledem k integra¢nimu oboru).

Definice: ,
Necht a < b a existuje / f(z)dz. Pak definujeme
a

/baf(x)dm = —/abf(x)dx.

/aaf(x)dxzo.

Dale definujeme
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Poznamka: 5

Predpoklad a < b < ¢ ve Vété 8.5 lze nahradit pfedpokladem existence integralu / f(z)dz, kde a =min{a,bd,c}

a f =max{a,b,c}. “

Véta 9.6: ,
Necht existuje / f(x)dx. Jestlize se ¢ lisi od f na (a,b) v nejvyse koneéné mnoha bodech, pak existuje

b
/g(a:)dx a plati

/abf(x) dz — /abg(w) dz.

b
Na zakladé Vét 9.4, 9.5 a 9.6 staci k existenci / f(x)dx, kdyz f jena (a,b) po Castech spojitd (tj. ma tam jen

Poznamka:

a
koneéné mnoho bodl nespojitosti a v nich mé koneéné jednostranné limity).

Véta 9.7:
b b
Necht existuji / f(x)de, / g(x)dz a ¢ € R. Potom

a) /ab(fw)(r)dw/abf(x)dx+/abg(x)dx,
b) /ab(c-f)(x)dx:c-/abf(x)dx.

Je-li navic a < b, pak
c) jeli f>0 na {(a,b), pak /bf(:r)dx >0,
ab b
d) je-lli f<g na (a,b), pak /a f(z)dx S/a g(x)dx (tzv. monotonie integralu),
Ditkaz: g f>0na (a,b). tedy podle a), b), o) je [2g— [*f2 [Pa+ [/N2 o= 0.

b b b
e) existuje / |f(z)|dz a plati /f(a:)dx‘g/ |f(z)] dz,

5 L b b) (b Do, Y
Dukaz odhadu: —|f(z)| < f(z) < |f(#)] pro kazdé = € (a, b), tedy — []1f| = [/ (=If) < [, f < [, If]-

B
f) jeli |f| <M na (a,b), A, BE (a,b), pak ]/ f(:z:)d;z:’ < M|B- A
A

e) d)
Duikaz: 1) pro A= B zfejmé; 2) pro A< B: |fff|gff\ﬂ§fABM:M(BfA):M\BfA|;

B A A 2)
3)proB<A: | fl=1|-[5 fl=1[p fl < M|A—B|=M|B - Al.

Véta 9.8 (integral jako funkce horni meze):

b
Necht existuje / f()dt a ce€{a,b). Pak pro funkci

F.(z) = / f@®)dt, z¢€{a,b)
plati:
a) F. jespojitd na (a, b), F.(c) =0.
b) Je-li f spojitd v zo € {a, b), pak F.(xo) = f(zo).

( Existuje-li jen jednostrannd limita funkce f v xg, pak je rovna odpovidajici jednostranné derivaci funkce F

v Zg.)
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Poznamka:
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Z Véty 8.8 vyplyvéa, ze funkce spojitd na intervalu I ma na [ primitivni funkci (viz Vétu 7.2). Je-li totiz ¢ € I, pak
Fo(z) =

C

f(t)dt je primitivni funkei k f na I. Navic pro libovolnou primitivni funkci F k f na I plati

Flz) = Fuw) + F(c) = / " p)dt + F(o).

Véta 9.9 (Newton-Leibnizova formule):

b
Jestlize existuje / f(z)dx a F je primitivni funkce k f na (a,b), pak plati
a

PiSeme:

/ab f@)do = =) - Flab) (= fim Fo) - lim F).

z—at

F(b-) — F(at) = [F(2)]%.

Poznamka:
Na volbé primitivni funkce ve Vété 9.9 nezélezi. Jsou-li totiz Fj, F» primitivni funkce k f na (a,b), pak existuje
¢eR tak,ze Fy=F;+¢ na (a,b), tedy

[ Fa(2) Jo = Fa(b=) — Fyat) = (Fi(b—) +¢) — (Fi(at+) +9)

b
Priklad 9.5: a) / kda

Fi(b-) = Fi(at) = [ Fi(z) Jo-

b 2 b b2 _ g2
kb—ka = k(b—a), b)/ edz = {i} - iy
. 2 Ja 2
V2 T
le— vypocCtéte | f(x)dx.

el -

Priklad 9.6: Pro funkci f(x)

x

funkce k f, ov8em pouze na intervalech ((2k — 1)m, (2k+ 1)7), k € Z, ne tedy na celém intervalu (0,27). Musime
proto rozdélit nas integral na dva:

Reseni: Funkce f je spojita na (0,27), tedy integral existuje. Podle Piikladu 8.20 je G(x) = arctg

primitivni

O%f(w)drf= [ s (0)do = [anctg E2]°

x 127
tg 5 5
dx = |arctg 2} + [arctg 2}
\/§ 0 f g
™ T
G0 - ()
( 2 * 2)) ="
Je také mozné pouzit funkci
arctg tjg na (0, )
Flz)=4¢ % ) prox=m
arctg tg\/g +7 na (m,2m)
kterd je, opét podle Piikladu 8.20, primitivni funkei k f na celém intervalu (0,27). Pak dostaneme
2m z tg z
dz = F(2n—) — F(0+) = i arctg —=2 +7 | — li arctg —=2 | =71 —0=m.
[ fa) o = ) - F04) =t (arerg B2 ) < i (a2 ) —x 0=
Poznamka: Uz pfed vypoctem jsme si mohli v§imnout, Ze funkce f je zdola omezend kladnou konstantou, tedy
2
hledany integral musi byt kladny. Konkrétnéji mame \[_’_3 > %, tedy podle Véty 9.7 d) je
cos T

0

27 o
f(z)dz > %dxfﬁ NI
0

Pfitom G(27—) — G(04) = 0, takze kdybychom zapomnéli zkontrolovat, zda je G primitivni funkei k f na celém

intervalu (0,27), mohli bychom takto odhalit chybu, které jsme se dopustili. BohuZel ndm takovéto kontrola nepomtize
vzdy. Ptesto je dobré si ji udélat.
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Poznamka - Newtonav integral:
Je-li F primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b) a existuji-li limity lim, ,,+ F(x), lim,_,,- F(z), pak
definujeme Newtontv integral funkce f na (a,b) predpisem
b
™| flz)de = lim F(z)— lim F(x) (= F(—)—-F(a+))

z—b— z—at

(samoziejmé, jen pokud je rozdil F(b—) — F(a+) definovan). Existuji-li Riemanntv i Newtontv integral, pak si jsou

rovny.

9.3 Integrace per partes a metoda substituce

kombinace Newton-Leibnizovy formule a metod pro neuréity integral
Il pfi pouziti metody substitice je zde nutné prepocitat meze integralu !!
) 4
Priklad 9.7: Pro funkci f(z) =z e 2 vypoctéte / f(x)dx.
—2
Reseni: Funkce f je na intervalu (—2,4) spojita (tj. i omezend), a tedy integral existuje.

Mame:
= t
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Priiklad 9.8: Piedpokladejme, Ze existuje f(z)dz (a>0) a f jesudd nebo licha. Rozepisme

—a

a 0 a
o= [ j@aes / f(z) da

a dopocitejme prvni integral:

r = -t
0 de = —dt 0 a
@ae=| 0T Y == [ rena= [ -
—Q ~ a

—f(t)dt = — /Oa f(#)dt pro f lichou,

_ 0
f(®)dt pro f sudou.
0
Dostaneme tak, Ze plati

0 pro f lichou,

| s - .
Jma 2/ f)de pro f sudou.

0

(Tohoto vyuzijete v druhém semestru pii vypoctu koeficientt Fourierovych fad sudych a lichych funkei.)
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Priklad 9.9: Predpokladejme, ze f je periodické s periodou T a po &astech spojita na R. Pak pro k € Z,
0<B8<T a a=kT+ 3 plati

Aa)
u = t—T
B+T T B+T d = dt
/ f(t)dt =/ f(t)dt+/ f(t) dt = Y —
B B T et T ~ 0
f(t=T) B+T ~ B
T 8 T
:/ f(t)dt+/ flu)du = / F()de
B 0 0
(protoze nezalezi na oznadeni integracni proménné v uré¢itém integrélu),
Ab)
t = x—kT
a+T dt — d B+T T
/ flz) dr = * :/ f(t)dt Aa)= / f(t)dt.
@ N~ a ~ a—kT = ,@ B 0

f(@=kT) a+T ~ B+T

Tedy pii integraci periodické funkce nezalezi na tom, pres ktery interval délky periody integrujeme. Integral je vzdy

stejny.
B) Je-li navic d € R, pak

t = x+kT
B+d dt = d a+d
/ f(z) da = o = / () de.
B =~ B~ B+ET =« o
f(=+ET) B+d ~ a+d

Tedy posun intervalu o nasobek periody integral nezméni.

2
Piiklad 9.10: Vypoctste | f(x)de, kde fla)= — 5.
o 1+sin“x

ReSeni: Funkce f je spojitd na intervalu (—27, 27), tedy integral existuje. Vhodna substituce zde je t = tgx.

Funkce tangens vSak neni definovina na celém intervalu (—2m, 27). Proto nas integral roztrhneme na nékolik integrali:
Jusy
2

[ro-f [ e

Funkce f je m-periodickd, tedy podle Piikladt 9.8 a 9.9 mame

27 L s 2 s L 0 Es
Pr. 9.9B 2 2 Pf. 9.9B 2 2 2
fo= / f+3/ I+ o= / f+3/ [+ f=4 e
™ — — us 0 _

fus 3 fus jus fus
-2 2m 2 2 bl -3 -3

™

2
Hodnotu integralu f vypocteme v Piikladu 10.3.

jus
2

9.4 Véta o stfedni hodnoté

Véta 9.10 (o stifedni hodnoté):
Necht f je spojitd na (a, b). Pak existuje ¢ € (a,b) tak, Ze

b
/ f(@)dz = £(e)- (b—a).

fle) 5 ... stfedni hodnota funkce f na intervalu (a, b)
—a
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