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KAPITOLA 8: Primitivni funkce

8.1 Uvod

Definice:

Funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu I, jestlize pro kazdé = € I existuje F'(z) a plati

F(z) = f(x).

Poznamky:
1) Obsahuje-li I néktery z krajnich bodi, rozumime pod F’(x) v krajnim bodé pfislusnou jednostrannou derivaci.

2) F je spojita na I, protoZe mé v kazdém bodé intervalu I vlastni derivaci.

Véta 8.1:

a) Je-li F primitivn{ funkci k funkci f na intervalu I, potom pro kazdé c € R je F + ¢ také primitivni funkei

k funkci f na intervalu I.
b) Jsou-li F a G primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak existuje ¢ € R takové, ze

G=F+c (tj G@)=F(x)+c Vzel).

Priklad 8.1: Jeli f=0 (tj. f(z)=0 Vz) a M = (0,1)U(2,3), pak pro funkce F(z) =1 pro kazdé = € M
a G(x)=2 pro z€(0,1), G(z) =7 pro z € (2,3), plati F'(z) =G'(x) = f(z) pro véechna x € M. Pfitom pro
74dné ¢ € R neplati G =F +c¢. (Ve Vété 7.1,b) je tedy podstatné, ze I je interval, a proto také poZadujeme
v definici, aby I byl interval. )

neurcity integral funkce f na intervalu I ... / flx)dx (zkrécené téz / f dx)
mnozina v8ech primitivnich funkci k funkci f na intervalu I

pouzivame zde tyto ndzvy: [ ... integra¢ni znak; f(x) ... integrand; x ... integraéni proménna

( nebude-li hrozit nedorozuméni, pouzijeme nékdy pro neurcity integral jen struc¢né oznaceni / f )

Priklad 8.2: a) Je-li 0¢ (a,b), pak funkce f(x)=sgnz nema primitivni funkci na (a,b).
b) Funkce f(z)=2xcosi +sinl pro x#0, f(0) =0, m4 primitivni funkci na R, piestoZe neni na R spojité -
mé nespojitost v nule. (Primitivni funkei je funkce F(z) = 22-cos L, x #0, F(0) =0 - viz P¥iklad 5.8.)

x

Véta 8.2:

Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak existuje k funkci f primitivni funkce na intervalu I.

Poznamka:
Lze ukédzat, 7e pokud funkce f je derivaci funkce F na intervalu I, pak f mé Darbouxovu vlastnost (viz

Duisledek 6.2). Tedy primitivni funkce existuji jen k funkcim s Darbouxovou vlastnosti.
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Tabulkové integraly
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f(@) F(z) napf. I
A (AeR) Ax R
R proaeNy
onrl
v a+1 (—00,0), (0,00) proacZ; a< -1
(0,00) proa ¢ Z*
1
z In |z] (=00,0), (0,00)
T
e” o® R
a.’l;
a® (>0, a#1) R
Ina
sinx —cosx R
cosT sin T R
: ¢ (=2 +km 2 +hr) hez
_Z p—_— )
cos? x g B "5 ;
1
3 cotgx (]m’ (k + 1)7r); keZ
sin“ x
1 arcsin x
Wi (-1,1)
l—w — arccos
1 arctg x
2 & R
Ltz —arccotg x
sinh x cosh x R
cosh x sinh x R
1
tghx R
cosh? z &
1
2 —cotghx (—00,0), (0,00)
sinh” x
. inh R
T argsinh x
Jita g
1 argcosh x (1,00)
2?1 —argcosh (—x) (=00, —1)
*) ... pro nékteré racionalni exponenty lze brat téz I = (—00,0)
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8.2 Zakladni metody hledani primitivni funkce

Znaceni: Je-li A, BC M, c€ M, pak piSeme

A+B = {axb|acA be B},
ctA = {cxalacA},
c-A = {c-ala€eA}.

Véta 8.3 (o linearité):
Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu I, G primitivni funkce ke funkci ¢ na intervalu I a a € R.
Pak

a) F+ G je primitivni funkci k f+g¢g na I, tj. /(f+g)dm = /fdx + /gdx7

b) «-F je primitivni funkci k o - f na I, tj. /oz-fda: = a-/fdx.

Integrace per partes

Véta 8.4 (integrace per partes):
Necht F, G a H jsou postupné primitivni funkce k funkcim f, g a f-G na I. Pak F-G—H jena I primitivni

funkei k funkci F'-g, tj.
/F~gdx = F'Gf/f~Gdz.

Poznamka:
Pokud funkce wu, v maji vlastni derivace na intervalu I a existuje primitivni funkce k funkci «’-wv na intervalu I,

/u~v' = u~v7/u'~v.

Priklad 8.3: Nalezeni [ Inzdz na intervalu (0,00). (Pouzijeme rovnost Inz = 1-Inz. Takovjto piepis

pak lze symbolicky psat:

integrandu se hodi i pfi hledani [ arctgxdux, / arcsinz dx apod., kde je ovSem potreba metodu per partes kombi-

novat s metodou substituce.)

Priklad 8.4: Najdéte I = /ln—x dx.

x
Reseni: Na (0,00) méame
1

1 1 u=Inz v =: 1
I:/de:/lnxfdm: z P:PIHQCC*/*~1HCEd(£:1n2‘T*I.
X X x

u == v=Inz
xT

1 In”
Tim jsme dostali pro I rovnici [ = In*z — I, odkud na (0,00) je /ﬂ dz = I = % + ¢ . (Podobné se
x

hledaji napft. /cos az - e de, /Sin az - " dz — v téchto pripadech se jen integrace per partes pouzije dvakrat.)

.
(1+a2)n

(Pro n > 1 lze odvodit rekurentni vzorec I,, =

dzr na R, pro n=1, 2.

ﬁ ((2(n— )= 1)1, — W ) )
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Metoda substituce

Véta 8.5 (o substituci):

a) Necht I, J jsou oteviené intervaly, F je primitivni funkce k funkci f na J, ¢(I) CJ a ¢ mé vlastni

derivaci na I (je tam tedy spojitd). Potom
/f dt = F(e(t)+c na I.
b) Pokud je ¢ navic prostdna I, ¢(I) =J a existuje primitivni funkce G k f(p(t)) - ¢'(t) na I, pak

/f _1(x) +e na J.
( Tvrzeni Véty 8.5 lze zapsat také takto: /f(ga(t)) () dt = /f(a:) dz; r=ot); tel.)
Poznamka:

Ve Vété 8.5 je z predpokladu ¢asti a) funkce ¢ spojitd, tedy v ¢asti b) lze nahradit pfedpoklad prostoty funkce

¢ predpokladem ryzi monotonie funkce ¢.

v, 1 .
Priklad 8.6: Nalezeni /cos(ln u)-— du na (0,00) pomoci substituce = = ¢(u) = Inu.
u

Priklad 8.7: Vyjadieni a) /f(:c + B)dz, b) /f(A:U + B)dz (A, BER, A#0) pomoci primitivni funkce
F Xk funkci f.

v 1
Priklad 8.8: Nalezeni /7 dr na R.
2 +5

Piiklad 8.9: Najdéte / ﬁ dz

Reseni: 1. moznost: Na (—1,1) mame

x = cost ... te(0,m)
1 1
/7 dz = (arccosx = t) = /7 (—sint)dt =
V1—a? V1 —cos?t
dr = —sintdt
z/ su; dt:—/ldt:—t—I—c:—arccosx—i—c na (—1,1).
sin

(V substituci jsme vyuzili toho, ze funkce cost je prostd na (0,7) a na zac¢adtku druhého fadku tprav toho, Ze
sint >0 na (0,7).)

2. moznost: Na (—1,1) méame

. r = sinz...ze(-%,%) .
—— dx = (arcsinx = Z) = /7 coszdz =
/\/1—332 V1—sin®z
dxr = coszdz
cos
:/ Zdz:/ldz:z+c:arcsinx+c na (—1,1).

cosz
(V substituci jsme vyuzili toho, ze funkce sinz je prostd na (—%,% ) a na zacitku druhého fadku tprav toho, Ze
cosz>0mna (-%5,%).)

Prestoze v prvni a druhé moznosti vysly na prvni pohled riazné vysledky, jsou oba tyto vysledky spravné. Funkce — arccos x

a arcsinz se totiz lisi jen o konstantu ( arcsinz = § — arccosz ).

Priklad 8.10: Nalezeni / (}C;(ngk dz naintervalu I C D(f)\{z|f(z)=0} (keN).
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8.3 Integrace racionalni funkce

8.3.1 Racionalni funkce

P, @Q ... polynomy s redlnymi koeficienty, ¢ nenulovy

R=— ... raciondlni funkce

Q

Z véty o déleni polynomi (viz pfedmét LAA) existuji polynomy Y a Z, st Z <st(Q, takové, ze
P(x)=Y(x) - Q(z) + Z(x) Vr € R,

t.
Y(z)  Q(x) + Z(x) . Z(x)
) @) 12+ Qn

uZ umime
integrovat StZ <st@

(Pro st P<st @ je Y nulovy polynom a Z = P.)

Daéle uvazujeme jen funkce ryze lomené, tj. racionalni funkce typu

P(z)
R(x) = ——=, kdestP <stQ.
= aw
Nejjednodussi typy funkei ryze lomenych ... jednoduché (téz parcialni) zlomky:
A
—_— AeR; aeR; keN,
(x —a)*
Bx+C

A — B, CER; p, g€R, p>—4g<0; l€N.
(z2+px +q) b q P e

Véta 8.6:

1) Kazdou ryze lomenou funkci lze zapsat pravé jednim zptisobem jako soucet jednoduchych zlomki.

2) KazZdou racionélni funkeci lze zapsat pravé jednim zptisobem jako soucet polynomu a jednoduchgch zlomkd.
(Pfesnéji: ,,... pravé jednim zpisobem aZ na potadi s¢itanct ...“)
Jak hledat rozklad funkce ryze lomené na soudet jednoduchych zlomkd najdete ve skriptech [JT-DIP], str. 112-114. Kde to lze,

doporudiji pouzit zakryvact pravidlo. Zakladnim vlastnostem polynomii a jejich kofenti je vénovana 11. kapitola skript [PO-UAZL].

Jaké mame ocekavat v rozkladu jednoduché zlomky? Obecné vSech typt, kde jmenovatel je délitelem polynomu Q

(nékde ovSem muiize vyjit nulovy ¢itatel).

w2 22 — 14
Priklad 8.11: Rozlozte na soucet polynomu a jednoduchych zlomkt racionélni funkci R(z) = %
3 — 3x

[:(x—gl)2 _3331 +mj—2]

28+ 22+ 322+ —1
2

Priklad 8.12: Rozlozte na soucet polynomu a jednoduchych zlomki funkci R(z) =
[=o+ 1,2, =l ]
B 2 -1 22+4+ax+1l

i —

Priklady: Urcete tvar, v kterém je tieba hledat rozklad na jednoduché zlomky racionalni funkce
22 +2c —4 Ax+ B Cx+D E F G
a) [ + + + |
(22 4+ 4)%(z —1)3 (x2 +4)? 2+ 4 (x—1)2 (z—-1)2 =zx-1

b) zt { Az + B Cx+D E:L’JrFJr G N H
(2 +4x +5)2(22 + 1)(z + 4)? (x24+4x+5)2  2?24+4x+5  22+1 (z+4)2 z+4]1
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8.3.2 Integrace racionalni funkce

= integrace polynomu + integrace jednoduchych zlomki

Integrace jednoduchych zlomku

A
a) n>1
A Pr. 7.7 —a) "t
/7dx=A/(x—a)_”dx (r: a)A%ﬁ-c:
(x —a)n —n+1
—A 1
= s R e T + c na (—oo,a) a na (o, )
b) n=1
A
/x—adx = Alnjz—a| + ¢ na (—oo, ) a na (a,o0)
B
(2) TYP (xQ—I-xp;}r-fq)” ;o neN, p2 —49<0 (z€R) (jmenovatel nema realné kofeny)
prepiseme
(«* +pz +q)'
B —— Bp
Bz +C 5 (@z+p) Y
_— = + _— =
(22 + px +q)" (22 + px +q)" (2 + px +q)"
B (2z+p) Bp 1
= S imetran T S @ re o
2 (2% +pr+q) 2 ) (z® +pr+q)

—_—— —_——

viz (2A) viz (2B)

(K prvnimu kroku rozkladu: koeficient g v prvnim zlomku rozkladu jsme vybrali tak, aby v ¢itateli tohoto zlomku byla obsazena
vSechna z z Citatele zadané racionélni funkce, koeficient C' — % v Citateli druhého zlomku rozkladu odpovidd tomu, Ze po secteni
Citatelll obou zlomku rozkladu musime dostat ptivodni ¢itatel. Neucte se tyto koeficienty jako vzorecky — podstatné tu je znat princip

rozkladu na soucet dvou zlomki. )

(24)
2 “tpr4q =t dt
/—2($+p)nd9:: v = [ w =M
(22 + pz +q) 2r+p)de = dt ¢
pron > 1 (viz (1a)):
1 1 1 1
- . = — . R
*) -1 g1 T °€ n—1 @ tprtqrt +c na
pron =1 (viz (1b)):
(x) = Injt| + ¢ = In(2® +pr+q) + ¢ na R
—_———
>0 !
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(2B)
/ 1 / 1 d
xr = xr =
(.132 —I—px—l—q)” P 2 p2 n
(o3 0 )
2 4
p
x—|—2 _
T 7
/ 1 1 4
= 3 . o d,r = =
( p )'n » 2
q—— T+ 5
4 T3 1 —
. 1 , = +1 o dr = dt
(=) Vomtt ot 7
2y —(n—3)
D 1
= (¢g-— & dt =
(-5)  JEipa-e
pron=1:
2\ ~3 2\ 3 4 P
Jr £
(xx) = q—p— arctgt + ¢ = q—p— arctg | —=2=1| + ¢ na R
4 4 _p?
1
pron >1 se pouzije P¥iklad 8.5 (primitivni funkci dostaneme opét na celém R)
vs 6 224 + 322 -1
Priklad 8.13: Vypoététe/x ter ; :172+x dz.
5 —x
8.4 Neékteré dulezité substituce
polynom P(z,y) dvou proménnych z, y
soucet kone¢ného poétu funkei typu cpp - 2™ -y", kde m, n €Ny, ¢pmpn €R
racionélni funkce R(z,y) dvou proménnych z, y
) . - _ _ P(z.y)
podil dvou polynomi dvou proménnych z, y; R(x,y) = Q0 y) Qz,y) #£0
z,y

analogicky pro tfi a vice proménnych

(nebude-li feceno jinak, budou v dal$im pismena R, R atd. oznacovat racionalni funkce)

Poznamka:

Daéle uvedené substituce lze nékdy pouzit, i kdyz R neni raciondlni funkce (viz napf. Piiklad 7.16).
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A) Substituce pro integraly typu

Pouzijeme substituci

[ZMA15-P50]

/R(e‘”) dz

e =t ( prostd funkce na R, t € (0,00) ).
Pro z € R pak mizeme psat
e = t ... te(0,00)
1 1
/R(eax) dx — xr = g Int — / R(t) . a dt
11 —
dv = a1 d raciondlni
funkce
nebo pro R(e*) = R(e™)- e** také
- e = t ... t€(0,00) 1 . 1 .
/R(e”) -e"dx = = = /R(e“)wze“dx:f /R(t)dt.
ae®dr = dt a a
Priklad 8.14: a) Najdéte primitivni funkce k funkei f(z) = _ e :
e4.r + eQr +1
ResSeni: reR;, te (0, OO)
4o q 22)2 _ 1 e2r = ¢
/ 4»,:e 2 dz = / 25:62 ) 2 dz = =
et + e +1 (e*)? + e* +1 z = 1lnt — prostd
de = i dt
(t24t+1)’
-1 1 1 2t 41 1
Y e S T (_7 7) =0 S (—nt+In(+t+1 =
/t2+t+1 2 / 2% @i+ g (~lnt+In(+e+1) +e

N | =

(—Ine* +In(e* + e* +1)) +c =

1
—m—|—§ In(e* 4 e** + 1)+ ¢

1) yynechali jsme u logaritmi absolutni hodnoty, protoze argumenty jsou kladné

Priklad 8.14: b) Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =

Reseni:
—6x _ 2z —2z)2 —1
/e e 1 = /(e )
e~4r 41

(e—Qm)2 +1

1 1
= —— 1dt 4dt:
2/ +/t2+1

B) Substituce pro integraly typu

Pouzijeme substituci
Inx =t

apro = € (0,00) dostaneme

na R
e—Gz_e—Qm
e~z 41
x€R; te(0,00)
e dr = “22 = ¢ = —1/t21dt =
- ¢ - T2 ) v
—2e72dx = dt
1 1 —2x —2x
—§t+arctgt+c = —ie +arctg(e ")+c
na R

/de

( prostd funkce na (0,00), t€R )

Inx = t...teR
. - /R(t)dt.
—dxr = dt
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5lnx
z(ln®z +In’z —2)

Priklad 8.15: Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =

ReSeni: 2 >0, z # e (mame totiz: In®z+1In’z —2=(Inz — 1)(In*2z +2In2z+2)=0 o hr=1&

< 1z = e — viz rozklad jmenovatele po substituci)

5lnx t Inz 5¢
/x(ln3x+ln2x2)dx - 1 - / 3 412 — 2 dt =
dt = ;dl’ \ ,

(t—1)(t242t+2)

1 —t+2 1 2% +2 3
— At =ft—1|—= [ =22 @4 [ —2 _qt =
/(t—1+t2+2t+2> njt—1 2/t2+2t+2 +/t2+2t+2
——

(t4+1)241

1
= 1n|t—1|—gln(t2+2t+2)+3aretg(t+1)+c =
1 2
= ln|lnm—1\—§ln(ln x+2Inz 4 2) 4+ 3arctg (lnx + 1) + ¢

na (0,e)ana (e,00)

1

v 1 —lnzx'

Reseni: Toto je pfipad, kdy R neni racionalni funkce, pfesto lze postupovat podobné jako v piedchézejicim pifkladu.

Priklad 8.16: Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =

1
(Funkce f je zde definovana pro ta z, pro kterd plati Inz € (-1, 1), tj. pro = € (f , e).)
e

1 lnx = t 1 . .
/ ———dx = = / dt = arcsint + ¢ = arcsin(Ilnz) + ¢
x dt

V1—In’zx %daz = V1-—1t2
1
na (—,e)
e

C) Substituce pro integraly typu /R(sinx, cosx)dx

(vice k vybéru vhodné substituce najdete v dodatku na konci kapitoly)

a) Typ /R(sin2 x, coszx ) -sinx dx

Vsimneme si toho, Ze sinus, kterym tu nasobime, je az na znaménko derivaci kosinu a druhou mocninu sinu 1ze snadno

vyjadiit pomoci kosinu. Pouzijeme proto substituci

cosx =t (te(-1,1), sinx=1-—1#)
apro x € R dostaneme
cosx = t...te(—11)
/R(Sin2aﬁ, cosx)-sinzdr=| —sinzdr = dt = —/ R(1-1%t) dt
—_———
(sian = 1-#°) racionélni funkce

proménné ¢
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v 2 si
Priklad 8.17: Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) = %
sin“x + 1
ResSeni:
/ '22sin33 de — 2/ sinx2 de — t = cosze(-1,1) _
sin“x + 1 2 —cos’zx dt = —sinzdr
—dt 1 1 1
212 V2) \t—Vv2 t+2
1 1 V2 — cosz
:—lnt—\/i—lnt—k\/i)—kc:—lni
\/§< L/—l L/—/' V2 V2 +cosz

V2t V2+t
na R

b) Typ /R(sinx, cos’z) - cosxdx

Vsimneme si toho, Ze kosinus, kterym tu nasobime, je derivaci sinu a druhou mocninu kosinu 1ze snadno vyjadfit pomoci

sinu. Pouzijeme proto substituci

sinx =t (te(-1,1), cosPz=1—1¢*)
apro r € R dostaneme
sine = t...te(-1,1)
/R(sinx, cos’z)-coszdr =| coszdr = dt = / R(t,1-t*)  dt.
—_———
(cos’z = 1-1t%) racionalni funkce

proménné ¢

1

cos3x’

Priklad 8.18: Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =

Reseni: Musi platit cosz #0, tj. x € (-3 +km, L +km), k € Z.

/ dx / cos T t = sinx € (—171)
= 7(1{,[; = =

cos® (1 —sin? z)2 dt = coszdx
— /i_l/ 1 + 1 + 1 L dt =
) (1—12)2 4 t—12 (t+1)2 t+1 t-1 B
1 1 1
= - —————f—lnt—&—l—lnt—l)—l—c:
4( t—1 t+1 L/—/' L/—/‘
t+1 1—t

1 2t 41 t+1 + 1 /2sinx 41 1+ sinx n
= - n-——- c = - n c
4 \1-1¢2 1—t 4 \ cos?zx 1—sinz

na (=5 +km, 5 +kr); kel
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c) Typ /]N%(sin2 x, cos® x, sinz cos x) dx

Protoze pfi oznaceni t =tgzx je
2

9 cos“x 1 1
cos” x = ———— = — = —,
cos? x + sin” x 1+tg2x 1+¢
. 9 sin’ z tgzx 2
s~ x = o 2. = T .2 = 5
cos? x + sin“ x 14+tg-x 1+t
. sin x 9 1 1
sinx -cosx = costx = tgr———s— = /05,
cos T 1+tg“x 1+t

7 T
muzeme na intervalech ( -3 + km,— + k:ﬂ'), k € Z, pouzit substituci

2
tgx =t (teR)

Priklad 8.19: b) Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) = cost

sinx —cosx

(Pfiklad 8.19, a) je z prostorovych divoda az na dalsi strance. Pfectéte si ho ale jako prvni.)

Reseni Piikladu 8.19, b) : Mdme z € (—?jf—i—kw, %—er); k € Z. Protoze vSak pouzijeme substituci ¢t = tgx , musime

nejdiive vyloucit @ = —% +km, tedy budeme mit x € (—2F +km, —% +kn) = I nebo x € (=5 +km, T +kr)=J;:
1
[ g [
sinx — cosx tgxr —1

x €Iy, t€(l,00) nebo z€Jy, te(—o0,1)

tgx = ¢t
tgt + k I / : o
= arc m™—T IO T € = el =
r = & P k — progté t—1 t2+1
arctgt + kmw pro x € Ji
_ 1

1 1 1 t+1 11 1 2 1 1
= S - Yar= [ (= - - dt =
2¢t-1 2£+1 24-1 48£+1 2£+1

1 1 1 1 1 1 k
= §ln|t—1|—1 ln(t2+1)—§arctgt+c:§ln\tgx—1|—i ln(tg2x+1)—§x+7ﬂ-+c:1)

1 1
= —In—5—="— — x4c=? Zln(lfsiHQx) - §x+c
Funkce F(z) = iln(l — sin 2z) — %x je spojita na (f?jf +km, T+ km) ana I a Jp je jeji derivaci funkce f,
ktera je spojitd v —75 + kn. Tedy z véty 4.5 je F'(—=5 +kn) = f(—5 +kn) a F je primitivni funkei k f na celém
intervalu (—2F + kr, T + km).

1) yyuzivame toho, Ze %ﬂ + ¢ miize byt jakdkoliv redlnd konstanta a zapis s ,+c*“ je jen symbolicky

) (tgx —1)2  (sina — cosx)? ) 5 .
mame: 3 = 5~ = (sinz — cosx)” =sin
tgex +1 sin® x + cos? x

2 2

2)

xr — 2sinzxcosx +cos“x =1 —sin2x
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1

costz’

Priklad 8.19: a) Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =

ResSeni: Musi platit cosz #0, tj. z € (-5 +km, 5 +kr) =1, k€ Z.

tgx = ¢
/ L d tgt + k t4 /71 71 dt
xr = = — = . —
cosd z T arctgt + km prosta ( . )2 211
_ 1
der = mdt 1+¢2

t3 tg3
= /(1+t2)dt = t+g o= tgrt g3x+c

na (=5 +km, 5 +kn); ke Z

d) ’ obecny pripad

Pouzijeme substituci

T
tg§ =1 (prosté funkce na ((2k — 1), (2k + 1) ), kGZ)
a dostaneme
2z 2z 2x 2
cos® £ —gin“ £ 1—tg“% 1—1¢
cosz = cos?%—sin’% = 2 2 = €2 _
cos2§+sin2§ 1+tg2§ 1+ ¢
2 sin Z cos £ 2tg L 2t
sinz = 2sinfcosi = 2 2 = 2 =
cos? £ +sin® £ 1+tg2% 14 ¢

Priklad 8.20: Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) = V2

cosz + 3
Reseni: Na intervalech ((2k — 1), (2k 4+ 1)7) = I} mame
tgf = t — prostd na I

v2 d : 2arctgt + 2k v2 2t
———dz = = = . -
cosx + 3 . arctgt + 2km 1= 13 1+4¢2

do = 12zdt e
1 2 1 t tg 2
:\/i/ﬁdt = \f/—rdt = arctg — + ¢ = arctg g2 + ¢c=Gx) + c

2+t 2 1+ (%) V2 V2

Prestoze byla integrovana funkce definovana a spojita na R, je diky pouzité substituci funkce G primitivni funkei k funkci
f jen na intervalech ((2k —1)m, (2k+ 1)), k € Z. Primitivni funkci k f na celém R nemiizeme dostat dodefinovanim

funkce G v lichych nasobcich 7, protoze v nich G nema limity. Mame totiz

+

NERENIE]

lim, ,op+1y - G(x) =

(lim, k1) 2+ G(z) =) limy opq1) -+ G(T) =

skok : — .

Muzeme si ale pomoci tim, ze na ruznych intervalech budeme ke G pfic¢itat rizné konstanty. Tim dostaneme funkci,
ktera bude opét na kazdém z vySe uvedenych intervalti primitivni funkci k funkci f a ktera navic pfi vhodné volbé
konstant bude mit v bodech (2k + 1) 7 limity. Témito limitami ji pak dodefinujeme a dostaneme tak primitivni funkeci
k f na celém R. (Primitivni funkci na R tedy dostaneme ,slepenim*“ vhodnych primitivnich funkei na jednotlivych
podintervalech.)

Primitivni funkci k funkci f na R je tedy naptiklad funkce

t
arctg—2— + kx, xze (k-7 2k+1)7), keZ
F(z) = V2

-5 + km, x=(2k—-1)m.
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e) Typ /sinm x-cos" rdx

m - liché nebo n - liché ... pouZijeme substituce uvedené v a) a b)
m-sudé an-sudé ... prejdeme k dvojnasobnému argumentu:
2. _ 1
cos’r = 3 (14 cos2x)
sinz = 1 (1-cos2x)

2

(Tyto vztahy lze ziskat napi. vyjadienim cos? z a sin® z z nésledujicich rovnosti:

2

cos?z — (1 — cos?

r) =2cos?x — 1,

2 2

cos2xr = cos“x —sin“x =

(1 —sin®2) —sin?z =1 — 2sin’ z. )

Priklad 8.21: Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) = sin®z.

1 2 1
/sin4xdx/(2(lcos2x)) dx:Z/(17200s2x+cosz2x)dx:

1 1 1 1 1
= f/ (1—2cos2x+2(1+cos4x)> dzr = 1 (m—sin2m—|—2x+8sin4x> +c=

Reseni:

4

3r sin2x sindx
=< — + +c

8 4 32

na R

D) Substituce pro integraly typu /R <:c, ny/ZjiZ) dz, neN\{1l}, ad#bc

_njar+b
y= Ver+d-

Priklad 8.22: a) Najdéte primitivni funkce k funkci f(x)

Pouzijeme substituci

1
o1+ Yr -1

Reseni: Vo — 1+ /2 — 1 #0 < x € (1,00)

z € (1,00); te€(0,00)

/ 1 q Ve—1 = t
T = =
Ve—1+ oz —1 r = t5+1 — prostd na (0,00)
dz = 6t5dt

6t° t3 1
= dt=6 dt=6 (2 —t+1— —Vdt=2t>—3>+6t—6Inlt+1 =
/t3+t2 /t+1 /< -7 + nlt+ 1 +e

=2Vr—1-3Vz—-1+6Vz—1—-6In(Vo—1+1)+c

na (1, 00)
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Priklad 8.22: b) Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =

[ZMA15-P56]

r—1
2—x

Reseni: Musi platit (z —1)/(2—2) >0, tj. = € (1,2). Protato = mame
JEE =t e(0.00)
/\/fdx— r = %—Q—ﬁ — prostd na (0,00) | =
dz = (1523-72)2(175

2t 1) t fx —1
:/tmdt: arctgt—m—i—c:arctg m— (x—l)(?—x)+c

D pouzili jsme vipocet z Piikladu 8.5

na (1,2)

E) Substituce pro integraly typu

/R(ac7 Vax? + bz +c)dx a#0, b* # 4ac

(jen stru¢né; jiné mozné substituce viz skripta)

e doplnénim na Gplny ¢tverec a vhodnou linedrni substituci pfevedeme v/ az? + bx + ¢ na tvar

d-y/ E£y2 £ 1

napft.:

(piipad \/—y% — 1 je nezajimavy — y € 0, tj. € )

V22 +4z+5 =

V(22 —4x —5) =

V(@22 -9) =

Vi =81 () —a Vi

d=3,
nasledné substituce:
a) prod - yy? + 1
y = sinht

vy2+1 = cosht
b) prod - /y? — 1

y = cosht

y = —cosht

v/y2—1 = sinht
c) prod - /1 — y?

y = cost ye(-1,1)
nebo
v1—y? = sint t e (0,m)

_r—2
Y=73
(odpovida piipadu a > 0, b* — 4ac < 0)
yeR
teR
(odpovid4 piipadu a > 0, b? — 4ac > 0)
y>1
y<-—1
t>0
(odpovid4 piipadu a < 0, b? — 4ac > 0)
y = sint ye(-1,1)
V1I—y? = cost te(-%,%)

a)+b) dostaneme R(sinht,cosht) a déle pfevedeme napt. na R(e*')

c) dostaneme R(sint,cost)

Poznamka: Pii vybéru z vyse uvedenych néslednych substituci pomiZe srovnani moznych hodnot y s oborem hodnot

funkei sinh ¢, £ cosht, cost, sint.
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p dz
Priklad 8.23: a) Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) = ———.
ResSeni: viz Pifklad 8.9 u véty o substituci (je to typ c) )

%2 s e . x?+4
Priklad 8.23: b) Najdéte primitivni funkce k funkci f(z) =
x
Reseni: Pro z € (—00,0) apro z € (0,00) mame
2 r _
V44 V (5)"+1 2 — Y
x = dx
’ 5 - W

2
3) +1 2
o [V L [,
2

y € (0,00), t € (0,00) nebo y € (—00,0), t € (—00,0)
B y = sinht — prostad B 2 cosh? t
dy = coshtdt a / sinh?
t = argsinhy =1In(y+ /42 +1)

:/Mdt:/(@“l)zdt_ A

e —1)et | ot = du
(u? +1)? / 3u? +1
/ (u? —1)u? " * (u—1)(u+1)u? Y

1 2 2 1
:/ 1-=4—- du=u+—+2lnju—1—-2njlu+1|+c=
w? o ou—1 u+1 u

1 2
= e+ et 42In 61’4-c=2 (g) +1+42Iln
—_————

2cosht =2/y?2 +1

5+ VEPTI-1
sV

+c=
3 TV(z)P+1+1

Va2 +4-2
=+vz24+4+2In verteoe +c
x
na (—o0,0) a na (0, 00)
(v posledni tipravé jsme zlomek v argumentu logaritmu rozsifili nejdfive dvéma a pak vyrazem (x + 2 — Va2 + 4)).
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DODATEK: Vybér substituce pro integraly typu / R(sinz,cosz)dx

[ZMA15-P58]

1. zpusob

(1A) Zkusime, zda funkce R(u,v) nemd nékterou z dale uvedenych vlastnosti:

c)

R(—u,v) = —R(u,v)  (tj. R je lich4 v prvni proménné),
R(u,—v) = —R(u,v)  (tj. R je lichd v druhé proménné),
R(—u, —v) = R(u,v).

V téchto pfipadech nés nasledujici tivahy vedou k vhodnym substitucim. Vybereme-li vSak na zdkladé vlastnosti

funkce R(u,v) substituci t = tgz, lze v praxi ¢asto funkci R(sinx, cos z) pFipravit k pouZiti této substituce jinym

(nékdy i vyrazné jednodussim) zptisobem (viz napi. ptiklady 8.19 a), b) ).

a)

R(—u,v) = —R(u,v) (tj. R je lich4 v prvni proménné)

V tomto pfipadé se bude sin x (po eventudlnim rozsifeni zlomku vyrazem sin z) vyskytovat ve jmenovateli jen
v sudych mocninach a c¢itatel bude moZné zapsat jako souéin funkce sinx a funkce, v niz se sinx vyskytuje
opét jen v sudych mocnindch. Sudé mocniny sinu tedy bude mozné pfevést na mocniny kosinu a zbyly lichy
sinus z Citatele pouzit na derivaci kosinu. Volime tedy substituci:

=cosz, dt=—sinzdr (sin? z = 1 —t?).

R(u,—v) = —R(u,v)  (tj. R je lichd v druhé proménné)

V tomto pfipadé se bude cosz (po eventudlnim rozsifeni zlomku vyrazem cosz) vyskytovat ve jmenovateli
jen v sudych mocninach a ¢itatel bude mozné zapsat jako soucin funkce cos x a funkce, v niz se cos x vyskytuje
opét jen v sudych mocninich. Sudé mocniny kosinu tedy bude mozné pfevést na mocniny sinu a zbyly lichy
kosinus z Citatele pouzit na derivaci sinu. Volime tedy substituci:

t=sinz, dt=cosazdx (cos?x =1 —t2).

R(—u,—v) = R(u,v)

V tomto ptipadé (po eventudlnim rozsifeni zlomku vyrazem cosz, cos?

x nebo cos® z) bude mo#né v jmeno-
vateli vytknout cos? z a v &itateli a zbytku jmenovatele pak zbudou jen sudé mocniny sinti a kosint, piipadné
nékdy vynasobeny soudinem sinx - cos z. Zde vyuZijeme toho, Ze cos? z vytknuty ve jmenovateli lze pouzit

na derivaci tangenty a ze plati:

2 ;2 2
9 cos“x 1 9 sin® x tg“x

cos“ x = 5 —— = 5 sin“z = =
cos?2r +sin“xz 1+tg-x

cos2z +sin’z  14+tg’x

1 tg 2
nebo sin?z=1—cos’z=1-— — = ng ,
1+tgr 14+tg“x

. 2 tgx
sinx - cosx =tgx-cos“x =

1+tg2z’
Volime tedy substituci:
t=t dt L 4 2 ! in? r i t
=tgx, = x cos’r = ——, sin“x=-——, sinzx-cosx=-——=|.
& cos? 1+¢2 1+1¢2 1+¢2

Pozndmka: Jak se vypotradat s faktem, Ze defini¢ni obor funkce tg = je nékdy mensi nez defini¢ni obor ptuvodni

integrované funkce, najdete u piikladu 11.9 b).

Poznamka: Je-li x € (=3 + km, § + k), mizeme v praxi psat stejné jako v pitkladu 8.19 b) 2 = arctgt + kn
1

17z dt. Neni tedy nutné upravovat funkci R tak, aby bylo mozné ve jmenovateli vytknout cos? x.

a dx =

vevs

Poznamka: Nékdy je zde vhodnéjsi substituce ¢t = cotg x.

(1B) Pokud funkce R nemd ani jednu z vlastnosti popsanych v (1A) pouzijeme substituci ¢t = tg L. Tato substituce

prevede integraci jakékoliv funkce R(sinx,cos z) na integraci racionalni funnkce. Jeji velkou nevyhodou je vsak to,

Ze po ni dostdvame racionalni funkce s vyssim stupném polynomu ve jmenovateli nez u jinych substituci. Pfitom

integrace racionalnich funkci v vysokym stupném polynomu ve jmenovateli je pracna, ¢asto i neproveditelna

béZznym zptsobem, protoze nemusime umét najit rozklad jmenovatele. Proto volime tuto substituci, jen kdyz

nemame jinou moznost.
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2. zpusob

(2A) Zkusime, zda neexistuje racionalni funkce R (dvou nebo ti{ proménnych) takova, Ze

a) R(sinz,cosz) = R(sin’z,cosx) - sinx nebo

b) R(sinz,cosz) = R(sinz,cos® x) - cos nebo

¢) R(sinz,cosz) = R(sin” z, cos?

x,sinx - cosx).

Pfipad a) odpovida varianté (1A) a), pfipad b) varianté (1A) b) a pfipad c¢) varianté (1A) c). Lze tedy v a) pouZit
substituci t = cosz, vb) t =sinz a v c) t = tgz.

(2B) Pokud R nelze vyjadfit ani v jednom z tvartt uvedenych v (2A), pouzijeme jako v (1B) substituci ¢ = tg g

Vyhoda 1. zpusobu:

Neni-li na prvni pohled zfejmé, kterou substituci zvolit, je asi vétsinou vyhodnéjsi 1. zpisob vybéru substituce. Umoznuje
nam totiz vybrat vhodnou substituci, aniz bychom pfedtim danou funkci upravovali. Po vybéru substituce se uz ovsem
vétSinou tpraveé integrované funkce nevyhneme. Neni vSak vzdy nutné upravovat na tvar, ktery potfebujeme pro vybér
substituce 2. zptusobem. Jako v piikladu 8.19 b) miZeme integrovanou funkci upravit funkci na tvar, ktery bude pro
pouziti jiz zndmé substituce vhodnéjsi. Dalsi vyhodou je to, Zze touto metodou miuZeme pripadné snadno zjistit, Ze
zadnou substituci z (1A) nelze pouzit.

Poznamka:

V nékterych piipadech lze pouzit vSechny tii substituce z (1A). (D4 se dokonce celkem snadno ukézat, Ze pokud lze
pouzit dvé z téchto substituci, lze pouzit i tfeti.) Zalezl ovSem na konkrétnim piikladu, kterd ze substituci se nejsnaze

provede a kterd nas dovede k nejjednodussi integraci racionélni funkce.

Poznamka:

Pfi vybéru substituce 1. zptusobem neni nutno pracovat s proménnymi u a v. Staéi zkusit, co se stane s hodnotou

zlomku, jestlize zménime znaménko u vsech sinil resp. kosinti resp. sinti a kosin.

Piiklady na vybér substituce pro integraly typu [ R(sinz,cosz)dz

”
1. /ﬂ dz  ( viz priklad 8.17 )

sin?z + 1
2u
Pro 1. zpisob: R = —
ro 1. zpliso 2(u, v) 21 2
—2u u
R(*U, ’U) = m = 7R(’U,,’U), R(U, 77}) = T_H % 7R(’U,,’U),
—2u
R(—u,—v) = (=N # R(u,v),
z jednodussich substituci lze tedy pouzit pouze substituci ¢t = cosx
2sinx 2 ~ 2
Pro 2. zptsob: R(sinx,cosz) = = -sinx tedy R(u,?) = — .
—10 = ZPUSOD: ( ) sinfz+1 sin?z+1 ( y (%) u—l-l)

2. / ! dz ( viz priklad 8.18 )

cos3 x
1
Pro 1. zptisob: R(u,v) = —,
- v
1 1
R(*U, U) = ﬁ 7é *R(ua ”U), R(ua 7”) = (—U)3 = 7R(ua U)7

R(—u,—v) = ﬁ # R(u,v)

z jednodussich substituci l1ze tedy pouzit pouze substituci t = sinx

1 1 ~ 1
Pro 2. zptisob: R(sinz,cosx) = —— = —— -cosz <tedy R(u,?) = )
E— cos>x  costz
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1
3. / +— dz  ( viz priklad 8.19 a) )
cost x

Pro 1. zpusob: R(u,v) = 1714’
R(—u,v) = 1714 # —R(u,v), R(u,—v)= ﬁ %+ —R(u,v),
R(—u,—v) = ﬁ = R(u,v)

z jednodussich substituci lze tedy pouzit pouze substituci t = tgx
1 1 ~ 1
Pro 2. zpusob: R(sinz,cosx) = = (tedy R(u,v) = )

costz  (cos?x)? 02

1
4. d
/ (3sinz — 2 cosx)? *

Pro 1. zpisob: R(u,v) = m,

1
R(—u,v) = m # —R(u,v), R(u,—v)= m # —R(u,v),
R(_u’ _U) = = R(uv U),

(3(—u) —2(-v))?
z jednodussich substituci 1ze tedy pouzit pouze substituci ¢t = tgx
1
9sin® x — 12sinx cos x + 4cos?

- 1
(tedy R(u,v,w) = 9@2_12@+4@2>'

Pro 2. zpusob: R(sinz,cosx) =

5. /& dr  ( viz priklad 8.19 b) )

sinx — cosx

Pro 1. zpisob: R(u,v) = " i "
R(—u,v) = _UU_ ” # —R(u,v), R(u,—v)= u—_i(v—v) %+ —R(u,v),
R(—u,—v) = —Y = R(u,v),

—u— ()
z jednodussich substituci 1ze tedy pouzit pouze substituci ¢t = tgx

2 _ ¥
(tedy R(, 5, %) = )

cos® x
Pro 2. zptsob: R(sinx,cosz) =

sinz cosx — cos? x

sinx cos x
6. —— dz
siInx + cosx

Pro 1. zpisob: R(u,v) = uzj—}v’
R(—u,v) = % # —R(u,v), R(u,—v)= M # —R(u,v),
R, ) = COED ) g,

—u+(—v)

) . . T
lze tedy pouzit pouze substituci ¢t = tg 5

Pro 2. zpisob: zadnou vhodnou funkei R nenajdeme
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