[ZMA15-P38]
KAPITOLA 7: Prubéh funkce

7.1 Extrémy a monotonie

Definice:
Rekneme, 7e funkce f nabyvd na mnoZin& M C D(f) svého globalniho maxima (globélniho minima) A
v bodé zg, jestlize xg € M, f(x9) = A a pro kazdé x € M plati

f(z) < f(zo) ( f(x) > f(xo) ). (1)

(téz: ,absolutni maximum a minimum na M, | nejvétsi a nejmensi hodnota na M )

globélni maximum _ i
globdlni extrémy

globalni minimum

Vime:

Spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyva svych globalnich extrému (Véta 6.5).

Definice:
Rekneme, Ze funkce f nabyva v bodé zy lokalniho maxima (lokélniho minima) f(zo), jestlize existuje okoli
U(zg) bodu zy takové, ze pro kazdé = € U(zg) plati

f(z) < f(zo) ( f(z) > fzo) ). (2)

lokalni maximum . 3
lokalni extrémy

lokalni minimum

ostrd nerovnost v (??), (??) pro = #xy ... ostry extrém

Véta 7.1:

Jestlize funkce f nabyva lokdlniho extrému v bodé xy a existuje f'(x¢), pak f/'(zo)=0.

Poznamka:

Z Véty 7.1 vyplyva, ze funkce muze mit lokalni extrém jen v tom bodé, kde mé nulovou derivaci nebo kde derivaci
nema.

f'(xo) =0 ... xp - stacionarni bod funkce (miZe v ném byt extrém, ale nemusi)

Definice:

Rekneme, 7e funkce f je rostouci (klesajici) v bodé& zg € D(f), jestlize existuje okoli U(zo) C D(f) bodu
takové, ze pro kazdé x € U(xg) plati

a) jelli x<wo, pak f(x) < f(2o) ( f(x)> f(z0) ),
b) jeli x>uxz9, pak f(z)> f(zo) ( fz) < flxo) ).

(analogicky funkce neklesajici a nerostouci v bodé)
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Poznamka:

Funkce f(z) = « - sin% + 2z pro z # 0, f(0) =0,

je rostouci v nule, neni ale rostouci na zaddném intervalu

obsahujicim nulu. (Na obrazku jsou vyznaceny také grafy

funkci g(z) =  a h(z) = 3z, mez jejichz grafy graf

funkce f kmita.)

Véta 7.2:

Je-li f'(z0) >0 (f'(z0) <0), pakje f v mo rostouci

(klesajici ).

Véta 7.3:

[ZMA15-P39]

Necht f je spojitd na intervalu I a mé v kazdém jeho vnitinim bodé derivaci. Pak

a) f je na I neklesajici (nerostouci) pravé tehdy, kdyz na vnitiku I je f' >0 (f' <0),

b) je-li na vnittku I f' >0 (f' < 0), pak f je na I rostouci (klesajici).

Plati:

a) Funkce f je rostouci na intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyz je rostouci v kazdém bodé tohoto intervalu.

b) Je-li f rostouci na (a, b) a spojitd zprava v a (zleva v b), pak je rostouci na (a, b) (na (a, b)).

c) Je-li f rostouci na (a, b) a na (b, ¢), pak je rostouci na (a, c).

( Analogicky i pro ostatni typy monotonie. )

Ovérovani lokalnich extrému

A) Pomoci monotonie na okoli (a znaménka derivace) :

Je-li f spojita v x¢ a existuje-li § > 0 tak, ze

f na P(S_(Jf()) = (.130 — (5, 3;‘0)

f na P;_(l‘o) = (l‘(),l‘() +(5)

roste

kles&
neklesa
neroste

roste

klesa

Poznamka: Monotonii vét§inou ovéfujeme pomoci znaménka derivace.

B) Pomoci 2. derivace:

klesa

roste

neroste

neklesa

roste

klesa

pak

vV Xg

je ostré lokélni maximum
je ostré lokélni minimum
je lok4lni maximum
je lokélni minimum
neni extrém (f v zq roste)

neni extrém (f v xo kles)

Je-li f'(x0) =0a f"(x0) >0 (f"(x0) <0), pak f ma v 2y lokdln{ minimum (lok4lni maximum ).
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Hledani globalnich extrému spojité funkce

A) na intervalu I = (qa, b) :

a) Najdeme v I body, kde miZe byt globalni extrém (tj. ,body podezielé z extrému*):

e body a, b
e staciondrni body ( f'(x) =0)

e body, kde f nemé derivaci.

b) Spocitame funkéni hodnoty v bodech z a) a vybereme z nich nejvétsi / nejmensi.

B) na intervalu, ktery neni uzavieny (napf. pro (a, b) — jinak analogicky):

Postupujeme jako v A), pouze f(a) nahradime lim+ f(z) = a s tim, Ze je-li ve vSech ostatnich vySetfovanych
r—a
bodech funkéni hodnota vétsi (mensi) nez «, pak f na (a, b) globélniho minima (maxima) nenabyva a
a=inf{f(z)|z € (a, b)} (o =sup{f(z)|z € (a, b)}).

(Pokud lim+ (z) neexistuje, je situace slozit&jsi a nebudeme ji tu obecné Fesit.)
r—a

7.2 Funkce konvexni a konkavni

Definice:

Rekneme, 7e funkce f je konvexni (ryze konvexni) [konkévni (ryze konkévni)] na intervalu I, jestlize pro
kazdé t¥i body t, z, z€ I, t<x <z, a Ccislo

Y (OEY ()
’ z—1
plati
J@) SO k- @=1) (f@) < JO + ks (@-1))
(@2 O+ k@) (@ > O+ ks @=1) |-
Plati:

Ma-1i funkce f derivaci na intervalu I a pro kazdé xg, x € I, x # xg, plati

F(@) > f(xo) + F (@)@ —w0) (@) < fl@o) + f'(@o) (& —x0) )

pak f jena I ryze konvexni (ryze konkéavni). (Analogicky pro konvexni a konkévni funkce.)

Definice:

Rekneme, 7e bod [z, f(70)] (z0 € D(f)) je inflexnim bodem grafu funkce f, jestlize f je spojitd v zq , existuje
f'(zo) aexistuje § >0 takové, ze f je na jednom z intervalt (xog—d,z¢) a (xo,z0+0) ryze konvexni a na druhém

ryze konkdvni. (Rikdme téz, Ze f mé v z, inflexi.)

inflexni teéna ... te¢na v inflexnim bodé

Véta 7.4:
M&-1i funkce f druhou derivaci na (a, b) , pak

a) je-llina (a,b) f">0 (f">0|f"<0]|f"<0), pakje f na (a,b) ryze konvexni (konvexni | ryze konkdvni
| konkavni),
b) m&-li f v xzo € (a,b) inflexi a existuje-li f”(zo) , pak f"(x0) =0,

c) jeli zg€(a,b), f'(x0)=0 a f” méniv zy znaménko, pak f mév zy inflexi.
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7.3 Asymptoty grafu funkce

Definice:

a) Rekneme, 7e funkce f mé& v bodé zy € R svislou asymptotu, jestlize alesponi jedna jednostranna limita

v xp existuje a je nevlastni. Rovnice této asymptoty je = = xg.

b) Rekneme, Ze funkce f mé& v bodé g = +o0o (—o0) asymptotu y = kz +q, (k, ¢ € R), jestlize

lim (f(z) — (kz+q)) =0.

Tr—rT0o

k=0 e vodorovna
asymptota

E£0 ... #ikma

Véta 7.5:

a) Pfimka y = ¢ je vodorovnou asymptotou funkce f v +oo préavé tehdy, kdyz

lim f(z) =gq.

Tr—r+00

b) Je-li k, ¢ € R, k#0, pak pfimka y = kx + ¢ je Sikmou asymptotou funkce f v —+oo pravé tehdy, kdyz
lim 7f(;v)

(1) r— 400 X
(ii) lim (f(x) —kz) =q.

r—+00

=k,

(Analogicky pro asymptoty v —o0.)

7.4 Shrnuti
Obecny postup pri vySetfovani priubéhu funkce f:
Zjistujeme
1) e D(f), H(f), pruseéiky s osami, ,znaménko*
e je f sudé | lichd | periodickd ?

e intervaly spojitosti, limity v bodech nespojitosti a v hrani¢nich bodech D(f)
(vychézime z pfedpisu pro f(z))

2) e intervaly monotonie
e lokélni a globalni extrémy
e chovani tecen v blizkosti bodl nespojitosti

(vychézime pievazné z predpisu pro f'(z))

3) e intervaly konvexity a konkavity, inflexni body

(vétsinou pomoci f”, nékdy lze i z f')
e tecny v inflexnich bodech
4) e asymptoty
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7.5 Priklady

Priklad 7.2: Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) =% — (z + 2|z|) a vySetfete monotonii této funkce.

Priklad 7.3: Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f z Prikladu 7.2 naintervalu a) (—3,3) b) (=3,2).

Reseni: Vime, 7e f’ neexistuje v zo = 0 a f ma jeden stacionarni bod z; = 1 (viz feseni piikladu 7.2 na piednasce).
Body z¢, x; lezi v obou intervalech. Pro hledani globalnich extrému pridame k témto bodtm jesté krajni body intervali.
Déle budeme Fesit varianty a) a b) kazdou zvlast.

a) Porovnavame hodnoty:

Z nich je nejvétsi 0 a nejmensi —32, tedy

e f nabyvana (-3, 2% v zy=0 svého maxima f(0)=0,

Dl

2
e f nabyva na <f%, > v x2:7% svého minima f(f%):f@.

b) Porovnivame hodnoty:

f(0)=0, f(1)=-2, lim f(a:):—%, lim f(z)=—

_3+ 3 _
T——3 T3

e \e)

Protoze nejmensi z téchto hodnot je lirré (z) abod —% v daném intervalu nelezi, dostavame, ze
z——5 1
e f nabyvana (—32,2) v z9=0 svého maxima f(0)=0,

e f na (—% , %) svého minima nenabyva.

Priklad 7.4: Najdéte (maximalni) intervaly, na kterych je funkce f(z) = z In®z konvexni, konkévni; najdéte
inflexni body jejiho grafu.

sinx

Priklad 7.5: Najdéte asymptoty grafu funkce f(z) =z + |z| + 3 + 3.
Reseni: Ziejmé D(f) =R\ {0}. Déle:
lim f(z) = lim (2z+ ST 4 3) = +o0,

0+ 20+ x2

tedy graf funkce f ma svislou asymptotu v bodé zo =0, jeji rovnice je £ =0 (lze pouziti lim f(x), kterd je také
z—0~
nevlastni);

lim f(r) = lim (204 5 +3) = too,

T—r 00 T—r 00

lim 1) — jim (24 882 4 3) = 2(=k),

z—o0 ¥ T—00 x
lim (f(z) —2-2) = lim (53* +3) =3(=q),
tedy graf funkce f ma v +oo sikmou asymptotu y = 2z + 3;
Am, f@) = (5 48) =3,

tedy graf funkce f ma v —oo vodorovnou asymptotu y = 3.

Priklad 7.6: Graf funkce f(x) = x4 cosz nemé asymptoty v oo, protoZe sice

lim f(z) =400 a lim f@) =1,
x—Foo r—+o0 x
ale
neexistuje.
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