[ZMA15-P28]
KAPITOLA 5: Derivace funkce

5.1 Uvod
Motivaéni priklady: okamzita rychlost, smérnice tecny

Definice:

Rekneme, ze funkce f mé v bod& z, derivaci (derivaci zleva | derivaci zprava) rovnu ¢&islu a, jestlize

existuje
S~ S
T—T0 r — X
LG R R (6
T—Ty T — o a:—)asg' T — Zo
Piseme f'(zo) =a ( fL(z0) =a | fi(zo)=a).
d d
Dalsi znaceni:  f'(xo) = d_i (wo) = P f(zo)
a€R ... vlastni derivace, a= 2400 ... nevlastni derivace
f ma derivaci na intervalu (a, b) ... existuje f'(zg) pro kazdé x € (a,b) a existuje f/ (a)

(analogicky pro intervaly (a,b), (a, b), {(a, b))

Poznamka:

f'(z0) existuje a je rovna a pravé tehdy, kdyz existuji f’ (x0), f/ (zo) a obé jsou rovny a.

Poznamka:

fwo + 1) = f(xo)
- :

Z Véty 4.11 o limité slozené funkce je f'(xo) = ;ILiHb Index 0 u x zde vétsinou vynechavame
—

a piseme

)t HEED =)

h—0 h

Poznamka:

Derivace jako funkce je definovana tam, kde existuje vlastni derivace. Z¥ejmé vzdy plati D(f’) C D(f).

Priklad 5.1: Uréete derivace funkei f(z) = ¢ € R, f(z) = x, f(z) = e*, f(z) = cosz a f(x) = sin(x) pomoci
definice.
ResSeni: Napf. pro funkci f(z) = sinz méame

T—xo x+xo

— inz — si 2sin - COS sin £=%e .
f(z) = f(xo) _ sinz —sinzg 2 sz ~cosx+x0 om0 cosm — cos o
T — X0 T — X0 T — X0 = 2 2
nebo
fx+h)— f(z) sin(x+h)—sinz  (sinzcosh+ coszsinh) —sinz  cosh—1 | sin h
= = = -SInx + —— - CcosSx =
h h h h h
(cosh —1)(cosh+1) . +Sinh sin h sin h . +sinh sz g 0 . 41
= sinx+——-cosx = ——— - ———sinzx COS T —1-—-sinz+1-cosz = cosz.
h(cosh +1) h h  (cosh+1) 2
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Teéna a normala

pFimka v roviné:

§=(s1,82) ... smérovy vektor

A= [al,ag] eEp

$2
pro s1 #0: p: y:ag—l—s—(x—al)
— 1

52

k =
P 51

smérnice primky p

kolma piimka

g Lp ... smérovy vektor @ = (uy,us) = (—$2,51)
U s 1

pro sz #0 : kq:—2:_1:__
U1 —S9 kp

te€na t a normadla n grafu funkce f v bodé [z, f(zo)] (nékdy: ,v bodé x0%) jsou

kolmé p¥imky prochazejici bodem [zg, f(zo)] takové, ze

e pro f'(zo) € R\ {0}

|H-

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0)

1
n: y=f($0)—m($—$0)

6. ke = f'(z0), k= —ﬁxo)
o pro f/(zo) =0 a
t: y= f(xo) f&)| ] t
n: T == /
ti. k=0 [ %
e pro f'(zo) = o0 t
L =20 £ (x,) KK
n: y= f(xo
| y = f(xo) _ / .

Priklad 5.2: Najdéte tecnu a normalu grafu funkce f(x) =2 vbodé [3,?] (v bodé 3).
2 _
Reseni: Mame 2o = 3, f(3) = 9 (tj. A = [3,9]), D(f) = R. Spocitame f'(3) = lirr% z 39 = lirrg (x+3)=6.
x—3 I — x—
1 1

Tedy ki = f'(3) =6, k,= _W ==5 Rovnice teény a normély odtud jsou ¢: y =9+ 6(xz —3) (neboli

1
t: 6z—y—9=0) a n: y:9—6(:ﬂ—3) (neboli n: x+6y—57=0).
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5.2 Véty o derivacich

Véta 5.1:

Maé-li funkce f v bodé zy vlastni derivaci, pak je v xg spojita.

Priiklad 5.3: a) Funkce f(z) = |z| je spojita, f’(0) ale neexistuje - tedy spojitost k existenci derivace nestaci.
b) Funkce f(z) =sgnz neni spojitd v nule, pfesto tam m4 derivaci, ale nevlastni - tedy existence nevlastni derivace

spojitost nezarucuje.

Véta 5.2:
Necht existuji vlastni f/(zo), ¢'(x). Potom

a) (f£9) (z0) = f(w0)% g (w0)
b)  (f-9) (o) = f'(z0)-g(x0) + f(x0) - ¢ (x0)

( speciélné pro c € R : (cf)/(xg) =cf'(z0) )
Y f'(@o) - — f(zo) - ¢’ -
o (L) ) - sl LD 9L ey g(ag) 20
Priklad 5.4: , _(sinz\’ (sinz) cosx —sinx(cosx)’ coswcosx —sinx(—sinz) 1
riklad 5.4: (tgr) = (cosx) B cos? x N cos? ~ cos?x’
Poznamka:
a) (tfot  +f) =0+t +f) =A+atfs+. . +f) = =fitfrt. . +[)

b) (fi-fe-fo))=(fi-(fa-f3) =fi-(fa-fa)+fr-(fa-fa) =fi-fa-fat o (fo- fa+ forf3)=
=fi-fo-fa+fi-fo-fat+fi-farf3 (analogicky pro (fi-fa-...-fa)")

Priklad 5.5: Ukazte, ze pro n € N plati (2") = na" L
Reseni: Dokazeme matematickou indukci:

epro n=1 méme: (2') =2"=1=12"=12"1

e predpokladejme, ze vztah plati pro n, ukazeme, Ze platiipro n + 1:

("t =(z-2") =2’ 2" +x-(2") =1-2"+z-(na" VH=2"+nz" = (n+ 1)z" = (n + 1)z»+H-1

Véta 5.3 (o derivaci sloZzené funkce):

Necht existuji vlastni f'(zg) a ¢'(f(z0)). Potom existuje vlastni derivace funkce go f v bodé zy a plati

(901) (o) = g'(f(0)) - f' (o).

Poznamka:
(hogo f)(zo) = (ho(gof))(xo) = h'((go f)(x0)) (g0 f)(z0) = h'(g9(f(x0))) - g'(f(w0)) - f'(x0)

(analogicky pro funkci vzniklou sloZenim vice funkei)

Véta 5.4 (o derivaci inverzni funkce):
Necht [ je prostd a spojitd na (a,b), xo € (a,b), f(xo) = yo. Jestlize existuje vlastni f/(zg) # 0, pak existuje
také f’1(yo) a plati

’ _ 1 = :
f—l(yo) = f/(l‘o) <_ f’(f_1(yo))>.

Priklad 5.6: Derivace funkce: a) Iny, b) arcsiny, ye€ (—1,1).
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Priklad 5.7: Derivace funkce: a) f(z) =a® a>0, x € R, b) f(z)=2% a€R, z>0.

Poznamka (logaritmické derivovani):

v(x)
Derivace funkei typu h(z) = (u(m)) , kde u(x) >0 pro vsechna x € D(h) :

Méme h(z) = '@ @) = teqy

W(x) = ev@nu@), (1}(33) -In (u(m)))/

Véta 5.5:

Necht f je spojitd na néjakém intervalu (zg,zo + ) a existuje

fi(zo) = a.  (Analogicky pro f’(zo) a f'(z0).)

. 7 _ . . / ,
zgg(l)-&- f'(z) = a. Potom existuje f) (zo) a plati

Piiklad 5.6,b*): Uréeni f\(—1) pro f(z)=arcsinz pomoci Véty 5.5.

2 1
Priklad 5.8: Profunkci f(z) = 2?-cos—, x #0, f(0) =0, kterd je spojita na R, neexistuje lir% f'(x), existuje
X r—r

ale f'(0) =0 - tvrzeni V&ty 5.5 tedy nelze obratit.

5.3 Derivace vyssich radua

n-ta derivace (derivace fadu n) funkce f ... f(™

1) n=1: fW(w)= f(x0)

definujeme indukci:

2) m>1: predpokladejme, Ze existuje vlastni =1 na né&jakém okoli U(zo) a funkce F=1 m4

v xg derivaci - pak pokladame: f(")(xq) = (f("_l))/(xo)

pro n=0 piseme: (O =f

Znaéeni: d
@) = fa) = L)
2
fO@) = ) = o)
6
fO@) = ) = o)
70 o) = T

Priklad 5.9: Pro f(z) =Inz, z >0, méme

fllw)y=1/z=27", f"(2)=(-1272 f"()=(-1)(-2)z7"

Véta 5.6 (Leibniztiv vzorec ) :

fO(z) = (=) (n -1z

Necht existuji vlastni n—té derivace f( a ¢(™) funkci f, g v bodé zo € R. Potom

n

(f - 9)™ (o) = Z (Z) F®) (20) - g™ (z0).

k=0
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Priklad 5.10: Najdéte pomoci Véty 5.6 (x2sinz)®),

Reseni: Snadno ovétime, ze pro derivace funkci f(z) =22 a g(z) =sinz plati: f(O(z) = 22,
fl(z) =2z, f"(x)=2, f®(x)=0 prok>3 a g¢g¥W(z)=sinz, ¢W*+Y(z)=rcosz, ¢¥W*?(z)= —sinz,
g4t (x) = —cosz (I € Ny). Tedy podle Leibnizova vzorce (V5.6) mame:

9 9 9 9
(mzsinx)(9)=<0>-m2~ cosx + <1>~2m- siny + <2>~2-(—cosm) + <3>~O~(—Sinx) +04+ 0+ ... =
(sinz)(®) (sinz)(®) (sinz)(™ (sin z)(©)
9.
= 2%cosz + 9-2 x sinx — N -2cosz = z?cosx + 18z sinz — T2 cosx.

Pfehled derivaci elementarnich funkci:

(e*) = e’ zeR
1
(Infz))" = - z € R\ {0}
(ar)/ = a®*Ina, a € (0,00) pevné rzeR
1
(log, |#)" = ——., @ €(0,1)U(1,00) pevné z € R\ {0}
z€R proa € Ny !
(%) = az®t, « pevné x€R\{0} proaeZ~

z€(0,00) proa€cR\Z 2

(sinz) = cos T reR
(cosz)’ = —sinz reR
1 ™
tgx) = R\{Z +knlkez}
(tgz) p—c z€R\ {5 thrlke
1
(cotgz) = ——5 x € R\ {kn|k € Z}
sin” z
1
(arcsinz) = —_— x e (-1,1)
V1— a2
(arccosz) = — 1 re(—1,1)
v 11— x? ’
(arctgz) = 522 zeR
1
(arccotgz) = — 52 r€eR
(sinhz) = coshx reR
(coshz) = sinhz zeR
(tghz) = 1 reR
8 cosh? z
1
(cotghz) = — —— x € R\ {0}
sinh”
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Ipro @ = 2 = 0 poklddame (ovSem pouze zde): 0-0°~1 =0
2pro nékteré racionalni exponenty lze rozsifit na R nebo R\ {0}



