[ZMA15-P15]

KAPITOLA 3: Funkce - ivod

realna funkce (jedné) realné proménné ... f:A—R

zobrazeni mnoziny A C R do mnoziny reilnych ¢isel R

funkéni hodnota ... y= f(z) (z - argument)

(tj. redlna funkce f: A — R je ,predpis®, ktery kazdému ¢islu x z mnoziny A pfitfazuje pravé jedno redlné éislo y = f(z))

definiéni obor ... D(f) (= A);

(neni-li vyslovné uveden, pak bereme za D(f) nejvétsi mnozinu, na které ma dany ptredpis smysl - tzv. mazimdini defini¢ni obor)

obor hodnot ... H(f)={ye€R|y= f(z) pro néjaké z € A}
g — ztzeni funkce f ((z A2) na Ay),
D(g) = A; C D(f) = As, = Ve e D s
(9) ' () 2 f@)=g(@) Vo (9) { f — roz8ifeni funkce g ((z A1) na As)
Priklady: 1) D(f)=N ... posloupnost
2) f(z)=a (eR), D(f)=R ... konstantni funkce
3) f(z)=sinz ... D(f)=TR; g(x) =sinz, v (=%, %) ... D(g)=(-%,7%)
g — ztzeni funkce f, f — rozsifeni funkce g
—1 prox <0
4) f(x) =sgnzx = 0 proz=0 ... signum (znaménko)
1 prox>0
graf funkce f ... {(z, f(x))|z € D(f)}
f(@) = ||

Priklady: 1) f(z) = || (z>0: f(z)=2; <0: f(z)=—x)

y=x Yy=—-x
/ AN
1%
2) f(z) = sgnx
T
2 —o0
1 —o0
-3 -2 -1
3) f(z) = [a] T 12 3
-1
—o -2
—o -3
f<gmna M ... McCD(f)nD(g) a f(z)<g(z) VeeM (analogicky ostatni nerovnosti)
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[ZMA15-P16]
Operace s funkcemi

h h(z) D(h)
soudet f+g| f@)+g() D(f) N D(g)
rozdil f—g | fx)—glx) D(f)n D(g)
soucin frg | f@)-g(x) D(f) N D(g)
podil LI T ownbe el sw -o)
nésobek (a €R) | a-f a- f(z) D(f)
slozena funkce ... h=gof ... h(z)=g(f(x)) (musiplatit H(f) C D(g))

f — vnitini funkce, ¢ — vnéjsi funkce

vliv sklddani na zménu grafu funkce ... viz skripta [JT-DIP] str. 28 (30), Véta 3.31

3.1 Vlastnosti funkci

prostd funkee ... f(r1) # f(rs) pro m Az (G fla) = flza) = 21 =)
inverzni funkce ... foi(x)=y < fyy=z ... D(f-1)=H(f) (f musibyt prostd)
Definice:

Rekneme, 7e funkce f je omezena ( zdola omezena | shora omezena ) na mnozing A C D(f), jestlize existuje
SeR ( LER|K€R) tak, Ze pro viechna x € A plati:  |f(z)|<S ( L< f(z) | f(z) <K ).

Funkce je omezend pravé tehdy, kdyz je omezena zdola i shora.

Poznamka:

Je-li A= D(f), vynechdvdme v nazvu: ,na mnoziné A“. Podobné i u dalsich pojmt.

Priklad 3.1: Funkee f(z) =
nebo také | f(z)| <1).

o je omezend (protoze pro kazdé z € R = D(f) plati napt. 0 < x%ﬂ <1

Definice:

Rekneme, ze funkce f je na mnoziné A C D(f)

neklesajici (nerostouci), jestlize f(z1) < f(z2) (f(x1) = f(z2)) Vo, 20 € A, x1 < 22,

rostouci (klesajici), jestlize f(z1) < f(x2) (f(z1) > f(z2)) Vo, 20 € A, x1 < 2o,
e monotonni, je-li na A neklesajici nebo nerostouci,

e ryze monotonni, je-lina A rostouci nebo klesajici.

klesajici < ( f(z1) — f(z2) ) (z1 —22) <0 Vzi, 22 € A, 21 # 22
rostouci < ( f(z1) — f(z2) ) (x1 —2z2) >0 Vx1, x2 € A, 1 # 2

(podobné pro nerostouci a neklesajici)

Kazda funkce rostouci na A je na A neklesajici, kazda funkce klesajici na A je na A nerostouci, a tedy kazda funkce ryze monotonni
na A je na A monotonni. Zfejmé zadna funkce neni na jedné mnoziné rostouci a klesajici zaroven, nerostouci a zaroven neklesajici
jsou jen konstantni funkce.
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[ZMA15-P17]
Plati:

Je-li funkce f ryze monotonni na D(f), pak je prostd a existuje f_;. Funkce f_; ma stejny typ monotonie jako f.

Priklady: 1) f(z) =[z] ... neklesajici na D(f) =R, rostouci napi. na Z nebo na {3 +k|k € Z}
2) flx)=1; D(f) = (-00,0)U(0,00) ... Kklesajici na (—o00,0) a na (0,00)
(protore (f(@) — f() (@ —1) = (= — ~)a—-9) =L (@—y) =—(2-y)* — a — >0 pro sgnz =sgny),
T y Ty ———— LY Ty
<0

neni ale klesajici na celém D(f)  (protoze napi. —1<1 a f(—1)=—1% 1= f(1))

Poznamka:

Budeme-li déle mluvit o intervalech, nebudeme brat v ivahu intervaly jednobodové (tj. intervaly typu (a, a) ).

Definice:

Rekneme, 7e funkce f je suda (lichd), jestlize pro kazdé z € D(f) plati
a) -~z e D(f)
b)  f(=z)=f(z) (f(-2)=—f(2)).

f-lichd, 0 D(f) = f(0)=0, f-suda, D(f) # {0} = f neni prost4,
,suda - sudd = licha - lichd = suda“, ,suda - lichd =licha - suda = licha“
Definice:

Rekneme, 7e funkce f je periodicka s periodou 7 > 0, jestlize pro kazdé z € D(f) plati
a) x=xT e D(f),

b)  fl@e+T)=f(z) (=f(z-T)).
T je perioda, k€ N = k-T je perioda

zédkladni perioda ... nejmensi perioda (pokud existuje)
- nemaji ji napf.: konstantni funkce (periodou je kazdé kladné ¢islo),

Dirichletova funkce: f(z) =1 proz € Q, f(z) =0proz € Q (periodou je kazdé kladné racionélni &islo)

3.3 Elementarni funkce

podrobné viz skripta [JT-DIP| strany 30 - 40 (32 - 42) (je potfeba znat dobfe grafy!)

1. Mocnina. Funkce z%, a*, log, x

Mocniny s racionalnimi exponenty

eneN: a“=ga-a---a aeR
n—krat
e meN: sudé am = %a(=y ©y"=a a y>0) a € (0,00)
liché am = %a(=y < y™=a) a€eR

e m, neN, aw = (¥/a)" a € (0,00) pro m sudé

nesoudélnad : aeR pro m liché

_ 1 .
e gcQt: aq:—q a#0 a podminky z a?
— a

° a® =1 aeR
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[ZMA15-P18]
Mocniny s realnymi exponenty

Pro a > 0 definujeme: a® = lim a*, kde (a,)22; CQ je takovd posloupnost, ze «a, — a.
- n—oo

Lze ukazat, ze takova posloupnost konvergujici k o vzdy existuje a Ze na jejim vybéru uvedend limita nezavisi.

Dale zfejmé vzdy dostaneme a® > 0.

(Pokud jste se jesté nesetkali s limitami, porozumite této definici a komentafi, az probereme dalsi kapitolu.)

Vlastnosti jsou stejné jako u raciondlnich exponentt (a, b >0, r, s € R):

. (ab)" = a"b"; (E)T: o

b br
. a"ts = a"a’
. a®=(a")*
1
° a T = —
aT

A) OBECNA MOCNINA

flx) =a® a€R — pevné
pro « raciondlni: D(f) a H(f) zavisina « (viz [P17] dole), vidy (0,00) C D(f), (0,00) C H(f)

pro « iraciondlni: D(f) = (0,00), H(f)=(0,00)

B) EXPONENCIALNI FUNKCE (o zakladu a)

flz) =a" a>0 — pevné
D(f) =R, H(f)=(0,00) pro a#1, H(f)={1} pro a=1
specialné pro a = e (Eulerovo éislo) znac¢ime e® =exp(z) ... exponencidlni funkce

(e=2,718, definuje se pfedpisem e = limp 500 (1 + % )™ - viz skripta [JT-DIP] ptiklad 2.36 )

C) LOGARITMICKA FUNKCE (o zékladu a)

( inverzni funkce k exponencialni funkci )

log, 2=y & a'=x . a>0,a#1 — pevné (pro a =1 neni funkce a® prostal)

D(f)=(0,00),  H(f)=R
specidlné pro a = e znafime log,x=Inz ... pfirozeny logaritmus

Vlastnosti logaritmu (a, b >0, a,b # 1; z,y>0; reR):

1
. loga<x> = — log, =

o log,(zy) = log,z + log,y

° log,, (m) = log,x — log,y
Y

. log, " = r log,z
log, = L Inx
. log, z = , specidlné : log,z = —
log, a Ina
Plati: a® = "M% pro a>0 z€eR
(protoze e* Ina — glna® 4 pfirozeny logaritmus je funkce inverzni k e%)
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2. Goniometrické a cyklometrické funkce

A) GONIOMETRICKE FUNKCE

D(f):R7 H(f):<_171>

D(f) =R, H(f)=(-1,1)

(S;:;i D(f) = |J(~5 +km o +kn)
kEZ
== D(f) = |J (k. (k + 1)7)

Vybrané vlastnosti funkci sinz a cosx:

[ZMA15-P19]

sinx = cos(x—i) cosx = sin(x—i—%)

sin?x +cos’z = 1

sin2x = 2sinx cosx cos2x = cos’x —sin’z

sinz = %(1—00821‘) cos’r = %(1+C0821‘)

sin(x £ y) = sinx cosy + cosz siny cos(x £y) = cosx cosy Fsinz siny
sinx +siny = 2Sinm+y cosx;y sinx —siny = 2c0sx;_y sinx;y

CcoST +cosy = 2 cos = cosxgy COST — COSY = —QSinx+y sinx;y

Ze vzorce pro soucet sini mame
1
sin A - cos B = 3 (sinz + siny),

_ z+y
A72’ 2

kde r=A+B, y=A—B. Tedy
1
sinA - cos B = 5 (sin(A + B) + sin(A — B)).
Podobné lze prevést na soucet nebo rozdil i soucin sini a sou¢in kosini — dostaneme:

1
cosA-cosB = 5 (cos(A + B) + cos(A — B)) a

(Tento pfepis se hodi pfi integraci uvedenych soucint).

Zakladni hodnoty goniometrickych funkci

sinA-sin B = 7% (cos(A + B) — cos(A — B)).

0 s T z z 3 5T 3m [

6 4 3 2 4 T 4 2 4
. 1 V2 V3 V2 V2 V2
sinx 0 - - - 1 — 0 - -1 -
2 2 2 2 2 2

V3 V2 1 V2 V2 V2

cosx 1 - - - 0 - -1 - 0 -
2 2 2 2 2 2

3

tgx 0 % 1 V3 X -1 0 1 X -1
cotg x X V3 1 ? 0 -1 X 1 0 -1
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[ZMA15-P20]
B) CYKLOMETRICKE FUNKCE

( inverzni ke goniometrickym zGZenym na vhodny interval )

f D(f) H(f) f-1 D(f-1) H(f-1)
sinz <—72T72T> (~1,1) arcsin (~1,1) <—gg>
cos (0,7) (~1,1) arccos (~1,1) (0,7)
o | GD | 2 | =] x| 3
cotg z (0,7) R arccotg R (0,7)

3. Hyperbolické a hyperbolometrické funkce

A) HYPERBOLICKE FUNKCE

f D(f) H(f)
sinhz = e’ R R
2
coshx = e£_|_2€—»b R (1, 00)
. T
cotghz = Zi)jl}lli = E;t 2_: R\{0} (—o0, —1)U (1 o0)

Vybrané vlastnosti funkci sinh z a cosh z:

. |sinhz| < coshz

. cosh®z — sinh®z = 1

° sinh2z = 2sinhx coshzx
cosh2z = cosh®z + sinh®z
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[ZMA15-P21]

B) HYPERBOLOMETRICKE FUNKCE

( inverzni k hyperbolickym, pfipadné ziZzenym na vhodny interval )

f D(f) H(f) f-1 D(f-1) H(f-1)
sinhz R R argsinh x R R
coshz || (0,00) (1,00) argcosh z (1,00) (0,00)
tgha R (-1, 1) argtgh z (-1, 1) R
cotghz || R\{0} | (=00, —=1) U (1, 00) || argeotghz | (—oo, —1) U (1, 0o) | R\ {0}

Vyjadreni hyperbolometrickych funkci pomoci logaritmu

e argsinhz = In(z+ Vz2+1), zeR

e argcoshz = In(z+ V22 —-1), x € (1,00)

1 1
e argtghr = 3 In (1 —HE) , z € (—1,1) (viz Piiklad 3.2)
-z
1 1
e argcotgha = 3 1n( +‘f ) , x € (—o0,—1) U (1,00)
.

Priklad 3.2: Pro |z| <1 vyjadiete argtghz pomoci logaritmické funkce.

Reseni: Oznadime y = argtghz. Pak

eV — e ¥
r=tghy= ———.
e¥y 4 e Y
Po rozsifeni zlomku vyrazem e¥ postupné dostavame
eV —1
€T =
eV +1
(e +1z = -1
(z—1e¥™ = —1-=z
02V —-1—-=z
z—1
02y — 14+
11—z
1
2y = In ( t )
1—=x

Tedy

1+z>.

1
argtghx = 3 ln<1fz
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