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KAPITOLA 2: Posloupnosti

Definice:

Posloupnosti realnych é&isel nazyvame zobrazeni mnoziny prirozenych &isel do mnoziny redlnych &isel. Hodnotu
tohoto zobrazeni v. n € N nazyvame n-tym ¢élenem posloupnosti.

Analogicky lze definovat i posloupnost komplexnich ¢isel.

Znaéeni: c¢leny posloupnosti ... ay, b, apod.

posloupnost coo (an)2y, (@n)nen, (a1, az,as, ...) (Casto také: {a,}S>, apod.)

Obecnégji: Mnozinu N nahradime mnozinou Ny nebo {k,k+1,k+2,...}, keN (k€Z) apod.
(Totéz pak udélame i v definicich a vétéch.)

Specialni pfipady posloupnosti

e konstantni posloupnost
a,=A€R prokazdén e N
nerostouci a neklesajici, omezena

e aritmeticka posloupnost

ap €R, deR (d - diference)

any1 =an, +d pron €N, tj. an=a1+(n—-1)-d proneN
(rekurentni zadani ) (zadani vzorcem pro m-ty ¢len)
Plati: a1 +as+...+a, = s, = (a1 +2a ). n = (201 + (n 5 ) d) n (dtkaz nap¥. indukei )

e geometricka posloupnost

a €R, ¢geR (g — kvocient)

Qni1=0an-q pron €N, tj. an=ay-q" ' pron€N (pokladame tu ¢° =1 prokazdé q € R)
p
1 n
Plati: a1+as+...+a, = s, = ay- T proq #1 (dtikaz napf. indukei )
a1 +as+...4+a, = 8, = n-ay prog=1 (zfejmé)

2.1. Omezené a monotonni posloupnosti

Definice:

Rekneme, ze posloupnost (a,)%2; je omezend (shora omezend |zdola omezenad ), jestlize je mnozina jejich ¢lent
omezend (shora omezend | zdola omezena ), tj. jestlize existuje K € R takové, ze

lan] < K (a, < K| K < ay) pro vSechna n € N.

Priklad 2.1: a) posloupnost ((=nm- 2 )OO =(-1,3,-%,%,...) je omezena: ‘ (-1 ‘ <1 VneN;
b) posloupnost (2(n—3))22; = (—4,—2,0,...) je omezena zdola, ale ne shora (tj. neni omezend): —4 < 2(n—3) Vn € N;
c) posloupnost ((—1)""tn) | = (1,-2,3,—4,...) neni omezena zdola ani shora.
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Poznamka :
Na omezenost ¢i neomezenost posloupnosti nemé vliv zména konecné mnoha jejich ¢lend.

Definice:

Rekneme, Ze posloupnost (a,,)%%; je neklesajici (nerostouci), jestlize

Apt1 2> an (Gpy1 < ap) pro kazdé n € N.
Posloupnost nazveme monotonni, je-li neklesajici nebo nerostouci.
Rekneme, Ze posloupnost (a,,)3%; je rostouci (klesajici), jestlize

Apt1 > an (Gpy1 < ap) pro kazdé n € N.

Posloupnost nazveme ryze monotonni, je-li rostouci nebo klesajici.

.
Poznamka :

Kazda rostouci posloupnost je neklesajici, kazda klesajici posloupnost je nerostouci, a tedy kazda ryze monotonni
posloupnost je monotonni. Ziejmé zadna posloupnost neni rostouci a klesajici zaroven. Nerostouci a zaroven neklesajici

jsou jen konstantni posloupnosti.

Priklad 2.1*: a) posloupnost ((—1)"-

% )OO = (—1,%,—%,%,...) neni monotonni
b) posloupnost (2(n —3))52; = (—4,—2,0,...) je rostouci (ant1 = an +2)

n=1 "

c) posloupnost ((—1)""n) , = (1,-2,3,—4,...) neni monotonni.

2.2. Limita posloupnosti

Definice:

Cislo a € R je (vlastni) limitou posloupnosti (a,)5;, jestlize pro kazdé e >0 existuje no € N tak, ze
la, —a] < € pro vSechna n € N, n > ny.

Maé-1i posloupnost vlastni limitu a, fikdme, Ze je konvergentni a ze konverguje k a.

n—oo

(Piseme: a= lim a,, a, —a pro n—o0, a, — a).
n— oo
Zépis pomoci kvantifikatort:
lim a, =a € R & Ve>0 dngeN VneN: (n>ny = |a,—al <¢)
n—oo
(V ... ,pro vSechna“,  pro kazdé“, 3 ... ,existuje (alesponl jedno)“ )
A
n; = no(&;) +
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
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Definice:

Rekneme, ze posloupnost (a,)%; m4 (nevlastni) limitu +oo [—c], jestlize ke kazdému K > 0 existuje ng € N
takové, ze
an > K [a, < =K ] pro véechna n € N, n > ng.

Mé-li posloupnost limitu 400 [—oc0], fikdme, Ze diverguje k +oo [—o0].

Zapis pomoci kvantifikatort:

lim a, = +oco & VK>0 dngeN VneN: (n>ng = a, > K)

n— oo

lim a, = —oc0 & VK>0 dngeN VneN: (n>ny = a, < —K)

n—oo

A oA oA : : ;
- ) ‘ : +
n; = no(K;) ‘ . | : .
: 1 + ‘
l + . * +
K3 . +
+ : +
+ . +
,,,,,,,,, A R
K5 +
+
+
Yo O
K
+
} } } } } | } } } | } } } } | } —
ni no ns

Spole¢na charakterizace posloupnosti s vlastni nebo nevlastni limitou pomoci okoli:

lim, 00 an = a € R*, jestlize ke kazdému okoli U(a) bodu a existuje ng € N takové, Ze a, € U(a) pro vSechna
neN, n>ng. Tj.

lim a, =acR* & VU(a) 3ngeN VneN: (n>ng = a, €Ul(a)).

n—oo

Poznamka:

Zména kone¢né mnoha ¢lend posloupnosti neméa vliv na existenci a hodnotu jeji limity.

Priklad 2.2: lim, o 1 =0

Priklad 2.3: lim, ,, n” = 4+0c0 pro p €N (platiipro p € RT)

2.3. Vlastnosti limity posloupnosti

Véta 2.1 (o jednoznacnosti limity) :

Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice:

Necht (a,)$2; je posloupnost redlnych ¢isel a (k,)S2; je rostouci posloupnost piirozengch ¢isel. Pak posloupnost
o
n=1

(bn)S2 4, kde b, = ax, pro n € N, nazyvame vybranou poslopnosti z posloupnosti (a,) ( podposloupnosti

n=1»

posloupnosti (a,)52, ). PiSeme (ay,)3;.
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Véta 2.2:

Posloupnost ma limitu a pravé tehdy, kdyz kazda z ni vybrand posloupnost méa limitu a.

Véta 2.3:

Je-li lim a, =a, lim b, =0, pak

n—oo n—o0
e lim (a,£b,) = athb,
n—oo
o n1_1g10 (an b)) = a-b,
. Qp, a C . .
e lim — = —, jeli b,#0 provsechna n €N,
n—oco b b

kdykoliv je vyraz na pravé strané definovan.

Dusledek 2.4:

Necht lim a, neexistuje. Pak plati:
n—oo

a) Jestlize existuje vlastni  lim b,, pak neexistuji lim (a, % b,).
n— o0

n— o0
a
b) Jestlize existuje vlastni  lim b, # 0, pak neexistuji lim (a, - b,), lim —=.
n—o00 n—00 n—oo b

Priklad 2.4: lim, ((—1)"+1) neexistuje

1
b) lim — =0 pro peN (platiipro peRT)

n—oo NP

Priklad 2.5: a) lim —/'— —2,

n—oo 2n — 1 ’

Diusledek 2.5:
1
Je-li b, #0 provsechna n€N a lim b, =+oco, pak lim . =0.

n—oo n— oo n

Véta 2.6:
1 1
Je-li b, >0 (b, <0) prokazdé n€N a lim b, =0, pak lim ™ =400 ( lim — =—-o00).
n—oo

n—o0 n

Véta 2.7 (o dvou policajtech; o sevieni):

Jsou-li (an)22;, (bn)22,, (cn)22; takové posloupnosti, Ze
a) existuje ny € N tak, ze a, <b, <c¢, pro vSechna n > ny,

b) lim a, = lim ¢, =a €R,
n— oo n— o0

pak existuje lim b, =a (tj. limita existuje a je rovna a).
n—o0

Véta 2.8:

1. a) lim a, =0 pravé tehdy, kdyz lim |a,|=0.
n— oo n—oo

b) Jestlize lim a, =a €R*, pak lim |a,| =]|a] (pokldddme |+ oco| = c0).
n— o0 n— oo

2. a) Jestlize lim a, =a, lim b, =b a existuje ny € N tak, Ze a, <b, pro vSechna n > nq,

n—oo n—oo

pak a <b. (tzv. limitni pFfechod v nerovnosti)

b) Jestlize lim a, = +oco ( lim b, = —c0) a existuje n; € N tak, ze a, <b, pro viechna n > nj,

n— oo n— oo

pak lim b, = +oco ( lim a, = —-0).

n— o0 n— o0
3. Jestlize lim a, =0 a (b,),., je omezena, pak lim a,-b, =0.
n— oo n— o0

4. Jestlize lim a, =a, a, >0 proviechna n€N, a k€N, pak lim ¥a, = Va.
n—oo

n—oo
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Véta 2.9:

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.10:

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Véta 2.11 (o zachovani znaménka):

Je-li lim a, >0 |
n—roo

Véta 2.12 (Bolzano-Weierstrass):

n—r oo

[ZMA15-P13]

lim a, < 0], pak existuje n; € N tak, ze a, >0 [a, <0] prokazdé n > n;.

7 kazdé omezené posloupnosti redlnych ¢isel 1ze vybrat konvergentni podposloupnost.

Véta 2.13:

7 kazdé neomezené posloupnosti realnych éisel Ize vybrat podposloupnost, kterd ma nevlastni limitu.

Véta 2.14 (Bolzano-Cauchyova podminka):

Posloupnost

(an)ff:l

konverguje pravé tehdy, kdyz plati

Ve>0 dngeN VnomeN: (n,m>ng = |a, —an| <e).

( Pouzijeme-li tedy tuto podminku, mizeme ukazat, ze posloupnost m4 limitu, i kdyZ nevime, jakd by hodnota limity méla byt. )

Nékteré uzitecné limity

° lim
n—oo

lim
n—oo

° lim
n— o0

° lim
n— oo

° lim
n— o0

n—oo

n—roo

Va=1

+00

a” = L
0
neexistuje

k 0

a™ +00

an

=0

n!

pro a >0

(Eulerovo ¢éislo)

pro
pro
pro

pro

pro

pro

pro

a>1
a=1
la] < 1

a< -1

keR,
k e R,

a€R

a>1

a€c(0,1)

viz skripta [JT-DIP| piiklad 2.36

(viz P¥iklad 2.6 na dalsi strance)
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Priklad 2.6: Uréete lim a" pro ac<R.

n— o0
Reseni:
a) a>1

V tomto pfipadé médme a=1+h, kde h >0, tedy podle binomické véty

a”=(1+h)"=1+(71’) -h+(;‘> SR
——

=n
Vynechame-li v souétu vSechny séitance kromé druhého (jde o kladna éisla), dostaneme
a”™ > nh.
Protoze n — +o0o, h—h>0, je nl_lglc nh = +oo, a tedy podle Véty 2.8,2b) plati
lim a" = +o0.
n=oo

b) a=1

Tentokrat jde o konstantni posloupnost (posloupnost samych jednicek), tedy

lim o™ =1.
n— o0

c) O0<ax<l1

V tomto pripadé je % =A>1, tedypodle a) madme lim A" =+ oco. Odtud uz s vyuzitim Disledku 2.5
n—oo
okamzité dostavame 1
lim ¢" = lim — =0.
n—o00 n—oo Am

d) a=0

Zde jde opét o konstantni posloupnost (tentokrat posloupnost samych nul), tedy

lim o™ =0.
n— o0

e) —-1<a<0

Nyni zfejmé mame |a| € (0,1), a tedy podle ¢) je lim, o |a"| = lim, o |a|™ = 0. Pomoci Véty 2.8,1a)
tak dostavame

lim o™ =0.
n— o0

f) a<-1

V tomto pfipadé mame

1 ro a = —1,
lim b, = lim &®>* = P
n—o00 n— 00 00 pro a < _17

lim ¢, = lim
n—oo n—oo

g2t -1 proa = —1,

—00 proa < —1.
ProtoZe jsme nasli dvé posloupnosti (b,)% ¢, (¢,)22; vybrané z posloupnosti (a™)22;, které maji rtizné limity,
dostavame z Véty 2.2, Ze tentokrat

lim a" neexistuje.
n—oo

(Kdyby totiz limita celé posloupnosti existovala a byla rovna A, museli by mit limitu A i obé& z ni vybrané posloupnosti. )

+00 pro a>1
1 =1
Shrnuti: lim o™ = proa
n—00 0 pro |a‘ <1
neexistuje pro a< -1
%2 . 5l —5(=3)" 1
Priklad 2.7: nl_lglo — e — 13
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