[ZMA15-P79]

KAPITOLA 13: Dodatky

13.1 Mohutnost mnozin

(jen velmi stru¢né)

|A| — mohutnost mnoZiny A
|A] = |B| — existuje bijekce (tj. vzidjemné jednoznaéné zobrazeni) mnoziny A na mnoZinu B
|A| < |B| — existuje prosté zobrazeni mnoziny A do mnoziny B,

ale neexistuje zobrazeni mnoziny A na mnozinu B

Plati:

e Pro kazdé dvé mnoziny A, B plati pravé jeden ze vztaha

[Al=1[Bl, [Al <[B|, [A]l>]B].
e Je-lli BCA, pak |B| <|A| (zkratka za: |B| <|A| nebo |B|=|4]).

A konend — lze ji zapsat ve tvaru A = {ay,...,a,}, kde a; #a; pro i#j,

pro A konefnou, A= {ai,...,a,}, definujeme: |A| dgf'n(: H1,...,n}])

Plati:
e A je konefna pravé tehdy, kdyz |A] < |NJ.

A spoetnd — |A| =|N]
A nejvyse spocetnd — A je konefna nebo spocetna
A nespoletnd — A neni kone¢na ani spoéetna, tj. |A| > |N| (! # ,neni spoletna“!)

A spoCetnd < existuje bijekce f: N2} A tedy lze psat A = {a,| a, = f(n) pro n € N}, tj.

Plati:

e A je spocetnd pravé tehdy, kdyZ lze jeji prvky usporadat do prosté nekonecné posloupnosti.

Priklad 13.1: Mnozina celych éisel je spodetna: Z = {0,1,—1,2,-2,3,-3,...}

Priklad 13.2: Mnozina N x N je spocetna: Jedna z moznosti, jak srovnat uspofadané dvojice pfirozenych &isel

do posloupnosti, je ziejmé z nasledujicitho obrazku:

Mame tedy napf. NxN = {(1,1), (2,1), (1,2), (3,1), (2,2), (1,3), (4,1), (3,2), (2,3), (1,4), (5,1), (4,2), (3,3), ... }.
(Tabulkou dvojic pfirozenych ¢isel 1ze projit i jinymi zptisoby. Zkuste né&jaké najit.)
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Priklad 13.3: Mnozina racionélnich &isel je spocetna: Nejdifve uspofdadame do posloupnosti kladna racionélni

¢isla. To 1ze provést podobnym zptsobem jako v pfedchozim piikladu. Stac¢i misto usporadanych dvojic psat zlomky

(tj. napF misto dvojice (5,1) napsat 2 ) a uvédomit si, Ze nap¥. dvojice (2,3) a (4,6) (tj. zlomky 2 a %) reprezentuji

totéz racionalni ¢islo. Zlomek proto do posloupnosti zapiSseme jen tehdy, kdyz v ni jesté neni jiny zlomek stejné hodnoty.

Dostaneme tak QT = {% , % , % , % , % , % , % , % , i , %, % , ... } 1. Celou mnozinu raciondlnich ¢isel nyni uspoia-
dame do posloupnosti stejnym zptisobem, jaky jsme pouzili v Piikladu 13.1 pro mnozinu celych ¢isel. Dostaneme tak
Q = {0 1 1 2 2 1 1l 3 3 1 1 4 4 3 3

- { > 1 10 1 102 25 19 13 33 35 13 10 29 25 }

Véta 13.1:

Mnozina R vSech realnych ¢isel je nespocetna.

Duikaz: Ukazeme, 7e pro M = {z € (0,1)]| v dekadickém rozvoji ¢isla x jsou pouze cifry 0 a1} je |M]| > |N|.
Pak plati také |R| > |N|, protoze M CR (atedy |R|>|M| — viz vyse).
Nespocetnost mnoziny M dokdzeme sporem. Predpoklddejme, ze mnozina M je spocetna. Pak lze vSechny jeji

prvky uspofadat do prosté nekoneéné posloupnosti, tj. M = {a1,as,...}, kde

ap = 0, a;x a2 a3 aus

az = 0, a1 azz a3 ax
vSechn a;; €{0,1
Y ag = 0, as1 azxx asz as ... v { 1}
prvky M Vi, jeN

ag = 0, ag1 ag2 a43 ay

Ozna¢me pro i € N

b — 1, jestlize a; =0
"1 0, jestlize ay =1.
Pak pro ¢islo
b = 0, by ba bg by ...
plati b € M, ale pfitom pro kazdé ¢ € N je b # a;, protoZe b; # a;; (tj. b se od i-tého prvku posloupnosti
lis{ minimalné na i-tém misté za desetinou éarkou). Tim jsme dostali spor s pfedpokladem, Ze posloupnost (a;)52,
obsahuje vSechny prvky mnoziny M. Prvky mnoziny M tedy nelze usporadat do posloupnosti. Tato mnozina proto

neni spocetnd, ¢imz nemuze byt spocetnd ani mnozina R.
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Priklad 13.4: Mmnozina iracionélnich é&isel je nespodetna: Uz vime, Ze mnozina racionalnich &isel je spodetnd, tedy

vSechny jeji prvky lze usporddat do prosté nekoneéné posloupnosti. PiSme napf. Q = {aj,as,as,...}. Kdyby byla
spocetnd i mnozina iracionélnich éisel, tj. kdybychom mohli psat napt. R\ Q = {b1,be,bs,...}, dostali bychom, Ze
plati R=QU (R\ Q) = {a1,b1,a2,bs,a3,bs,...}. JenZe to by znamenalo, Ze je spocetnd i mnozina redlnych ¢isel. To

ale podle Véty 13.1 neni pravda. Proto mnozina iracionéalnich ¢isel byt spocetnd nemuze.
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1Do uvedené &asti posloupnosti nejsou z tabulky zafazeny zlomky % (= % ), % (= % ), % (= % ), % (= % ).



