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KAPITOLA 11: Aplikace urcitého integralu

11.1 V roviné

Obsah plochy

Véta 11.1:
Necht f a ¢ jsouna (a,b) spojité a f < g. Pak obsah plochy ohrani¢ené pfimkami = =a, z =15b a grafy funkci
f, g (tj. mnoziny {[z,y] € R*|a <z <b, f(z) <y<g(z)}) je roven

b
s= [ (o) - 7)) o

Priiklad 11.1: Vypoététe obsah plochy omezené elipsou s poloosami a, b.

Priklad 11.2: Vypoctéte obsah plochy omezené grafy funkci f(z) =9 —2 a g(z) = 8 .
x

Poznamka:

Vzorec z Véty 11.1 1ze pouzit i v pfipadé neuzavienych a/nebo neomezenych intervalti (totéz plati i pro dalsi vzorce).

Priklad 11.3: Vypoététe obsah plochy mezi osou z a grafem funkce f(z) =Inz na intervalu (0, 1).

Délka grafu
Necht f je spojitd na (a, b), D ={zg,...,zn} je déleni intervalu (a, b) a A; = [z;, f(x;)].

Pak oznacime

n
s(fFD) =) d(An A
=1 ) E/—’
vzdélenost bodu A;,A;_1
Je-li D' zjemnéni déleni D, pak z trojuhelnikové nerov-
nosti zrejmé plati
s(f,D') > s(f. D).

Délku grafu funkce f na intervalu (a, b) tedy mutZeme

definovat predpisem:

¢ = sup s(f,D), je—lisuprémum konecné.
D

Véta 11.2:

Nechf f ma4 spojitou derivaci na (a, b). Pak délka grafu funkce f na intervalu (a, b) je rovna
b 2
E:/ 1+ (f'(x)) da.

3

Priklad 11.4: Vypoctéte délku grafu funkce f(z) = na intervalu (12, 32) .

Priklad 11.5: Vypoctéte délku kruhového oblouku o poloméru R odpovidajiciho stfedovému thlu « € (0, 27).
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11.2 V prostoru: Rotacni télesa a plochy

Objem véalce o poloméru podstavy R a vysce v :

V = 1R%v

4 v de, R~ f(x)

Obsah plasté komolého kuzele s poloméry podstav R;, Ro
a vyskou wv :

Q=7m\/v2+ (R1 — R2)2(R1 + Ry) =

_ (Rl+R2)\/ Ri — Ry \2
= 1+(T)

v~ dz, (]%12;3“2) ~ f(x),

Véta 11.3:
Necht f je kladna spojita funkce na (a, b). Pak:

a) Objem télesa, které vzniklo rotaci kolem osy x plochy ohrani¢ené pfimkami x =a, x =b, y =0 a grafem
funkce f, je

b
Vv :77/ (f(x))zdx

b) Obsah plochy vzniklé rotaci grafu funkce f kolem osy = je

Q=27T/abf(:v)\/l+ (£(x))? dz.

Priklad 11.6: Vypoctéte objem koule o poloméru R.
Priklad 11.7: Vypoctéte objem elipsoidu vzniklého rotaci elipsy s poloosami a, b kolem osy a) hlavni, b) vedlejsi.
Priiklad 11.8: Vypoététe povrch koule o poloméru R.

Priklad 11.9: Vypoététe objem anuloidu vzniklého rotaci kruhu {[z,y]|z? + (y — 2R)? < R?} kolem osy .
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