[ZMA15-P68]
KAPITOLA 10: Nevlastni integral

singularni bod integrace funkce f na (a,b):
e a, je-lli a=—o0; b, jelli b=+

e cc€{a, by, jeli f neomezend na kazdém prstencovém okoli bodu ¢ (pro ¢ =a nebo ¢=b uvazujeme jen
pfislugna jednostrannd okoli )

Definice:
e Necht —00 < a < b < 400, b je singuladrni bod integrace funkce f na (a,b) a necht pro kazdé S € (a,b)
B
existuje (R)/ f(z)dx (tedy b je jeding singuldrni bod integrace funkce f na (a,b)). Potom definujeme nevlastni

integral vzhledem k horni mezi pfedpisem

b B
/ f(x)dx = lim (R)/ f(z)de,
a B—b— a
jestlize limita vpravo existuje.
e Necht —00 < a < b < 400, a je singularni bod integrace funkce f na (a,b) a nechf pro kazdé « € (a,b)
b
existuje (R)| f(z)dz (tedy a je jeding singuldrni bod integrace funkce f na (a,b)). Potom definujeme nevlastni
(0%

integral vzhledem k dolni mezi predpisem
b b
/ f(z)dz = lim (R)/ f(z)dz,
a a—a™t -
jestlize limita vpravo existuje.

e Jestlize dand limita existuje a je konecnd, fikdme, Ze integril konverguje, je-li rovna +oo (—o0), fikdme, Ze
integral diverguje k +o00 (—00).

Poznamka:
Je-li funkce f spojitd na (a, b) resp. (a,d) a F je primitivni funkce k funkci f na (a,b), pak podle Véty 9.9
(Newton-Leibnitzova formule) mZeme psét

b
/ f(z)dz = lim [F(z)]? = lim ( F(-)—F(at)) =
a B—b— B—=b" N —
- F(B)
= Jm F(9)- Flat) = F-)—Flat) = [F@)L.
e 12 a
resp.
b
/ f@de = lim [F@)] = lim (F(—)— Flat)) =
a a—at a—at N——
F(a)
= F(b) - lim F(a) = F(b-) - Flat+) = [F(x)]" .
a—a -
integral nevlastni vlivem meze a=—o0 nebo b= +oo
integral nevlastni vlivem funkce f mneni omezend na (a,b)

pfipustné déleni intervalu (a,b) (—oo <a < b < +00) pro funkei f :

Ci
D ={co,c1,...5¢n}, kde a=cp<c1<...<c¢,=b apro i=1,....,n je / f(z)dz nevlastni (nejvyse)
Ci—1

vzhledem k jedné mezi
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Definice:

e Necht D = {cp,c1,...,¢n} je piipustné déléni intervalu (a,b) pro funkci f. Pak definujeme

b noog
lfmw=gﬂlmma

jestlize vSechny integrdly vpravo existuji a je definovan jejich soudet (. nejsou mezi nimi jak integrdaly divergujict
k +oo, tak i integrdly divergujici k —oo).

e Jestlize soucet existuje a je koneény, fikame, Ze integral konverguje, je-li soucet roven +oo (—o0), Fikdme, Ze
integral diverguje k +o00 (—00).

e Jestlize alespoii jeden z bodd c¢p,...,¢, je singuldrnim bodem integrace funkce [ mna (a,b), mluvime

o nevlastnim integralu, jinak o integralu vlastnim.
Poznamky:

b
a) Existence a hodnota / f(z)dz nezavisi na volbé déleni D.

b) Jestlize integral existuje podle pfedchozi definice a je vlastni, existuje i jako Riemanntiv a je mu roven.

b a
c) Pro a >b opét poklddame / f(z)dx = 7/ f(z)d.
a b

d) Speciélng, jestlize je funkce f spojitd na intervalu (a,b) a ma na tomto intervalu primitivni{ funkci F
(singuldrnimi body integrace funkce f na (a,b) jsou tedy nejvyse body a, b), pak pro kazdé c € (a,b) je
D = {a,c,b} prfipustné déleni intervalu (a,b) pro funkci f a plati

b

b c b .
[ @ = [ f@ars [ f@yde = [F@)l;+ [, -
a

c=) =F(a+)) + (F(b=) = F(c+) ) = F(b-) = F(at) = [F(2)], ,
F(c) F(c)

-

(Vyraz vpravo je pfitom ziejmé definovan pravé tehdy, kdyz je definovén soucet fac fz)dx+ fcb f(z) dz, tj. kdyz
existuje integral ff f(z)dx ).

dz — integral nevlastni vlivem (obou) mezi; konverguje (= 7)

Piiklad 10.1: a) / h ?1962

1
b) / — dz — integral nevlastni vlivem funkce; diverguje k +oo
0 x

1
c) / -2 dz — integrél nevlastni vlivem funkce; neexistuje (protoze tu neni definovan soucet [, + [1)
L 1-

00
d) / cosxdr — integral nevlastni vlivem meze; neexistuje (protoze tu neexistuje limita primitivni funkce v +o00)
0

1
e) / sin — - — dx — integral nevlastni vlivem funkce; neexistuje
0 T
(protoze tu neexistuje limita primitivni funkce cos % v nule)
. <2
Priklad 10.2: Vypoctéte / 51 dz.
2 IT7—

Reseni: Integrél je nevlastni vlivem meze. Mame

<2 & 1 1 -
Az — ( _ )d — |z -1 -1 115 =
/2 2 -1 . /2 r—1 z+1 . [n\x | = Injz+ ”2

r—1|7% 1
—[1 ‘ } —0-In- =In3.
[nx+1 ) 0 n3 n3

Vsimnéte si na tomto piikladu, Ze pro nevlastni integraly nemusi platit rovnost ff(f —g) = fab f- fab g, protoze rozdil vpravo

1

nemusi byt definovan. (Zde napf. mame [;°—

=[Injz — 1] = +oo = [Info + 1|]3° = [°37 )
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Poznamka:

K vypoctu integralt, které jsou nevlastni vzhledem k jedné mezi, mizeme pouzivat metodu substituce. Pfi pouziti

metody substituce se nékdy miize stat, ze prejdeme od integralu nevlastniho k integralu vlastnimu nebo naopak.

™

Piiklad 10.3:  Vypoctéte / J——

———dx.
—z 1+ sin“x

ResSeni: Integral je vlastni, pii pouziti metody substituce ale piejdeme k nevlastnimu integralu. Mame totiz

tgx = t
= T = arctgt oo oo
/ QU d dt / B S / SELIY
—_— adr = = = . = =
x1tsinta ’ e el B, 112 12
2 —I o~ -0 I+t
3~ oo

> o T T V2
:/_ocl—l—(\l/it)?dt:\}é [arctg\/it]foo = % (f— (—7)) :7277.

Nyni uz miizeme dopocitat Priklad 8.10. Z pifedchoziho pro né€j dostavame

/27r %dxzél- (?w) = 2V/2r.

_ox 1 +sin“x
Véta 10.1 (srovnavaci kritérium):

b
a) Necht |f| < g na (a,b), f jena (a,b) po ¢astech spojitd a / g(x)dz konverguje. Pak konverguje také

[ e b :

b) Necht f <g (¢ <h) na (a,b), g jena (a,b) po Eastech spojita a / f(z)dx =400 (/h(w) dz = —oo). Pak
b b a a
/ g(z)dz = +o0 (/ g(x)dx:—oo).

1 00
Priklad 10.4: a) / x%dx konverguje pravé tehdy, kdyz o > —1, b) / z®dz konverguje pravé tehdy,
0 1

c+1
kdyz a < —1, c¢) pro c € R konverguje / (x — ¢)*dx pravé tehdy, kdyz o > —1.
Priklad 10.5: / e“” dx konverguje pravé tehdy, kdyz o < 0.
0

(Vysledky Prikladt 9.4 a 9.5 ¢asto vyuzivame ve srovnavacim kritériu.)

o] 1
Priklad 10.6: a / — 2 konver uje, / — 2% diverguje k +oo.
U R e guje: b)) e dverew

s

)
dz diverguje k 400, c) / cotgx dzr diverguje
0

x

2

T4 —

v e t &
Priklad 10.7: a) /2 angf dz konverguje, b) /0 i

k +oo.

” 81 9 v 1
Priklad 10.8: a) / —dz=<=, b) / CEDE dz =400, ¢) / 1 dz neexistuje,
L (-

1T —

2 0o [es} 2
1 1 T arctg “x 3T
)/_1|:c—1| T=too, e /wx272x+5 Ty )/_1 1+22 7 64

Priklad 10.9: a) / arccotgzdr = 400, D) / (arctgz - 7> dz = 7? 7r
0 0
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