KAPITOLA 1: Realna éisla

1.1. Ciselné mnoziny

Prirozena ¢isla N={1,2,3,...}
nula 0, No=1{0,1,2,3,...} =NU{0}
Cela ¢cisla z={0,1,-1,2,-2,3,...}

Raciondlni é&isla

Q={§’p, q €, q#O}

Véta 1.1:

Cislo v/2 neni racionalni.

Dukaz:

[ZMA15-P3]

Provedeme sporem (tj. budeme piedpokladat, Ze tvrzeni neplati, a ukdZeme, Ze to vede ke sporu; nebude

proto mozné, aby tvrzeni neplatilo).

Nechf tedy tvrzeni neplati, tj. v/2 = % , kde p, ¢ jsou nesoudélna celd ¢isla (v takovémto tvaru lze zfejmé zapsat
kazdé raciondlni &fslo). Pak oviem 2 = (v/2)? = (% )2
i p je sudé ¢islo. (Kdyby totiz p bylo liché, pak by pro vhodné celé ¢islo & platilo p = 2k 4+ 1. To by ale znamenalo,
7ze p? je liché ¢islo, protoze (2k +1)% = 4k? +4k+1 = 2(2k?+2) + 1. JenZe my vime, Ze p? je sudé. Proto p nemiize
byt liché a musi byt sudé.) Protoze p je sudé, existuje celé &islo [ takové, ze p = 2. Z rovnosti 2¢® = p? pak ale

2
fl% , tj. 2¢% = p?. Tedy p? je sudé ¢islo, coZ ale znamena, Ze

dostavame, ze 2% = (21)? = 412, tj. ¢> = 2(?. JenZe to znamena, Ze ¢° je sudé, a tedy i q je sudé. A to je ve sporu

s predpokladem, 7e p a ¢ jsou &sla nesoudélna. Proto &slo v/2 nemtize byt racionalni. Tim jsme dokazali, ze v/2

je cislo iracionalni.

Plati: Desetinny rozvoj kazdého racionélniho ¢isla je periodicky.

485 4896 _
Piiklad 1.1: — = 69,285714, -—— = 4,4108.
7 1110

Piiklad 1.2: Vyjadiete ¢islo a) a = 58,3785, b) b=0,9 jako podil dvou celych &isel.

Reseni: a) Délka periody je 3, tedy ¢islo a vynasobime ¢islem 103 a pocitame:

103 = 1000a = 58378,5785
—a = —58, 3785

999a = 58320,2

58320, 2 583202

Tedy a = = .
999 9990
b) Jako v a) dostédvame

10'6 = 106 = 9,9
b = -0,9
9b = 9

-9
Tedy 0,9=> =1

9
Reéalna éisla
periodu 9 neuvazujeme

Iracionalni ¢&isla

R\ Q

R — lze je vyjadfit desetinnym rozvojem (koneénym nebo nekoneénym);

(kvili jednoznac¢nosti vyjadieni - viz P¥. 1.2b) )
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1.2. Realna ¢isla

Zakladni vlastnosti séitani a nasobeni na mnoziné realnych ¢&isel

1) Prokazdd a,b,c € R plati

e (a+b)+c =a+b+c); (a-b)-c =a-(b-c) ... asociativita
ea+b = b+aq a-b="b-a ... komutativita
ea-(b+c) =ab+a-c ... distributivita

2) ea+b=0b provsechna beR & a=0

e a-b=0> provsechna beR & a=1
3) e Kekazdému a € R existuje jediné b € R takové, ze a+b=0. (b:(—l)-adéf —a)
e Ke kazdému a € R, a # 0 existuje jediné ¢ € R takové, ze a-c=1. (chf a=l)
Dalsi vlastnosti (A = B ... ,jestlize plati A, pak platii B“)
ea <b & a+c < b+c
ea-b=20 & a =0 nebo b=0
ea-b >0 & a, b > 0 nebo a,b < 0
ea-b <0 & (a >0ab<0)mnbo (a <0ab>0)
e a < b, >0 = a-¢c < b-c
a <b d<0 = a-d > b-d
ea < b c¢c<d = a+c < b+d
a <b c¢> = a—c < b—d
e )0 <a<b 0Lc<d = a-c < b-d
1 1
e 0 <a<d = - < -
b a
a b
e 0 <a<b 0<d<c = - < =
c d
absolutni hodnota ¢isla a € R
e o) = a pro a >0 e |a] = —a pro a <0
Plati pro vSsechna a, b, c € R:
M a) Ja+b < |a|+1b ... trojuhelnikova nerovnost
b) |c—al > |¢|—|a (v a) staci vzit b =c — a)
a a
O lal = |—al fa-b = Jal-lbl. |2 = % pro b0
b o]
Intervaly (a, b €R)
o (a,b)={zeR|a<z<b} uzavieny (také : [a, b])
o (a,b)={zecR|a<z<b} otevieny ( nekdy také : ] a, b[)
o (a,b)={zeR|a<z<b} .,
polouzaviené
o (a,b)y={zeR|a<z<b}

Poznamka: Nékdy struéné oznacim: I, — interval s krajnimi body a, b (proa <b i b<a)

[ZMA15-P4]
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[ZMA15-P5]

Platipro ¢, z, ¢ € R, £ > 0:
o |[z—¢l < ¢ & c—e < x < c+e (tj. z€(c—e,c+e))
o [zt—¢| < ¢ =3 c—e <z < c+e (tj. z€{c—e,c+e))

¢ — stfed intervalu

€ — polomeér intervalu

. - _a+b
2
c—e=a c b=c+e 5:bia
2
napft.: 5 .
o |z-3 <5 ... z€(3-53+5) =(-2,8)
3-5=-2 3 3+5=8
_ 1 1—(—
e € (=51 ... ¢c= 52+ = -2, 5:¥:3 3 3

Definice:

Okolim bodu ¢ €R o poloméru ¢ > (0 nazyvime mnozinu
Ucdc) = {zeR||z—c <e} [ = (c—e,c+e)].

Prstencovym okolim bodu ¢ € R o poloméru ¢ >0 nazyvame mnozinu

P(e) = U\ {} [ = (c—edUlecte)].

Poznamka: Analogicky (pfes vzdélenost) lze definovat okoli/prstencova okoli i v C.

Definice:

Pravym (levym) okolim bodu ¢ € R o poloméru &> 0 nazyvime mnoZzinu
Uf(c) = (c,c+e) (U-(c) = (c—¢,¢))

Pravym (levym) prstencovym okolim bodu c¢c€ R o poloméru ¢ >0 nazyvime mnoZinu
PHe) = (ccte)  (Pr(0) = (c—e0))

Poznamka: Dolni index, udavajici polomér okoli, ¢asto vynechavame.

1.3. Supremum a infimum

Definice:

Rekneme, 7e b € M je nejvétsim prvkem (maximem) mnoZiny M C R (piSeme b = max M ), jestlize v. M
neexistuje prvek veétsi nez b.

Rekneme, 7e a € M je nejmensim prvkem (minimem) mnoziny M C R (piSeme a = min M ), jestlize v. M
neexistuje prvek mensi nez a.
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[ZMA15-P6]
Priklad 1.3: a) min{-2,3,8,25,57} = —2, max{—2,3,8,25,57} = 57;
b) minN =1, maxN neexistuje;
c) min{l-1|neN}=0 (=1-1), max{1— 21 |neN} neexistuje;

d) min{z|(3 <z <6)Vz=10} neexistuje, max{z|(3 <z <6)Vz=10} = 10.

Priklad 1.4: Celadast ¢isla s €R: [v]=max{kcZ|k<z} (€Z);

lomend ¢ast Cisla x € R: =z —[z] (€(0,1)).

Definice:

Rekneme, Ze mnozina M C R je shora omezend, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M
plati z < K. Cislo K nazyvame horni mezi mnoziny M.

Rekneme, 7e mnozina M C R je zdola omezend, jestlize existuje &islo L € R takové, Ze pro vsechna = € M
plati L <z. Cislo L nazyvame dolni mezi mnoziny M.

Rekneme, Ze mnozina M C R je omezend, jestlize je omezend shora i zdola.

Poznamka:

Mnozina M C R je omezend, pravé kdyz existuje S € R takové, ze |z| < S pro vSechna z € M.

Priklad 1.5: a) {2 €R|0 <2} ... mnozZina je omezena jen zdola (napt. L =0 nebo L= —1, L= —158,6);
b) {z€R|x < -3} ... mnoZina je omezena jen shora (napt. K = —3 nebo K =0, K =+/3);
c) (—5,1) ... mnoZina je omezend shora i zdola, tj. je omezend (napf. S =5 nebo S =5,01, S =3596);

d) {z€R|z?>10} ... mnoZina neni omezend ani shora ani zdola.

Definice:

Rekneme, Ze ¢islo b € R je supremem neprazdné mnoziny M C R (piSeme b = sup M ), jestliZe je nejmensi horni
mezi mnoziny M.

Rekneme, 7e ¢islo a € R je infimem neprazdné mnoziny M C R (piseme a = inf M), jestlize je nejvétsi dolni

mezi mnoziny M.

Poznamka:

Pro supremum b mnoziny M tedy plati:

o Kazdy prvek mnoziny M je mensi nebo roven b (protoze b je horni mez).

e Vezmeme-li jakékoliv ¢islo ¢ mensi nez b, pak uz to neni horni mez (b je nejmensi horni mez). Tedy v M
najdeme prvek, ktery je vétsi nez c.

Analogicky pro infimumum a mnoziny M plati:

e Kazdy prvek mnoziny M je vétsi nebo roven a (protoze a je dolni mez).

e Vezmeme-li jakékoliv ¢islo ¢ vétsi nez a, pak uz to neni dolni mez (a je nejvétsi dolni mez). Tedy v M

najdeme prvek, ktery je mensi nez c.

Plati: Ma-li mnozina M nejvétsi (nejmensi) prvek, pak je tento prvek i supremem (infimem) mnoziny M .

Véta 1.2 (o supremu a infimu):

Necht M C R je neprdzdnd mnozina. Je-li M shora omezend, pak existuje supM € R. Je-li M zdola omezena,
pak existuje inf M € R.
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[ZMA15-P7]
1.4. Rozsifeni mnozZiny realnych d¢isel

nevlastni ¢&isla (hodnoty) ... (4)oo, —c0
R* = RU{+400,—00} ... rozSifena realna osa
Usporadani na R* — stejné jako na R, jen navic pfidavame

e —00 < +00,

e —0 < a, a < 4oo prokazdé ae€R

Neomezené intervaly (a €R)

o (—o0,a)={zeR|z<a}

o (—o0, ={zeR|z<a}

(o0, a)

o (a,4+0)={zeR|a<z}

o (a, +o)={zeR|a<z}

Okoli bodi +o0, —oc0 (K >0)
o Ug(+00) = Ug(+0) = Pg(+00) = P (+00) = (K, +00),
o Uk(-00) =Uj(~00) = Pg(~0) = Pf(~00) = (~00,~K)

Poznamka: Vsimnéte si, Ze vSechny intervaly i okoli, které uvazujeme, obsahuji pouze realna (tj. kone¢nd) cisla.

Aritmetické operace s nevlastnimi hodnotami (a € R)

Definujeme:
ea+ o0 =00 (=a— (—0)) a —o0 = -0 (= a + (—))
e 0+ =0 (=o00—(-x)) —00— 0 = —x (=-00 + (—))
oo pro a>0 —oo pro a>0
e a-0 a (700):
—o00 pro a<0 oo pro a<0
e 00 00 = (—00):(—00) = © 00+ (—o0) = —o0
+
. % = (+00) -a™! pro a#0 :I:aoo =0
Nedefinujeme:

e 00 —00, 00+ (—0)

e (£00)-0
. +o0 +o0 a
400’ 0’ 0

Definice:

Necht M C R je neprézdnd mnozina. Je-li M shora neomezend, pak pokldddme sup M = +oo, jeli M zdola
neomezena, pokladame inf M = —oo.

Poznamka: Kdybychom chtéli definovat supremum i pro prdzdnou mnozinu tak, aby mélo analogické vlastnosti jako v pripadé

mnozin neprazdnych (viz pozndmku za definici suprema a infima omezené mnoziny), museli bychom polozit sup § = —co. Infimum

prézdné mnozZiny by analogicky muselo byt definovano rovnosti inf () = +co. Prézdna mnozina by pak byla jedinou podmnozinou

redlnych éisel, kterd by méla vétsi infimum nez supremum.

Veronika Sobotikova, FEL CVUT Praha



[ZMA15-PS§]

Priklad 1.6: a) pro M ={-2,3,8,25,57} plati inf M = min M = —2, sup M = max M = 57; b) pro M =N
mame inf M =minM =1, supM = +o00; ¢) pro M:{17%|nEN} je inf M =minM =0, supM = 1;
d) pro M ={z|(3<z<6)Ve=10} plati inf M =3, sup M = max M = 10. (Srovnejte s Prikladem 1.3.)

1.5. Dodatky

Véta 1.3:

Jsou-li a, b redlnd ¢isla, a < b, pak v intervalu (a,b) lezi alespoli jedno racionélni ¢islo a alespoii jedno ¢&islo
iracionalni.  Specidlné mezi kazdymi dvéma racionalnimi ¢isly lezi alesponi jedno ¢islo iraciondlni a mezi kazdymi

dvéma iracionalnimi ¢isly lezi alespon jedno ¢islo racionélni.

Dusledek 1.4:

Jsou-li a, b redlnd ¢isla, a < b, pak v intervalu (a, b) leZi nekoneénd mnoho raciondlnich éisel a také nekonecné

mnoho ¢isel iraciondlnich.

Véta 1.5 (princip vnofenych intervalua):
a) Necht I, = (a,, bp), n=1,2,..., jsou takové uzaviené intervaly, ze pro vSechna n € N plati I,,41 C I,,.
o0
Pak ﬂ I, #0 (tj. vSechny intervaly I, maji spole¢ny alespori jeden bod).
n=1
b) Jestlize navic ke kazdému e > 0 existuje interval I takovy, Zze by —ap <& (atedyi bpy —am <& pro
o0
vSechna m > k), pak m I,, obsahuje jediny bod.
n=1
Poznamka: Ve Vété 1.5 je podstatné, ze intervaly I, jsou uzaviené. Napf. pro intervaly I, = (O,% Yy plati In41 C In,

zadny spolecny bod ale tyto intervaly nemaji.

Vzajemna poloha bodu a mnozZiny

e Bod a € R je vnitfnim bodem mnoziny M C R, jestlize existuje jeho okoli, které celé lezi v mnoziné M.

Ziejmé pak a € M. Mnozinu vSech vnitfnich bodt mnoziny M nazyvame vnitfek mnoziny M a znacime M°.

e Bod a € R je hraniénim bodem mnoziny M C R, jestlize kazdé jeho okoli ma neprazdny prinik jak s mnozinou
M, tak is jejim dopliikem R\ M, tj. kazdé okoli bodu a obsahuje alesponi jeden bod, ktery v M lezi, a alespon
jeden bod, ktery v M nelezi. Samotny bod a nemusi v M lezet. Mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoziny M
nazyvame hranice mnoziny M (a znacime OM ).

e Bod a € R je bodem uzavéru mnoziny M C R, jestlize v kazdém jeho okoli lezi alespon jeden bod mnoziny
M. Uzéavér mnoziny M znacime M. Ziejmé plati M = M° U OM.

e Bod a € R je hromadnym bodem mnoziny M C R, jestlize v kazdém jeho okoli lezi nekoneéné mnoho bodu

mnoziny M. To nastava pravé tehdy, kdyz v kazdém prstencovém okoli bodu a lezi alespori jeden bod mnoziny

M. Samotny bod a nemusi v M leZet.
Neékdy se hodi povolit, aby a bylo +0c0 nebo —oo, tj. a € R*. To udélame pti definici limity vzhledem k mnoziné.
e Bod a € R je izolovanym bodem mnoziny M C R, jestlize a € M a existuje jeho prstencové okoli, v kterém
nelezi zadny bod mnoziny M.

Je-li napf. I omezeny interval (libovolného typu) s krajnimi body a < b, ¢ > b a M = I U{c}, pak vnitinimi body mnoziny M jsou

pravé viechny body otevieného intervalu (a,b) a hrani¢nimi body jsou body a,b a ¢ (tj. M° = (a,b), M = (a, b) U {c}). Hromadnymi
body mnoziny M jsou vSechny body uzavieného intervalu (a, b). Mnozina M ma4 jediny izolovany bod c. (Nakreslete si obrazek.)

Mmnozina N vSech prirozenych ¢isel nemé zadny vnitini bod, vsechny jeji body jsou izolované. Je tvofena samymi hrani¢nimi body,

jejim jedinym hromadnym bodem v R* je +o00, v R Zadny hromadny bod nema.

Veronika Sobotikova, FEL CVUT Praha



