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Klasické propagováńı kovariančńı matice Motivace

Zpracováńı textury

(a) Původńı obraz (b) Detekovaná skrvna

(c) Původńı obraz (d) Detekovaná prasklina
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Klasické propagováńı kovariančńı matice Motivace

Model systému

hidden parameters

output data

error propagation

user specification

input data

quality

Y=F(X)

computational precision
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Klasické propagováńı kovariančńı matice Princip
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Klasické propagováńı kovariančńı matice Princip

Propagace kovariančńı matice

vstupńı data: X

výstupńı data: Y

explicitńı vztah: Y = F(X)

Propagace kovariančńı matice:

ΣY = JΣXJT

kde

ΣY . . . kovariančńı matice výstupńıch dat Y,

ΣX . . . kovariančńı matice vstupńıch dat X,

J . . . lineárńı operátor prvńıho řádu Taylorova rozvoje funkce F(X) v
okoĺı bodu X0.
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Klasické propagováńı kovariančńı matice Princip

Propagace kovariačńı matice - odvozeńı

explicitńı vztah: Y = F(X)
Taylor̊uv rozvoj v okoĺı bodu X0:

Y = Y0 +
∂F

∂X

∣∣∣∣
X0

(X− X0) + RY0

substituce:

δX = X− X0, δY = Y − Y0

J0 =
∂F

∂X

∣∣∣∣
X0

. . . Jakobián

δY = J0 · δX + RY0

δY · δYT = (J0 · δX + RY0)(J0 · δX + RY0)T = J0 · δX · δXT · JT0 + RYY0

ΣYY0
= 1/nΣn

i=1(δYi · δYT
i ) = 1/nΣn

i=1(J0 · δXi · δXT
i · JT0 ) =

= J0 · 1/nΣn
i=1(δXi · δXT

i )︸ ︷︷ ︸
ΣXX0

·JT0 = J0 ·ΣXX0
· JT0
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Př́ımé propagováńı chyby Princip
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Př́ımé propagováńı chyby Princip

Model datového toku

Input quantities

Output quantities

/
sin()

+

/

-

+ *

*-

*

-*

-
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Př́ımé propagováńı chyby Princip

Př́ımé propagováńı chyby

Odpadá zdlouhavé odvozeńı chybového modelu.

Substituce hodnot proměnných strukturami modelu chyby.

“Symbolická derivace” následovaná výpočtem.

Bodová analýza.

Výpočet okamžité chyby.

Lze hodnotit p̌resnost výpočtu.

Předpokládá dostupnost zdrojového kódu.

Chybový model jakéhokoliv hodnoty proměnné je vypočten pomoćı
chybových model̊u vstupńıch operandů operace.

Parametry chybových model̊u:

dáno,
určené p̌resnost́ı mě̌reńı,
určené p̌redchoźımi výpočty.
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Př́ımé propagováńı chyby Princip

Př́ımé propagováńı chyby - implementace

Založeno na p̌ret́ıžeńı operátor̊u v objektově-orientovaném kódováńı.

Přeṕınáńı mezi normálńım kódem a kódem propaguj́ıćı chyby.

C++ normálńı kód

typedef double RealT;

C++ kód propaguj́ıćı chyby

class RealT .......;

Př́ıklad

RealT x, a=3, b=5;

x = a + b;

Radek Mǎŕık (marikr@fel.cvut.cz) Statistické testováńı algoritmů December 18, 2014 12 / 38
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Př́ımé propagováńı chyby Variance

Propagace variance

Dána funkce g(x , y) dvou proměnných x a y s variancemi σ2
xx a σ2

yy a
kovarianćı σxy .

Variance hustoty chyb hodnot funkce

σ2
gg (x0, y0) = σ2

xx(∂g/∂x)2
∣∣
(x0,y0)

+ σ2
yy (∂g/∂y)2

∣∣
(x0,y0)

+2 σxy (∂g/∂x)(∂g/∂y)|(x0,y0)

Typické zjednodušeńı: σxy = 0

σ2
gg (x0, y0) = σ2

xx(∂g/∂x)2
∣∣
(x0,y0)

+ σ2
yy (∂g/∂y)2

∣∣
(x0,y0)
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Dána funkce g(x , y) dvou proměnných x a y s variancemi σ2
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Př́ımé propagováńı chyby Variance

Propagace variance

Základńı aritmetické operace a standardńı funkce:
Funkce Propagace variance

z = x + y σ2
zz = σ2

xx + σ2
yy

z = x − y σ2
zz = σ2

xx + σ2
yy

z = xy σ2
zz = y2

0σ
2
xx + x2

0σ
2
yy

z = x/y σ2
zz = (σ2

xx + x2
0/y

2
0σ

2
yy )/y2

0

z = x2 σ2
zz = 4x2

0σ
2
xx

z =
√
x σ2

zz = 1
4x0
σ2
xx

z = sin x σ2
zz = cos2x0 σ

2
xx

z = cos x σ2
zz = sin2x0 σ

2
xx

z = ex σ2
zz = e2x0 σ2

xx

z = ln x σ2
zz = 1/x2

0σ
2
xx

z = loga x σ2
zz = 1

(x0 ln a)2σ
2
xx

z = xy σ2
zz = (y2

0/x
2
0σ

2
xx + ln2x0 σ

2
yy ) x2y0

0
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Př́ımé propagováńı chyby Variance

Propagace variance - p̌ŕıklad

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
x

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

si
n(

x)
,  

va
r

Hodnoty funkce sin x pro argument s absolutńı chybou ±0.25.
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Př́ımé propagováńı chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max

Uzav̌rený interval reálných č́ısel nebo Interval

A = [amin, amax ]

= {t|amin ≤ t ≤ amax , amin, amax ∈ R}

I (R) . . . množina uzav̌rených interval̊u,

A,B,C , . . . ,X ,Y ,Z . . . intervaly z I (R).

Nechť ∗ ∈ {+,−, ·, :} je binárńı operace na množině reálných č́ısel R.
Jestliže A,B ∈ I (R), potom

A ∗ B = {z = a ∗ b|a ∈ A, b ∈ B}

definuje binárńı operace na I (R).
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Př́ımé propagováńı chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max - operace

Vstupńı hodnoty:

x ∈ [xmin, xmax ], y ∈ [ymin, ymax ]

Funkce Výstupńı Min/Max intervaly

z = x + y [xmin + ymin, xmax + ymax ]
z = x − y [xmin − ymax , xmax − ymin]
z = x · y [ min{xmin · ymin, xmin · ymax ,

xmax · ymin, xmax · ymax},
max{xmin · ymin, xmin · ymax ,

xmax · ymin, xmax · ymax}]
z = x/y [xmin, xmax ] · [1/ymax , 1/ymin]

Jestliže g(x) je spojitá unárńı operace na R, potom

g(X ) = [min
x∈X

g(x),max
x∈X

g(x)]

definuje unarńı operarci na I (R).
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Př́ımé propagováńı chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max - monotónńı unárńı funkce

rostoućı funkce gi (x):

[xmin, xmax ] =⇒ [gi (xmin), gi (xmax)]

klesaj́ıćı funkce gd(x):

[xmin, xmax ] =⇒ [gd(xmax), gd(xmin)]
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Př́ımé propagováńı chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max - nemonotónńı funkce

sin x s 10% relativńı chybou argumentu

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
x
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Př́ıklad
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Př́ımé propagováńı chyby Př́ıklad

Jednoduchý p̌ŕıklad

Funkce
f (x) = x + 10

Jej́ı implementace:

fimp(x) = (x · x − 100)/(x − 10).

Testován rozsah x : [0, 20] s krokem 0.01.
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Př́ımé propagováńı chyby Př́ıklad

Jednoduchý p̌ŕıklad - C++ kód

#include <iostream.h>

#include "StdType.hh"

int main(void)

{

for (RealT x=0; x<=20; x+=0.01){

if (x == 10) continue; // to avoid division by zero

cout << x << ’ ’ << (x*x -100)/(x-10) << ’\n’;

}

return 0;

}

StdType.hh:

typedef double RealT;

class RealT { ....... };
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Př́ımé propagováńı chyby Př́ıklad

Jednoduchý p̌ŕıklad - výsledek

Relativńı chyba 10% ve vstupńıch datech.

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0
x

0.0

10.0

20.0

30.0

40.0
f(

x)
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Př́ımé propagováńı chyby Př́ıklad

Detekce prasklin [SPK95]

Textura žuly s horizontálńı prasklinou.
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Př́ımé propagováńı chyby Př́ıklad

Výpočet DFT vzhledem k definici
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u
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(a) 0.1% výpočetńı chyba
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(b) p̌resnost procesoru - double
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Př́ımé propagováńı chyby Př́ıklad

Výpočet DFT podle modifikace (modulo)
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Princip
Variance
Min/Max chyba
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Propagace kovariančńı matice - implicitńı forma Definice

Propagace kovariančńı matice - implicitńı forma [Har94]

vstupńı data: X

výstupńı data: Y

vztah mezi Y a X je vyjáďren implicitńı skalárńı funkćı F (X,Y).

Definice úlohy: dáno X̂ = X0 + ∆X, určit Ŷ = Y0 + ∆Y tak, aby se
minimalizovala F (X̂, Ŷ) za p̌redpokladu, že Y0 minimalizuje F (X0,Y0).
Estimátor:

Σ̂∆Y = (
∂g

∂Y
(X̂, Ŷ))−1 ∂g

∂X
(X̂, Ŷ)Σ∆X

∂g

∂X
(X̂, Ŷ)T [(

∂g

∂Y
(X̂, Ŷ))T ]−1

kde

g(X0,Y0) =
∂F

∂Y
(X0,Y0)
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Propagace kovariančńı matice - implicitńı forma Př́ıklady

Jednoduchý p̌ŕıklad y = x2

Explicitńı propagace

Y = F(X)  y = x2

J =
∂F

∂X
= 2x

Σy2 =
∣∣ σ2

y

∣∣ =
∣∣ 2x

∣∣ ∣∣ σ2
x

∣∣ ∣∣ 2x
∣∣ =

∣∣ 4x2σ2
x

∣∣

Implicitńı propagace

F (X,Y)  F (x ; y) = (y − x2)2 · · ·minimalizace pro 1 bod

g =
∂F

∂y
= 2(y − x2)

∂g

∂y
= 2

∂g

∂x
= −4x

Σyy =
∣∣ σ2

y

∣∣ =
∣∣ 1/2

∣∣ ∣∣ −4x
∣∣ ∣∣ σ2

x

∣∣ ∣∣ −4x
∣∣ ∣∣ 1/2

∣∣ =
∣∣ 4x2σ2

x

∣∣
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Jednoduchý p̌ŕıklad y = x + q

Implicitńı propagace: y = x + q
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Statistická validace algoritmu 1 [Har94]

Testuje se, zda vypočtené odhady paťŕı do distribuce s danou sťredńı
hodnotou a kovariančńı matićı.

Hladina významnosti α.

Testovaná statistika φ̂.

Hodnota φ0 zaḿıtnut́ı hypotézy.

Postup:
1 urči správnou odpověd pro ideálńı p̌ŕıpad bez šumu,
2 pertubuj vstupńı data normálńım rozložeńım se nulou sťredńı hodnotou

a danou kovariančńı matićı,
3 propaguj analyticky odhady kovariančńı matici.
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Statistická validace algoritmu 2 [Har94]

Testovaná hypotéza: zda pozorováńı θ1, · · · , θN pocháźı z normálńıho
rozložeńı se sťredńı hodnotou θ̄ a kovariančńı matićı Σ.

Existuje uniformně nejsilněǰśı test

B =
N∑

n=1

(θn − θ̄)(θn − θ̄)T

Definujme

λ = (e/N)pN/2|BΣ1|N/2 × exp(−1

2
[tr(BΣ1) + N(θ̄ − θ)TΣ1(θ̄ − θ)])

Testovaná statistika:
T = −2 log λ

T distribuováno podle χ2
p(p+1)/2+p kde p je dimenze θ

Tα: Prob(χ2
p(p+1)/2+p ≥ Tα) = α
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