Statistické testovani algoritm{i

Radek Matik

CVUT FEL, K13132

December 18, 2014

Radek Maf¥ik (marikr@fel.cvut.cz) Statistické testovani algoritmil December 18, 2014



Obsah

0 Klasické propagovani kovarianéni matice
@ Motivace
@ Princip

@ P¥imé propagovani chyby
@ Princip
@ Variance
@ Min/Max chyba
@ P¥iklad

9 Propagace kovarianéni matice - implicitni forma
@ Definice
o Ptiklady
@ Validace algoritmii

Radek Maf¥ik (marikr@fel.cvut.cz) Statistické testovani algoritmil December 18, 2014 2 /38



Klasické propagovani kovarian¢ni matice Motivace
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Klasické propagovani kovarian¢ni matice Motivace

Zpracovani textury

£y

-(a) Pivodni obraz (b) Detekovana skrvna

(c) Pivodni obraz (d) Detekovand prasklina
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Klasické propagovani kovarian¢ni matice Motivace

Model systému

computational precision

input data

user specification Y=F(X) : output data

hidden pammeters

error propagation

quality
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Klasické propagovani kovarian¢ni matice Princip
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Klasické propagovani kovarian¢ni matice Princip

Propagace kovarian¢ni matice

@ vstupni data: X
@ vystupni data: Y
e explicitni vztah: Y = F(X)

Propagace kovarian¢ni matice:
Ty =JEx)’

kde

@ Xy ...kovarianni matice vystupnich dat Y,
@ X x ...kovarian¢ni matice vstupnich dat X,

e J .. .linedrni operdtor prvniho ¥adu Taylorova rozvoje funkce F(X) v
okoli bodu Xp.
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Klasické propagovani kovarian¢ni matice Princip

Propagace kovariaéni matice - odvozeni

explicitni vztah: Y = F(X)
Taylorlv rozvoj v okoli bodu Xp:
OF
Y=Y — X-X R
substituce:

X = X—Xo, dY=Y-Y,
OF

Jo - 67

... Jakobian
Xo

Y = Jo-6X+Ry,
Y -6YT = (Jo-0X+Ry,)(Jo-0X+Ry,)" =Jo-6X-6X" - 3] + Ryy,
Tvy, = 1/nZ01(6Y;-6Y])=1/nX7 1(Jo-6X;-6X] -I]) =
= Jo-1/nS01(6X; - 6XT) -3 =Jo- Exx, - I

-~

Txxg
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P¥imé propagovéni chyby Princip

@ P¥imé propagovani chyby
@ Princip
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P¥imé propagovéni chyby Princip

Model datového toku

Input quantities

/*~\
)

Output auantities
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P¥imé propagovéni chyby Princip

P¥imé propagovani chyby

Odpada zdlouhavé odvozeni chybového modelu.

Substituce hodnot proménnych strukturami modelu chyby.
“Symbolickd derivace” nasledovand vypo&tem.

Bodova analyza.

Vypocet okamZité chyby.

Lze hodnotit pfesnost vypoctu.

P¥edpoklada dostupnost zdrojového kédu.

Chybovy model jakéhokoliv hodnoty promé&nné je vypo&ten pomoci
chybovych modeli vstupnich operandl operace.

@ Parametry chybovych modeli:

e dano,

e urlené pFesnosti mé&fenti,

e urlené predchozimi vypocty.

Radek Maf¥ik (marikr@fel.cvut.cz) Statistické testovani algoritmil December 18, 2014 11 /38



P¥imé propagovéni chyby Princip

P¥imé propagovdani chyby - implementace

@ ZaloZeno na pretizeni operator(i v objektové-orientovaném kddovani.

@ Ptepinani mezi normalnim kédem a kédem propagujici chyby.

C++ normdlni kéd
typedef double RealT;

RealT x, a=3, b=b;
X = a + b;
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P¥imé propagovéni chyby Princip

P¥imé propagovdani chyby - implementace

@ ZaloZeno na pretizeni operator(i v objektové-orientovaném kddovani.

@ Ptepinani mezi normalnim kédem a kédem propagujici chyby.

C++ normdlni kéd
typedef double RealT

N
N
N
|

C++ kéd propagUﬂC|chyby

class RealT .......

RealT x, a=3, b=b;
X = a + b;
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P¥imé propagovéni chyby Variance

@ P¥imé propagovani chyby

@ Variance
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P¥imé propagovéni chyby  Variance

Propagace variance

Déana funkce g(x, y) dvou prom&nnych x a y s variancemi 02, a 0)2,}, a

kovarianci oy .

Variance hustoty chyb hodnot funkce

Uég(xoy}/O) = Uix(ag/ax)zkm,yo)
+ Uiy(ag/ay)zl(xo,yo)
12 ny(ag/ax)(ag/ay)|(Xo7)/0)
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P¥imé propagovéni chyby  Variance

Propagace variance

Déana funkce g(x, y) dvou prom&nnych x a y s variancemi 02, a 0)2,}, a

kovarianci oy .

Variance hustoty chyb hodnot funkce

Uég(xoy}/O) = Uix(ag/ax)zkm,yo)
+ J}20/(8g/8y)2’(xo,yo)
12 ny(ag/ax)(ag/ay)|(Xo,)/0)

Typické zjednoduSeni: o, =0

Oég(X07y0) = U)%X(ag/ax)2|(xo,y0) + o-)z/y(ag/ay)2|(xo,yo)
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P¥imé propagovéni chyby Variance

Propagace variance

Zakladni aritmetické operace a standardni funkce:

Funkce

Propagace variance

:X—|-y
:X—y
:Xy
=x/y

[T
s a9
< <82

X

N N N N N N N N N N N N
I |
- (73]
S 5
L x

aﬁz = (TXX + ayy

Jﬁz = J)%X + U)z,y

0% = Y505 + X507

O-gz - (Uxx +X0/y00 )/yO
07, =Gy,

02 = 550

O'gz = C052X0 O')2(X

02, =sin’xp 02,

07, = eP0 o

0%, =1/x50%,

O-gz = WUXX

ng = (yO XOGxx + In X0 Uyy)XO
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P¥imé propagovéni chyby Variance

Propagace variance - ptiklad

1.0

0.5 B

o
o
T
i

sin(x), var

-1.0 ' X
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

X

Hodnoty funkce sin x pro argument s absolutni chybou +0.25.
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P¥imé propagovéni chyby Min/Max chyba

@ P¥imé propagovani chyby

@ Min/Max chyba
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P¥imé propagovéni chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max

Uzavieny interval redinych Cisel nebo Interval

A = [aminvamax]

{t|amin <t < amax; @min, Amax € R}

@ /(R) ... mnoZina uzavfenych intervali,
e AB,C,....X,Y,Z ...intervaly z I(R).

Necht x € {4, —,,:} je bindrni operace na mnoZin& redlnych &isel R.
Jestlize A,B € I(R), potom

AxB={z=axblac A be B}

definuje binarni operace na /(R).
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P¥imé propagovéni chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max - operace

Vstupni hodnoty:

X € [Xminvxmax]yy € [ymimymax]

Funkce Vystupni Min/Max intervaly
Z=X+Yy [Xmin + Yminy Xmax + }/max]
Z=X=Yy [Xmin — Ymax, Xmax — )/min]
Z=X-y [min{xmin * ¥Yminy Xmin * Ymax;
Xmax * ¥Yminy Xmax ,Vmax}v
maX{Xmin * Ymins Xmin * Ymax>
Xmax * Yminy Xmax * }/max}]
Z = X/y [XminaXmax] : [1/ymaX7]-/ymin]
Jestlize g(x) je spojitd undrni operace na R, potom

g(X) = [Lnei)rg g(x), r;nea;gg(X)]

definuje unarni operarci na I(R).
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P¥imé propagovéni chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max - monoténni undrni funkce

e rostouci funkce gj(x):
[Xmina Xmax] - [gi(Xmin)a gi(Xmax)]
@ klesajici funkce gy(x):

[Xmina Xmax] — [gd (Xmax)a 8d (Xmin)]
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P¥imé propagovéni chyby Min/Max chyba

Propagace chyby Min/Max - nemonoténni funkce

sinx s 10% relativni chybou argumentu

1.0

0.5 j

0.0

sin(x), min, max

_1.0 Il A
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
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P¥imé propagovéni chyby Ptiklad

@ P¥imé propagovani chyby
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P¥imé propagovéni chyby Ptiklad

Jednoduchy p¥iklad

Funkce
f(x)=x+10

Jeji implementace:

fimp(x) = (x - x — 100)/(x — 10).

Testovan rozsah x: [0,20] s krokem 0.01.
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P¥imé propagovéni chyby Ptiklad

Jednoduchy pfiklad - C++ kdéd

#include <iostream.h>
#include "StdType.hh"
int main(void)

{
for (RealT x=0; x<=20; x+=0.01){
if (x == 10) continue; // to avoid division by zero
cout << x << 7 7 << (x*x -100)/(x-10) << ’\n’;
}
return O;
}
StdType.hh:
o typedef double RealT;
o class RealT { ....... +
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P¥imé propagovéni chyby Ptiklad

Jednoduchy priklad - vysledek

Relativni chyba 10% ve vstupnich datech.

40.0

20.0

f(x)

0.0
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P¥imé propagovani chyby P¥iklad

[SPKO5]

Detekce prasklin

Textura Zuly s horizontalni prasklinou.
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P¥imé propagovéni chyby Ptiklad

Vypolet DFT vzhledem k definici

150.0

100.0 [ -

F(u), var, min, max

s50.0 -

0.0 2
200 10.0 0.0 100 20.0

(a) 0.1% vypo&etni chyba

H)

-20.0 -10.0 CXS) 10.0 20.0
u

(b) p¥esnost procesoru - double
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P¥imé propagovéni chyby Ptiklad

DFT podle modifikace (modulo)

150.0

100.0 [ -

F(u), var, min, max

s50.0 -

0.0
“20.0 “1o.0 0.0 10.0 20.0

(a) 0.1% vypo&etni chyba

10

10" = -

10 = -

H)

10

107
-20.0 -10.0 CXS) 10.0 20.0

u

(b) p¥esnost procesoru - double
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Definice
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Definice

Propagace kovarian&ni matice - implicitni forma "

@ vstupni data: X

@ vystupni data: Y

e vztah mezi Y a X je vyjad¥en implicitni skalarni funkci F(X,Y).
Definice dlohy: ddno X = Xg + AX, urgit Y = Yo + AY tak, aby se

minimalizovala F(X,Y) za ptedpokladu, Ze Yo minimalizuje F(Xo, Yo).

Estimator:

$ 98 ¢ v1-198 g ¢ g 98 ¢ )\ T1-1
£av = (B (%.9) 1 & N Eax B KV (K.¥))
kde oF
g(Xo,Yo) = W(XO’YO)
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

ni propagace
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

V.

Implicitni propagace
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

duchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = X 2x

V.

Implicitni propagace
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |op|=|2|| o7 || 2]

Radek Maf¥ik (marikr@fel.cvut.cz) Statistické testovani algoritmil December 18, 2014 32 /38



Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |opf=|2|| X || 2x | =] 4ok |
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |opf=|2|| X || 2x | =] 4ok |

Implicitni propagace

F(X,Y) ~  F(x;y) = (y — x?)?- - - minimalizace pro 1 bod
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |opf=|2|| X || 2x | =] 4ok |

Implicitni propagace

F(X,Y) ~  F(x;y) = (y — x?)?- - - minimalizace pro 1 bod
g = 5-=2y—x)
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |opf=|2|| X || 2x | =] 4ok |

Implicitni propagace

F(X,Y) ~  F(x;y) = (y — x?)?- - - minimalizace pro 1 bod
OF
& = 3 - 20y —x%)
g g
% - 9 % _ 4
dy ax X
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |opf=|2|| X || 2x | =] 4ok |

Implicitni propagace

F(X,Y) ~  F(x;y) = (y — x?)?- - - minimalizace pro 1 bod
OF
g = 3 =2(y —x%)
08 _ % _
@ = 2 o 4x
Ty = oy l=l12|] 4[| ok [| -4 | 1/2]
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy ptiklad y = x?

Explicitni propagace

Y = F(X) ~ y=x*
oF
J = a—xz2x
. = |opf=|2|| X || 2x | =] 4ok |

Implicitni propagace

F(X,Y) ~  F(x;y) = (y — x?)?- - - minimalizace pro 1 bod
_ OF _ 2
g = Biyi2(y x°)
08 _ % _
@ = 2 o 4x
Ty = oy l=ly2|] —ax|| ok [| -ax || 1/2 ] =] 4o |
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Explicitni propagace: g =y — x
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Explicitni propagace: g =y — x
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Explicitni propagace: g =y — x
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Explicitni propagace: g =y — x

)= | & &=
Ty = ‘Ucﬂ:
2 -1
= 1| 2w |-
= }—aﬁ—i—axy, —ny+a)2/|’_11‘:
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Explicitni propagace: g =y — x

)= | & &=
Ty = ‘Ucﬂ:
o2 o -1
- 127 2|7
= | =02+ 0y, —ny+a)2/|’_11‘:

= ‘ +U§—axy—axy+a§ {:
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Explicitni propagace: g =y — x

2 2=l 1]
7 |-

o2 o —1
|2 ]|

2 2
—0yx t0xy, —0Oxy + oy | ’

2 2
TOx — Oxy —Oxy + 0, {:

a2 — 20xy + 0)2, ‘
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Implicitni propagace: y = x+ g

F(X,Y) ~ F(x,y:q) = (y — x — q)?- - - minimalizace pro 1 bod
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Implicitni propagace: y = x+ g

F(X,Y) ~ F(x,y:q) = (y — x — q)?- - - minimalizace pro 1 bod
g = 0F/0g=-2(y—x—q)
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Implicitni propagace: y = x+ g

F(X,Y) ~ F(x,y:q) = (y — x — q)?- - - minimalizace pro 1 bod
g = 0F/0g=-2(y—x—q)
og/oqg = 2 0g/ox =2 0g/dy = =2
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Implicitni propagace: y = x+ g

F(X,Y) ~ F(x,y:q) = (y — x — q)?- - - minimalizace pro 1 bod
g = 0F/0g=-2(y—x—q)
og/oqg = 2 0g/ox =2 0g/dy = =2
-1 Oy Ox 2 -1
B = ldl=l2M2 20| & || G127
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Propagace kovarianni matice - implicitni forma Ptiklady

Jednoduchy p¥iklad y = x + g

Implicitni propagace: y = x+ g

F(X,Y) ~ F(x,y:q) = (y — x — q)?- - - minimalizace pro 1 bod
g = 0F/0g=-2(y—x—q)
og/oqg = 2 0g/ox =2 0g/dy = =2
2
. 2 | —il _ Ox Oxy 2 -1
B = ldl=l2M2 20| & || G127
o2 oy 1
- ‘1’ _1‘ o 02y 1|
Xy y
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[Har94]

Statistickd validace algoritmu 1

Testuje se, zda vypoctené odhady patfi do distribuce s danou stfedni
hodnotou a kovarianéni matici.

Hladina vyznamnosti a.
Testovana statistika (;3

Hodnota ¢g zamitnuti hypotézy.

Postup:
@ urdi spravnou odpovéd pro idedlni p¥ipad bez Sumu,
@ pertubuj vstupni data normalnim rozloZenim se nulou stfedni hodnotou
a danou kovarianéni matici,
© propaguj analyticky odhady kovarian¢ni matici.
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[Har94]

Statistickd validace algoritmu 2

@ Testovana hypotéza: zda pozorovani 6y, --- ,0y pochazi z normélniho
rozloZeni se stfedni hodnotou 6 a kovarianéni matici .

@ Existuje uniformné nejsiln&jsi test

N
B=> (0n—0)(0,—0)"
n=1
Definujme

X = (e/NYPN/2|BEY N2 exp(—%[tr(BZl) FN@—0)TE(G - 0)))

@ Testovanad statistika:

T =—2log\
o T distribuovdno podle Xiza(p+1)/2+p kde p je dimenze 6
o Ty Prob(xi(p+1)/2+p > Ty) =«
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