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Specializovany predmét na pravdépodobnost a statistiku teprve prijde.
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Pravdépodobnost (nejistota) je viude

>
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Pravdépodobnost srazek zitra je 70%.

Jakou mam Sanci vyhrat v loterii?

Mam pozitivni test na nemoc X, jsem opravdu nemocny?
Svédectvi jsou X, Y, a Z, je obvinény vinen?
Nezaméstnanost se zménila o X, jaka bude inflace?

Jak se bude vyvijet cena akcii?

Vybrana akce je X, o kolik se robot pohne?

Jaka je pravdépodobnost, ze na fotce je osoba XY?

Jak dlouho mi bude trvat cesta, kdyz pojedu tramvaji?

> ...

Potfebujeme matematicky popis . ..
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Co se nauc¢ime

» Nahodny vs. deterministicky pokus
» Nahodny jev jako jeho vysledek; prostor jevii

» Nahodna proménna a jeji ocekavana hodnota
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(Nahodny) pokus, jev
Pokus :
» Zjednodusené: pozorovani néjaké vlastnosti svéta

» Déj Ci procedura, ktera

> miize byt libovolnékrat konzistentné opakovana a
> ma jednoznaéné definovanou mnozinu moznych vysledka.

» Deterministicky pokus ma jediny mozny vysledek.

v

Nahodny pokus ma vice moznych vysledka.

v

Nezname vysledek pred vykonanim nahodného pokusu. Po pokusu, je vie jiz jasné,
nejistota mizi.

A
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> miize byt libovolnékrat konzistentné opakovana a
> ma jednoznaéné definovanou mnozinu moznych vysledka.

» Deterministicky pokus ma jediny mozny vysledek.
» Nahodny pokus ma vice moznych vysledka.

» Nezname vysledek pred vykonanim nahodného pokusu. Po pokusu, je vse jiz jasné,
nejistota mizi.

A\ Nahodny jev je vysledek nahodného pokusu.

Jaka je pravdépodobnost nahodného jevu?
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Nahodny pokus: Jeden hod hraci kostkou

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jeva :

ORORO,
® ® ©®

Nahodné jevy (vysledky pokusi) :
> A-¢islo 6, P(A) =7
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Nahodny pokus: Jeden hod hraci kostkou

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jeva :

ORORO,
® ® ©®

Nahodné jevy (vysledky pokusi) :
> A-¢islo 6, P(A) =7

» B - liché cislo, P(B) =7

» C - Cislo vétsi nez 2, P(C) =7
» D - Cislo vétsi nez 6, P(D) =7

Think twice, DALL-E!
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(Nahodné) jevy

Elementarni jevy jsou vsechny mozné, vzajemné se vylucujici vysledky néjakého experimentu.
Mnozinu elementarnich jevii oznac¢me S.

Nahodny jev A je jakakoli podmnozina mnoziny elementarnich jevi, A C S.

experimentu, pro ktery mazeme rozhodnout,

zda nastal & nikoli. SQ

» Jev A nastal, pokud vysledek experimentu patfi OAO O Q
do A.

> Jevem je jakykoli vyrok o vysledku Q O O Q

O OO
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Nahodny pokus 1: Hazime trikrat minci (Head/Tails)

(Nahodny) Jev — vysledek nahodného pokusu
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Notes
Pro vypocet velikosti prostoru vsech elementarnich jevii nékdy poslouzi vhodny model. Tady napf. to maze byt

n—bitové binarni Eislo.

Vyjdéme z mnoziny elementarnich jeva - HHH, HHT,... , TTT.

Je pravdépodobnost nékterého elementarniho jevu vétsi nebo mensi nez u ostatnich? Je to tak vzdy?

Jak definovat jevy A, B, C? Neslo by jev C definovat snaze, pomoci mnozinovych operaci a jinych elementarnich

jeva?
Jaka je jejich pravdépodobnost? Jak by se dala spocitat P(C) pomoci jiz znamych psti?
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A 32
B 23
c2-3

D o
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D o

(Nahodné) Jevy :

» A-3x panna (hlava), P(A) =7

» B - 3x stejny symbol, P(B) =7
» C - alespon jeden orel (tail), P(C) =7 ...
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Pro¢ nam nestaci pracovat pfimo s jevy?

Pokus: hodime tfikrat minci. Prostor elementarnich jevi:

S = {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT}

alespon jedna hlava — 7 prvki

Chceme popsat jevy jako:
» Padly pravé 2 hlavy = jev {HHT,HTH, THH}
» Padl sudy pocet hlav = jev {TTT,HHT,HTH, THH}
» Padlo vice hlav nez orli = jev {HHH,HHT ,HTH, THH}

Problém
1000 méfeni senzoru . ..) to je krajné nepraktické.
Potfebujeme zpiisob, jak jevy popsat Cislem.
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Nahodna velic¢ina je funkce — ale pro¢ se jmenuje velic¢ina?
Definujme funkei X: Formalni definice
Nahodna veli¢éina X na pravdépodobnostnim prostoru

X(s) = pocet hlav v s
(S, P) je funkce

seES X(s) X:8 =R
TTT 0
HTT, THT,TTH 1 ;.
HHT, HTH, THH 5 Proc se tedy rika ,velicina"?
HHH 3 Historicky diivod: X se chova jako &islo — miizeme ji
s€itat, nasobit, pocitat jeji priimér ...
Ale pred provedenim pokusu nevime, jakou hodnotu
@ X nabyde. Proto je ,,ndhodna".

@ Zdroj zameny:

X sama o sobé je deterministicka funkce.
Nahodnost prichazi ze vstupu — z vysledku pokusu s.

|
|
|
|
|
!
|

Notes
Toto je jadro celého konceptu. Napiste na papir velké: X : S -> R a feknéte: , X je stroj, ktery kazdému vysledku
pokusu pfiradi Cislo. Stroj je deterministicky. Nahodné je to, co do néj vlozime."
Analogie: vyska clovéka je deterministicka funkce ¢lovéka. Ale pokud vybereme nahodného ¢lovéka z populace,
vyska se stane nadhodnou velic¢inou.

Pojem ,nahodna veli¢ina" pochazi z doby, kdy nebylo bézné myslet v pojmech funkci a zobrazeni. Dnes bychom

fekli ,ndhodna funkce" nebo ,méritelnd funkce", ale historicky nazev zistal.



T¥i véci, které X mize znamenat

Zapis Co to je Priklad

X Cela funkce X : S = R .Pocet hlav pri
(pred pokusem) hodu 3 mincemi"

X(s) Konkrétni hodnota funkce pro vysledek s X(HTH) =2

(po pokusu)

P(X = k) Pravdépodobnost jevu P(X=2)= %
{seS: X(s) =k}

Spravné Pozor — Casté chyby
»Nahodna veli¢ina X nabyva hodnoty 2 X = 2 neni pravda/nepravda —
s pravdépodobnosti %." je to jev (mnozina vysledk).
Zapis: P(X =2) =3 X(s) je ¢islo, X je funkce —

nejsou to totéz!
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Notes
Klicovy bod: X = 2 se tvari jako rovnice, ale ve skuteCnosti je to zkraceny zapis za jev — mnozinu vsech s, pro
ktera X(s) = 2. Je to totéz jako P(A) kde A= {HTH, HHT, THH}.
Cviceni na misté: jaka je mnozina elementarnich jevii pro P(X > 2) Pak ukazte, ze P(X >= 2) = P(X=2) +
P(X=3) =3/8 +1/8 =1/2.




Priklady nahodnych velicin
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Priklady nahodnych velicin

Doba jizdy z domova do skoly.
Cekaci doba na autobus.

Pocet zakaznikdl v obchodé dany den.
Srazkovy whrn.

Pocet chyb v programu.

vVvyVvYyVvyYyvyy
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Diskrétni nahodna velic¢ina

Nahodna velicina X je diskrétni , pokud hodnoty X(s) pres viechny s € S tvofi bud
» kone€nou mnozinu hodnot aj, as, ..., a,, nebo

» nekonecnou, ale spo€etnou mnozinu ay, ap, .. .

Probability mass function

o
N
R e )

a---e
A-----e
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Nakreslete si jak to vypada pro experiment hodu tfemi mincemi a X(s) = pocet hlav.
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Probability mass function

Pravdépodobnosti funkce (rozdéleni pravdépodobnosti) 10
diskrétni n.v. X je funkce px definovana jako 08

x ()

px(x) = P(X =x) = P({s € S : X(s) = x}).

R T )

A-----e
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Nakreslete si jak to vypada pro experiment hodu tfemi mincemi a X(s) = pocet hlav.



Spojitd nahodna velic¢ina — prehled
Nahodna velicina X je spojita, pokud existuje funkce fx : R — R>q takova, Ze pro kazdy
interval (a, b):

b
P(a< X <b) = / e (x) dx.
a
fx se nazyva hustota pravdépodobnosti (probability density function, PDF).

Klicové vlastnosti:

» fx(x) > 0 pro vsechna x x
oo X
> / fx(x)dx =1 b)
e -2 0’ 2
» P(X = x) =0 pro kazdé konkrétni x X
13/27
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Je dobré si uvédomit, ze ne vse je diskrétni. Nemusime rozumét integralim do hloubky — staci intuice, ze PDF je
~hustota" a plocha pod kfivkou je pravdépodobnost. Uvazmé: P(X = x) = 0 je prekvapivé, ale logické. Pro¢? Pro
MDP a RL v tabulkovém pfipadé nam postaci diskrétni pfipad, ale v robotice se spojitym stavovym prostorem se

setkame velmi brzy.
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Priklady: doba jizdy tramvaji, namérena vzdalenost, 3um senzoru.
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Stredni (ocekavana) hodnota nahodné veliciny

EIX]= ) x-P(X=x)

XESX
PFikIad' Hod kOStkOU, X = (v:fslo na kOStce-
EX]=1-242-14... 16

o=
I
w
o1
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Notes

Klicova véta pro expectimax: ,maximalizujeme ocekavanou odménu." Linearita expectace je jeden z nejuzitecnéj-
sich nastrojii v ML/RL
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EIX]= ) x-P(X=x)

XESx

Priklad: Hod kostkou, X = ¢&islo na kostce.

EX]=1-2+2-24--4+6-:=35
Vlastnosti:
» E[rl=r, E[X+s]=rE[X]+s
> E[X + Y] =E[X]+ E[Y] (linearita, vzdy plati)
> E[X - Y]=E[X]-E[Y] (pouze pro nezavislé X, Y')
A
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> E[X - Y]=E[X]-E[Y] (pouze pro nezavislé X, Y')

A\ Proé¢ nas stedni hodnota zajima?
Stredni hodnota je nejlepsi jednociselny odhad vysledku pred provedenim pokusu —
minimalizuje stfedni kvadratickou chybu.
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Stredni hodnota — soucet dvou kostek
Soucet obou kostek: S = X; + X5

Xi\X2 |1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Primy vypocet (zdlouhavy):

252

Linearita — mnohem rychlejsi!

E[S] = E[X1 + Xz] = E[X1] + E[Xg] =35+35=7

Linearita plati vzdy — Xy, Xo nemusi byt nezavislé.
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Literatura, dalsi zdroje

Klasické ceské ¢teni [2], na domaci strance https://cmp.felk.cvut.cz/ ~navara/stat/ mnoho

dalsich zajimavych studijnich materiala.

[1] Joseph K. Blitzstein and Jessica Hwang.

2]

[3]

Introduction to Probability.
CRC Press, 2nd edition, 2019.
http://probabilitybook.net/.

Mirko Navara.

Pravdépodobnost a matematicka statistika.
CVUT v Praze, Praha, 2007.
https://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/.

N. Silver.
Signal a sum.
Paseka, 2014.

Notes
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Zbytek prezentace pouzijte dle potreby . ..
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Jevy a jejich kombinace
Diilezité jevy:
> Jisty jev : S, 1

» Nemozny jev : (), 0

18/27

Notes
Je to velmi podobné jako vyrokova logika: ,,Pfi hodu kostkou hodim ¢&islo 5 nebo 6", ,,Nehodim liché €islo, ani
¢islo 6."

Vyrokovou logiku lze k popisu jevii pouzit misto mnozin, je to ekvivalentni popis. Je dobré ale oboji nemixovat.



Jevy a jejich kombinace
Diilezité jevy:
> Jisty jev : S, 1

» Nemozny jev : (), 0

Kombinace jevii:
> Konjunkce (AaB):ANB

» Disjunkce (A nebo B): AUB

> Jevopatnyk A:A°=S\A

» A= B:ACB

> Jevy neslucitelné : Ay,...,A,: A =0
i<n

> Jevy po dvou nesluditelné = vzajemné se vyluCujici :
Al .. A Vi e {1, ..., n}, i;éjiA;ﬁAj:(b
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Uplny systém jevt

Uplny systém jevii je kazda mnozina jevil By, ..., B, které se vzajemné vylucuji a soucasné

UBi=Ss.
i=1

» Mnozina elemenarnich jevi S je z definice aplny systém jevi.
> Jevy {C, C°} tvori aplny systém jevi: CNC° =0 and CUCE=S.

19/27

Notes
Pro¢ je aplny systém jevi dilezity koncept?

Protoze vime, ze vysledkem experimentu je pravé jeden z jevi v Gplném systému. Pro¢?
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> Jevy {C, C°} tvori aplny systém jevi: CNC° =0 and CUCE=S.
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Notes

., Bp, které se vzajemné vylucuji a soucasné
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Pro¢ je aplny systém jevi dilezity koncept?
Protoze vime, ze vysledkem experimentu je pravé jeden z jevi v Gplném systému. Pro¢?



Interpretace pravdépodobnosti

Frekventisticka :

» Relativni Cetnost jevu po mnoha opakovanich ndhodného pokusu.

Bayesovska :
» Stupen diivéry v to, ze jev nastane.

» Umoznuje nam priradit pravdépodobnosti k vyrokiim typu “kandidat A vyhraje volby” nebo
“podezrely X je vinen”, ackoli nemiizeme opakovat stejné volby nebo stejny zlocin stale
dokola.
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Notes




Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

Pro jakoukoli platnou pravdépodobnostni funkci musi platit:
> P(A) € (0,1) (z definice)
P(0)=0; P(S)=1 (axiomy)
P(A%) =1— P(A)
Pokud A C B, pak P(A) < P(B)
Pokud A C B, pak P(B\ A) = P(B) — P(A)
Pokud AN B =0, pak P(AU B) = P(A) + P(B) (aditivita)
P(AuUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)

vVvyVvyVvyyvyy
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Notes

Dikazy ponechame specializovanéjsimu predmétu. Intutivni nahled se snadno ziska kreslenim raznych variant

oblazkovych svétd, ¢i Vennovych diagrama.



Priklad 3: Pravdépodobnost ¢asti

Vybereme-li z populace ndhodné jednoho €Elovéka, pak pro néj plati:
» Trpi nemoci X a je mladsi 18 let s pravdépodobnosti 0.01.
» Trpi nemoci X a je mu/ji mezi 18 a 65 lety s pravdépodobnosti 0.05.
> Trpi nemoci X a je starsi 65 let s pravdépodobnosti 0.09.

Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrany ¢lovéek ma nemoc X?
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Vlastnostni pravdépodobnostni funkce (pokr.)

Pokud je {Bi,...,Bp} Gplny systém jevd, pak

pro jakykoli jev AC S o O
B, ©

P(A):zn:P(AﬂB,-).
O[O
O

Konkrétné, pro tplny systém jeva {C, C}

3.0
P(A) = P(ANC)+ P(ANCe).
B, A

O]O O
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Notes




Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!
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Notes
U Cerpadel bychom napriklad chtéli, aby byla pripojena k riznym zdrojam elektfiny. IdeaIné treba i riznym zdrojem

energie.



Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!

Jevy A a B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

P(ANB) = P(A)- P(B).
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Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!
Jevy A a B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

P(ANB) = P(A)- P(B).
Jsou-li A a B nezavislé, pak

» P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B),
> a pary A, B a A°, B a A¢, B€ jsou také nezavislé.
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Notes

U Cerpadel bychom napriklad chtéli, aby byla pripojena k riznym zdrojam elektfiny. IdeaIné treba i riznym zdrojem
energie.



Nezavislost jevi: hod dvéma mincemi

» A - na prvni minci padla hlava
» B - na druhé minci padla hlava

» C - na mincich padly riizné symboly

25/27
Notes
Kazda dvojice jevil z A, B, C je nezavisla. Ale trojice (A, B, C) nezavisla neni.
Mohou byt dvojice (A, A) a (A, A°) nezavislé?
Kdy pro (A, A) plati, ze P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)?
Kdy pro (A, A°) plati, ze P(AN A°) = P(A)P(A°) = P(A)(1 — P(A))?




Nezavislost jevi: hod dvéma mincemi

» A - na prvni minci padla hlava
» B - na druhé minci padla hlava

» C - na mincich padly riizné symboly

Které skupiny jevii jsou nezavislé?
A Zzadna skupina jevii
B dvojice (A, B), (B, C), (A, C)
C dvojice (A, B), (B, C), (A, C) i trojice (A, B, C)
D pouze trojice (A, B, C)
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Notes

Kazda dvojice jevil z A, B, C je nezavisla. Ale trojice (A, B, C) nezavisla neni.

Mohou byt dvojice (A, A) a (A, A°) nezavislé?
Kdy pro (A, A) plati, ze P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)?
Kdy pro (A, A%) plati, ze P(AN A°) = P(A)P(A°) = P(A)(1 — P(A))?



Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

> P(S|B) =1, P(0|B) = 0.

> P(A|A) =1, P(A°|A) =0.

» Pokud B C A, pak P(A|B) =1.

» Pokud P(AN B) =0, pak P(A|B) = 0.

> Pokud A1, ..., A, jsou vzajemné se vyluCujici jevy, pak P (U A;
i=1

> Jevy A, B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz P(A|B) = P(A)

(pokud je P(A|B) definovana).

B) = Z P(Ai|B).
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Véta o tplné pravdépodobnosti
Necht Bi, ..., B, je Gplny systém jevii vzhledem k S (tj., B; jsou vzajemné neslucitelné a jejich

sjednocenim je S§) s P(B;) > 0 pro viechna /.
Pak

P(A) :zn:P(AﬂBi) ZZH:P(A\Bi)'P(Bi)
i—1 i—1

° 5, O] Op
OlollO
O @]
104

olloNe

27/27
Notes




	Introduction
	Náhodná veličina
	Literatura
	Conditional Probability

