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Pravdépodobnost (nejistota) je viude

VYV VYV VVYVY

Pravdépodobnost srazek zitra je 70%.

Jakou mam Sanci vyhrat v loterii?

Mam pozitivni test na nemoc X, jsem opravdu nemocny?
Svédectvi jsou X, Y, a Z, je obvinény vinen?
Nezaméstnanost se zménila o X, jaka bude inflace?

Jak se bude vyvijet cena akcii?

Vybrana akce je X, o kolik se robot pohne?

Jaka je pravdépodobnost, ze na fotce je osoba XY?

Jak dlouho mi bude trvat cesta, kdyz pojedu tramvaji?

> ...

Potfebujeme matematicky popis . ..
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Co se nauc¢ime

» Nahodny vs. deterministicky pokus
» Nahodny jev jako jeho vysledek; prostor jevii

» Nahodna proménna a jeji ocekavana hodnota
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(Nahodny) pokus, jev
Pokus :

>
>

>

>

» Nezname vysledek pred vykonanim nahodného pokusu. Po pokusu, je v3e jiz jasné,

A

Zjednodusené: pozorovani néjaké vlastnosti svéta
Déj ¢i procedura, ktera
P> mize byt libovolnékrat konzistentné opakovana a

> ma jednoznaéné definovanou mnozinu moznych vysledka.

Deterministicky pokus ma jediny mozny vysledek.

Nahodny pokus ma vice moznych vysledka.

nejistota mizi.
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> ma jednoznaéné definovanou mnozinu moznych vysledka.

» Deterministicky pokus ma jediny mozny vysledek.

» Nahodny pokus ma vice moznych vysledka.

» Nezname vysledek pred vykonanim nahodného pokusu. Po pokusu, je v3e jiz jasné,
nejistota mizi.

A\ Nahodny jev je vysledek nahodného pokusu.

Jaka je pravdépodobnost nahodného jevu?
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Nahodny pokus: Jeden hod hraci kostkou

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jeva :

ORONO,
® ® ©®

Nahodné jevy (vysledky pokusi) :
> A-¢islo 6, P(A) =7
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Nahodny pokus: Jeden hod hraci kostkou

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jeva :

ORONO,
® ® ©®

Nahodné jevy (vysledky pokusi) :
> A-¢islo 6, P(A) =7
» B - liché ¢islo, P(B) =7
» C - Cislo vétsi nez 2, P(C) =7
» D - Cislo vétsi nez 6, P(D) =7

Think twice, DALL-E!
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(Nahodné) jevy

Elementarni jevy jsou vsechny mozné, vzajemné se vylucujici vysledky néjakého experimentu.
Mnozinu elementarnich jevii oznacéme S.

Nahodny jev A je jakakoli podmnozina mnoziny elementarnich jevi, A C S.

» Jev A nastal, pokud vysledek experimentu patfi

do A. A

» Jevem je jakykoli vyrok o vysledku O
experimentu, pro ktery mazeme rozhodnout,

zda nastal & nikoli. SQ

O
0100
OO0
O OO
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Nahodny pokus 1: Hazime trikrat minci (Head/Tails)

(Nahodny) Jev — vysledek nahodného pokusu
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Nahodny pokus 1: Hazime trikrat minci (Head/Tails)
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Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jevi . Jak je velka?
A 32
B 23
c2-3

D o
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Nahodny pokus 1: Hazime trikrat minci (Head/Tails)
(Nahodny) Jev — vysledek nahodného pokusu

Prostor (mnozina!) S vSech elementarnich jevi . Jak je velka?
A 32
B 23
c2-3

D o
(Nahodné) Jevy :

» A-3x panna (hlava), P(A) =7

» B - 3x stejny symbol, P(B) =7

» C - alespon jeden orel (tail), P(C) =7 ...
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Pro¢ nam nestaci pracovat pfimo s jevy?

Pokus: hodime tfikrat minci. Prostor elementarnich jevi:

S ={HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT }

alespon jedna hlava — 7 prvki

Chceme popsat jevy jako:
» Padly pravé 2 hlavy = jev {HHT,HTH, THH}
» Padl sudy pocet hlav = jev {TTT,HHT,HTH, THH}
» Padlo vice hlav nez orli = jev {HHH,HHT ,HTH, THH}

Problém

1000 méfeni senzoru . ..) to je krajné nepraktické.

Potfebujeme zpiisob, jak jevy popsat Cislem.
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Nahodna velic¢ina je funkce — ale pro¢ se jmenuje velic¢ina?

Definujme funkci X:

X(s) = pocet hlav v s

se8

TTT
HTT, THT,TTH
HHT,HTH, THH

HHH

>
W N = O
N—r

Formalni definice
Nahodna veli¢éina X na pravdépodobnostnim prostoru
(S, P) je funkce

X:S —=R.

Proc se tedy rika ,velicina"?

Historicky diivod: X se chova jako &islo — mizeme ji
sCitat, nasobit, pocitat jeji priimér ...

Ale pred provedenim pokusu nevime, jakou hodnotu
X nabyde. Proto je ,,ndhodna".

Zdroj zameny:
X sama o sobé je deterministicka funkce.
Nahodnost prichazi ze vstupu — z vysledku pokusu s.



T¥i véci, které X mize znamenat

Zapis Co to je Priklad

X Cela funkce X : S = R .Pocet hlav pri
(pred pokusem) hodu 3 mincemi"

X(s) Konkrétni hodnota funkce pro vysledek s X(HTH) =2
(po pokusu)

— A ; _ _ 3

P(X = k) Pravdépodobnost jevu P(X=2)=3
{seS: X(s) =k}

Spravné Pozor — Casté chyby

»Nahodna veli¢ina X nabyva hodnoty 2 X = 2 neni pravda/nepravda —

! je to jev (mnozina vysledk).
X(s) je €islo, X je funkce —
nejsou to totéz!

s pravdépodobnosti
Zapis: P(X =2) =

W colw
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Priklady nahodnych velicin
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Priklady nahodnych velicin

Doba jizdy z domova do skoly.
Cekaci doba na autobus.

Pocet zakaznikdl v obchodé dany den.
Srazkovy whrn.

Pocet chyb v programu.

vVvyVvYyVvyYyvyy
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Diskrétni nahodna velic¢ina

Nahodna velicina X je diskrétni , pokud hodnoty X(s) pres viechny s € S tvofi bud
» konecnou mnozinu hodnot ay, as, ..., a,, nebo

» nekonecnou, ale spo€etnou mnozinu ay, ap, .. .

Probability mass function

o
N
R T )

a---e
Ae-----e
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» konecnou mnozinu hodnot ay, as, ..., a,, nebo
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Probability mass function
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Diskrétni nahodna velic¢ina

Nahodna velicina X je diskrétni , pokud hodnoty X(s) pres viechny s € S tvofi bud

» konecnou mnozinu hodnot ay, as, ..., a,, nebo

» nekonecnou, ale spo€etnou mnozinu ay, ap, .. .

Podpora (Support) n.wv. X: Sx ={x € R: P(X =x) >0} = {a1, az, ..

Pravdépodobnosti funkce (rozdéleni pravdépodobnosti) 10
diskrétni n.v. X je funkce px definovana jako 08
px(x) = P(X =x) = P({s € S : X(s) = x}). 3;“

3

Probability mass function
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Spojitd nahodna veli¢ina — prehled
Nahodna velicina X je spojita, pokud existuje funkce fx : R — R>q takova, Ze pro kazdy
interval (a, b):

b
P(a< X <b) = / fre(x) dx.
a
fx se nazyva hustota pravdépodobnosti (probability density function, PDF).

Klicové vlastnosti:

» fx(x) > 0 pro vsechna x x
&) X
> / fx(x)dx =1 b)
— L e -2 07 2
» P(X = x) =0 pro kazdé konkrétni x X
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Spojitd nahodna veli¢ina — prehled
Nahodna velicina X je spojita, pokud existuje funkce fx : R — R>q takova, Ze pro kazdy
interval (a, b):
b
P(a< X <b) = / fre(x) dx.
a

fx se nazyva hustota pravdépodobnosti (probability density function, PDF).

Klicové vlastnosti:

» fx(x) > 0 pro vsechna x x
&) X
> / fx(x)dx =1 b)
— L e -2 07 2
» P(X = x) =0 pro kazdé konkrétni x

Priklady: doba jizdy tramvaji, namérena vzdalenost, 3um senzoru.
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Stredni (ocekavana) hodnota nahodné veliciny

EIX]= ) x-P(X=x)

x€Sx

Priklad: Hod kostkou, X = ¢&islo na kostce.

EX]=1-2+2-14--+6-

1
6

35
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Stredni (ocekavana) hodnota nahodné veliciny

EIX]= ) x-P(X=x)

XESx

Priklad: Hod kostkou, X = ¢&islo na kostce.

EX]=1-2+2-24--4+6-:=35
Vlastnosti:
> E[rl]=r, E[X+s]=rE[X]+s
> E[X + Y] =E[X]+ E[Y] (linearita, vzdy plati)
> E[X - Y]=E[X]-E[Y] (pouze pro nezavislé X, Y')
A
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Stredni (ocekavana) hodnota nahodné veliciny

EIX]= ) x-P(X=x)

XESx
Priklad: Hod kostkou, X = &islo na kostce.
EX]=1-2+2-24--4+6-:=35

Vlastnosti:
> E[rl]=r, E[X+s]=rE[X]+s
> E[X + Y] =E[X]+ E[Y] (linearita, vzdy plati)
> E[X - Y]=E[X]-E[Y] (pouze pro nezavislé X, Y')

A\ Proé¢ nas stedni hodnota zajima?
Stredni hodnota je nejlepsi jednociselny odhad vysledku pred provedenim pokusu —
minimalizuje stfedni kvadratickou chybu.
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Stredni hodnota — soucet dvou kostek
Soucet obou kostek: S = X; + X5

Xi\X2 |1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Primy vypocet (zdlouhavy):

252

Linearita — mnohem rychlejsi!

E[S] = E[Xl + Xz] = E[X1] + E[Xg] =35+35=7

Linearita plati vzdy — X1, Xo nemusi byt nezavislé.
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Literatura, dalsi zdroje

Klasické ceské ¢teni [2], na domaci strance https://cmp.felk.cvut.cz/ ~navara/stat/ mnoho
dalsich zajimavych studijnich materiala.

[1] Joseph K. Blitzstein and Jessica Hwang.
Introduction to Probability.
CRC Press, 2nd edition, 2019.
http://probabilitybook.net/.

[2] Mirko Navara.
Pravdépodobnost a matematicka statistika.
CVUT v Praze, Praha, 2007.
https://cmp.felk.cvut.cz/~navara/stat/.

[3] N. Silver.
Signal a sum.
Paseka, 2014.
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Zbytek prezentace pouzijte dle potreby . ..
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Jevy a jejich kombinace
Diilezité jevy:
> Jisty jev : S, 1

» Nemozny jev : (), 0
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Jevy a jejich kombinace
Diilezité jevy:
> Jisty jev : S, 1

» Nemozny jev : (), 0

Kombinace jevii:
> Konjunkce (AaB):ANB

Disjunkce (A nebo B): AU B
Jevopacny k A: A=S\ A
A= B:ACB

| 2

| 2

| 2

> Jevy neslucitelné : As,....A,: N Ai=10
i<n

» Jevy po dvou neslucitelné = vzajemné se vylucujici :
At,.. A YL el .. n}, i #£ A;r\/v =0
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Uplny systém jevt

Uplny systém jevii je kazda mnozina jevil By, ..., B, které se vzajemné vyluéuji a soucasné
n

UB=S.
i=1

» Mnozina elemenarnich jevi S je z definice aplny systém jevi.
> Jevy {C, C°} tvori aplny systém jevi: CNC° =@ and CUCE =S.
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Uplny systém jevii je kazda mnozina jevil By, ..., B, které se vzajemné vyluéuji a soucasné
n

UB=S.
i=1

» Mnozina elemenarnich jevi S je z definice aplny systém jevi.
> Jevy {C, C°} tvori aplny systém jevi: CNC° =@ and CUCE =S.

Pro¢ je aplny systém jevi dilezity koncept?
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Interpretace pravdépodobnosti

Frekventisticka :

> Relativni Cetnost jevu po mnoha opakovanich ndhodného pokusu.

Bayesovska :
» Stupen diivéry v to, ze jev nastane.

» Umoznuje nam priradit pravdépodobnosti k vyrokiim typu “kandidat A vyhraje volby” nebo
“podezrely X je vinen”, ackoli nemiizeme opakovat stejné volby nebo stejny zlocin stale
dokola.

20 /27



Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

Pro jakoukoli platnou pravdépodobnostni funkci musi platit:
> P(A) € (0,1) (z definice)
P(0®) =0; P(S)=1 (axiomy)
P(A®) =1— P(A)
Pokud A C B, pak P(A) < P(B)
Pokud A C B, pak P(B\ A) = P(B) — P(A)
Pokud AN B =0, pak P(AU B) = P(A) + P(B) (aditivita)
P(AuB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)

vVvyVvyvyyvyy
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Priklad 3: Pravdépodobnost ¢asti

Vlybereme-li z populace ndhodné jednoho €lovéka, pak pro néj plati:
» Trpi nemoci X a je mladsi 18 let s pravdépodobnosti 0.01.
» Trpi nemoci X a je mu/ji mezi 18 a 65 lety s pravdépodobnosti 0.05.
» Trpi nemoci X a je starsi 65 let s pravdépodobnosti 0.09.

Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrany Elovék ma nemoc X?
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Vlastnostni pravdépodobnostni funkce (pokr.)

Pokud je {Bi,...,Bp} Gplny systém jevd, pak

pro jakykoli jev AC S o O
g, ©

P(A):zn:P(AmB,-).
O[O
O

Konkrétné, pro tplny systém jeva {C, C}

.10
P(A) = P(ANC)+ P(ANCe).
B, A

OO O
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Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!
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Nezavislé jevy

Vzpominate na Eerpadla u elektrarny? Chtéli bychom, aby byla nezavisla!
Jevy A a B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

P(ANB) = P(A)- P(B).
Jsou-li A a B nezavislé, pak

> P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(A) - P(B),
> a pary A, B a A°, B a A¢, B€ jsou také nezavislé.
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Nezavislost jevi: hod dvéma mincemi

» A - na prvni minci padla hlava
» B - na druhé minci padla hlava

» C - na mincich padly riizné symboly
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Nezavislost jevi: hod dvéma mincemi

» A - na prvni minci padla hlava
» B - na druhé minci padla hlava

» C - na mincich padly riizné symboly

Které skupiny jevii jsou nezavislé?
A Zzadna skupina jevii
B dvojice (A, B), (B, C), (A, C)
C dvojice (A, B), (B, C), (A, C) i trojice (A, B, C)
D pouze trojice (A, B, C)
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Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

> P(S|B) =1, P(0|B) = 0.

> P(A|A) =1, P(A°|A) =0.

» Pokud B C A, pak P(A|B) =1.

» Pokud P(AN B) =0, pak P(A|B) = 0.

> Pokud A1, ..., A, jsou vzajemné se vylucujici jevy, pak P (U A;
i=1

> Jevy A, B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz P(A|B) = P(A)

(pokud je P(A|B) definovana).

B) = Z P(Ai|B).
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Véta o tplné pravdépodobnosti

Necht Bi, ..., B, je Gplny systém jevii vzhledem k S (tj., B; jsou vzajemné neslucitelné a jejich
sjednocenim je S§) s P(B;) > 0 pro viechna /.
Pak

P(A) :zn:P(AﬂBi) ZZH:P(A\Bi)'P(Bi)
i—1 i—1

° 5Ol Op
OlollO
O @]
104

olloNe
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