OPT test 9.12.2025 Ptijmenti: Jméno:

Piiklady na této strance vyfreste. Odpovéd véetné struéného zditivodnéni vzdy napiste do pripravené
mezery. Odevzdava se pouze tento Cistopis (pfipadné koncepty ne).

1. (2 body) Jsou dany body (x;,yi,2;) € R3 i = 1,...,n, ulozené jako sloupce do matice X € R3*". Najdéte body

(2}, yl,2) € R i = 1,...,n (uloZzené podobné do matice X') lezici v roving prochazejici po¢étkem tak, aby vyraz
S (i —2)? + (yi — yi)* + (2 — 2/)?) byl minimalni. Napiste postup (posloupnost kroki, ale nema to byt pocitacovy

kéd), jak takové body najit.

Typicka tloha na prokladani bodd podprostorem.

Jeden zpisob feSeni: Najdeme hledanou rovinu (reprezentovanou bud orton. bazi nebo orton. bazi jejiho ortog. doplitku)
a pak na ni promitneme dané body:

a) Udélame redukované SVD X = USVT (nebo spektralni rozklad XX? = VAVT | coz d4 stejnou matici V).
b) Oznac¢ime sloupce matice V jako vi,vs,vs. Pak {vi,va} je orton. béze hledané roviny a vs je jeji normalizovany
normalovy vektor (orton. baze jejiho ortog. dopliiku).

¢) Promitneme body ve sloupcich X na tuto rovinu, tedy X' = PX kde P = [vy vo][vi wvo]"

= | — v3vl je ortog.
projektor na rovinu.

Druhé mozné feseni: tlohu formulujeme jako low-rank matrix approximation: minimalizuj ||X — X'|| z.p. rank X" < 2.
Reseni najdeme dle Eckart-Youngovy véty: spocteme (redukované) SVD X = USV? | vynulujeme nejmensi diag. prvek
matice S, a potom je X’ = USV7T.

2. (1 bod) Najdéte vzorec pro smérovou derivaci funkce f(x) = x” Ax (kde A nemusi byt symetrickd) v bodé b ve sméru v.
Protoze funkce f je diferencovatelnd na celém R™ (je to kvadr. forma), hledané smérova derivace je fy(b) = f/(b)v, viz véta
ze skript. Zpaméti zndme vzoredek pro totalni derivaci kvadr. formy: (x” Ax)" = xT (A + AT). Tedy f,(b) = bT (A + AT)v.

3. Méame funkci f(z,y) =y + 1 a mnozinu X = {(z,y) e R* |22 +y* =1, 2 +y >0}

a) (1 bod) Nadrtnéte mnozinu X a nékolik vrstevnic funkce f.
Mnozina X je pilka kruznice, nad pfimkou z+y = 0 (coz je pfimka jdouci poc¢étkem Sikmo z levo-hora do pravo-dola).
Vrstevnice f jsou vodorovné primky.

b) (1 bod) Najdéte vSechny extrémy funkce f na mnoziné X. U kazdého extrému urcete, zda je globalni/lokalni,
volny /vézany, minimum/maximum.
Z naértku (bez pocitani) vidime, ze tloha mé t¥i extrémy:

a) Globalni maximum v bodé (x,y) = (0,1) (nejvyssi bod piilkruznice).
b) Globélni minimum v bodé (z,y) = (1, —1)/v/2 (nejnizsi bod pulkruznice).
¢) Lokalni (ale ne globalni) minimum v bodé (x,y) = (—1,1)/v/2 (levy koncovy bod pilkruznice).

Vsechny extrémy jsou vdzané mnozinou X (funkce f nemé volné extrémy, tj. extrémy na R?).
4. Mame funkei f(z,y,2) = zyz.

a) (1 bod) Najdéte prvni derivaci (Jacobiho matici) funkce.
f'(z,y,2) = [yz xz wy]. Je to matice s jedinym fadkem, tj. z R1*3. Tedy pokud napisete (zy, zy, ry), je to chyba
neb to je vektor z R? (dle konvence z §2.2 skript).

b) (1 bod) Najdéte Tayloriv polynom prvniho stupné funkce v bodé (0, 1,2). Polynom zjednoduste (zjednoduSeni se

hodnoti).
Hledany polynom je Txlo(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x¢) kde jsme oznacili x = (x,y,2) a xg = (0,1,2). To je rovno
x
0+[2 0 0]|y—1]| =2z
z—2

5. (1 bod) Hleddme x € R spliiujici rovnost 2* — z = 5. Napiste vzorec pro iteraci Newtonovy metody pro tuto tlohu.
Uéebnicové pouziti Newtonovy metody na feseni soustav rovnic (zde jediné rovnice). Resime rovnici g(x) = 0 kde g(x) =
23—z — 5. Tterace bude z := z — g(z)/g'(z) = 2 — (2® — 2 — 5)/(32% — 1).
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Odpovédi na nasledujici kvizové priklady VYZNACTE DO TABULKY KRIZKY. V kazdém piikladu je
pravé jedna odpovéd spravné. Nechcete-li na n&jaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce nechte prazdny.
Chcete-li odstranit jiz vyznacéeny krizek, policko s krizkem zcela zapliite modrou barvou.

(Za spravnou odpovéd’ je 1 bod, za chybnou odpovéd minus ¢tvrt bodu, za chybéjici odpovéd’ 0 bodii.)
V kvizovych piikladech dole je vzdy prvni odpovéd spravna.

. Singularni &isla matice A € R>*® jsou 1, 0.4, 0.2, 0.2 a 0.1. Necht X € R5*8 je mezi vSemi maticemi hodnosti 2 ta nejblizsi

(ve Frobeniové normé) k matici A. Cemu je rovno ||A — X||, kde || - || zde zna¢i Frobeniobu normu?

(a) 0.3

Je to [|(0.1,0.2,0.2)|| = v/0.12 + 0.22 + 0.22 = 0.3, Euklid. norma vektoru jeho# slozky jsou tfi nejmensi singularni ¢isla.
To plyne z vyrazu (7.12) ve skriptech a ze vztahu vlastnich ¢isel matice XX a sing. &isel matice X. T¥eba rozmyslet.
(b) 0.5

(c) 0.25

(d) nelze z uvedenych tdaji uréit

(e) z4dné z uvedenych moznosti

. Vnitfek mnoziny { (z,y) € R* |22 +y* =1, z +y > 0} je mnozina

(a) prazdnéa

Protoze mnozZina je ¢ast kruznice (stejnd jako v jednom z pocitacich prikladi), dle definice vnitinich bodi (skripta) neméa
zadné vnitini body.

(b) {(z,y) € R2|m2+y2:1, r+y>0}

() {(z,y) eR? |22+’ <1, 2+y >0}

(d) {(z,y) eR? |22 +9> <1, 2+y>0}

(e) z4dné z uvedenych moznosti

. Necht n > 1. Funkce f: R" — R dand vzorcem f(x) = x’x mé& na mnoziné [—1, 1]"

(a) pravé jedno lokalni minimum a vice neZ jedno globalni maximum

Lok. minimum (zarovei je globélni, to ale tuto moznost nevylucuje) je v po¢atku, je volné. Globalni maxima jsou vazana,
ve vSech rozich hyperkrychle [-1,1]" = {x e R" | =1 < z; < 1 Vi}.

(b) pravé jedno lokalni minimum, vice neZ jedno lokdlni maximum a pravé jedno globdlni maximum

c¢) vice nez jedno lokalni minimum

()
(d)
)

sedlovy bod
(e) zadné z uvedenych moznosti
. Chceme dané body ay, ..., a,, € R2, tvofici sloupce matice A € R?*™, prolozit kruznici tak, aby soucet ¢tvercii vzdalenosti

bodu ke kruznici byl minimélni. Optimalni kruZnici lze nalézt takto:

(a) z4dna z uvedenych moznosti

Najit globalni optimum ulohy (a to je zde ukolem) je obtizné (jak pséno v navodu piislusné domaci tlohy), zadny z
jednoduchych postuptt nefunguje. Konkrétné, odpovédi (b,c) jsou uplné nesmysly, k (e) lze snadno najit protipiiklad
(body lezici na malém vyseku kruznice), (d) by znamenalo Ze lze pievést na linearni ilohu nejmensich ¢tverct.

b) Stied kruznice je levy singuldrni vektor matice A € R?*™ odpovidajici nejmensimu singuldrnimu é&islu.

—_

c) Stfed kruznice je levy singularni vektor matice A € R?*™ odpovidajici nejvétsimu singuldrnimu éislu.
(d) Ulohu lze pievést na tvar min, ||Pu — q|| kde P, q jsou jednoduché vyrazy obsahujici vektory ay,...,a,,.
(e) St¥ed kruznice bude v t&zisti bodu ay, ..., an.

. Necht x je stacionarni bod funkce f: R" — R, tedy f/(x) = 0. Necht Hessova matice f”(x) méa vSechna vlastni éisla

nezapornd a aspon jedno vlastni ¢islo nulové. Pak

(a) v bodé x funkce miize nebo nemusi mit lokalni minimum

Tato odpovéd (ve spojeni s otdzkou) presné (ve smyslu matematické logiky) znamend toto: existuje aspon jedna funkce s
uvedenymi vlastnostmi kterd ma v bodé x lok. minimum, a existuje aspoii jedna (jind) funkce s uvedenymi vlastnostmi
kterd nemda v bodé x lok. minimum. Toto tvrzeni dokdzeme, Ze najdeme piiklady (sta¢i funkce jedné proménné), napt.
f(z) = 2% a f(z) = 23. Motivace jsou podminky 2. fddu na volné extrémy (skripta).

(b) v bodé x mé funkce lokalni minimum

(¢) v bodé x neméd funkce lokalni minimum

(d) v bodé x mé funkce sedlovy bod

(e) vSechny smérové derivace funkce v bodé x jsou kladné

. Necht f,g: R™ — R jsou diferencovatelné funkce. Necht x* € R™ je lokaln{ extrém funkce f za podminky g(x) = 0. Pak

(a) zddna z uvedenych moznosti

(b) neplati kdyz V f(x*) # 0 a Vg(x*) = 0, coz nastane kdyz x* neni regularni bod funkce g (coz se v zadani nepfedpo-
klada).

(c) neplati kdyz Vg(x*) # 0 a V f(x*) = 0, coz nastane kdyz f méd v x* volny lok. extrém.
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. Ktera metoda je nejvhodnéjsi na hledani lokalniho minima funkce f(z,y) = (z + )% + (x — siny)? + (y + cos z)??

OPT test 9.12.2025 Ptijmenti: Jméno:

(d) neplati, neb x* mtize byt lok. extrém f za podm. g(x) = 0 i kdyz x* neni regularni bod ¢ (i kdyz tam nefunguje
metoda Lagr. multiplikdtord, my ale nepfedpokladame Ze musi fungovat)m viz priklady ve skriptech.
(e) neplati, neb to, zda je dany stacionarni bod lok. extrém vazany rovnosti, zévisi jak na u¢. funkci tak na omezeni

(urcité to neplyne z zaddné véty ve skriptech)

(b) Existuje A € R tak, ze V f(x*) = AVg(x*).

(c) Existuje A € R tak, ze Vg(x*) = AV f(x*).

(d) x* je regularni bod funkce g.

(e) Hessova matice f”(x*) je positivné nebo negativné semidefinitni.

29

(a) Gaussovu-Newtonovu metoda

Funkce je soucet ¢tvercti funkei, hodi se na ni tedy metoda na toto uréena (viz skripta). Newtonova a gradientni metoda
jsou také pouzitelné, ale maji pro tento typ funkci méné vyhodné vlastnosti (viz skripta a prednésky). Odpovéd (d) je
nesmysl, protoze soustava w = %@1’) = 0 nemé closed-form feSeni (neb bude obsahovat transcendentni funkce a
zarovel proménné x,y), zkuste si ji napsat a fesit!
(b) Newtonovu metoda

¢) gradientni metoda

(c)
(d) feSeni soustavy rovnic % = %‘Z’y) = 0 pomoci eliminace proménnych
)

I (e) zddn4 z uvedenych metod neni pouzitelna



