OPT test 4.11.2025 Piijmenti: Jméno:

Priklady na této strance vyreste. Odpovéd véetné struéného zdtivodnéni vzdy napiste do pripravené mezery.
Odevzdava se pouze tento Cistopis (pfipadné koncepty ne).

1. (1 bod) Mame soustavu rovnic
Cx=ATy, Ax=b

kde C je ¢tvercové, A je obdélnikové Sirokéd a x,y jsou neznamé vektory. Najdéte FeSeni soustavy. Zajimé nas jen hodnota
x, hodnota y nas nezajima a musime ho tedy ze soustavy eliminovat. Vysledek bude jediny vzorec pro vypocet x pomoci
A b, C, ktery neobsahuje y. Pfedpokladejte ptitom, Ze vSechny pot¥ebné inverze existuji.
Prvni rovnici piepiseme jako x = C"1ATy, coz je ekvivalentni tiprava, neb dle piedpokladu inverze C existuje a tedy C je reg-
ularni. Dosadime za x do druhé rovnice, vyjadiime y a dosadime zpét do rovnice pro x. Vysledek je x = C"*AT(AC~!AT)~1b.
2. Zkouméame zavislost vysky ditéte na vysce rodi¢t. Mame k dispozici vzorek této zavislosti pro n déti, tj. mame trojice
(vi,mi,0;) €R3 i =1,...,n, kde v; je viska ditéte, m; vyska jeho matky a o; vyska jeho otce. Zavislost jsme se rozhodli
modelovat regresni funkei v = a + bm + co + d(m? — 1) + e(0® — 1), kde v,m, 0 je po fadé vyska ditéte, jeho matky a jeho
otce. Hleddme optimalni parametry a,b, c,d,e € R této regresni funkce z danych dat ve smyslu nejmensich ¢tverct.

a) (1 bod) Tuto optimaliza¢ni tlohu zformulujte jako  min 2 f(a,b,c,d,e), tedy napiste vzorec pro ucelovou funkci f.
a,b,c,d,e€

Typické tloha linearni regrese: je f(a,b,c,d,e) = > [a+ bm; + co; + d(m? — 1) + e(0? — 1) — v;]%.
b) (1 bod) Ulohu fesime tak, Ze ji pfevedeme na feeni soustavy linedrnich rovnic. Napiste tuto soustavu v maticové formé.
Funkci f piepiSeme do maticového tvaru jako f(x) = [|Ax — b||?, kde

1 my o m%—l 0%—1
x=(a,bcde), A=|: = : by b=(v1,. )

2 2
1 m, o, m;—-1 o; —1

Dle véty ve skriuptech je x minimem této funkce pravé kdyz spliiuije normalni rovnici A”Ax = ATb.
3. Méame podprostor U = span{(1,2,0),(0,1,—1)} a vektor x = (—1,1,0).
a) (1 bod) Najdéte libovolnou bézi podprostoru U-.
Béze je napi. {(—2,1,1)}, najdeme fesenim homogenni linearni soustavy (1,2,0)"y =0, (0,1, -1)Ty = 0.
b) (1 bod) Najdéte ortogonalni projekci vektoru x na podprostor U-.
Necht y je normalizovany vektor tvofici bazi U+, tj. y = (—2,1,1). Pak projektor na U+ je P = % Ort. projekce

bodu x na Ut je tedy Px = yyy:; = %y. Vsimnéte si: vyhli jsme se explicitnimu vypoétu matice yy?, 1épe pouzit
asociativitu maticového nasobveni a nejdfive spocitat skalarni soucin x”'y.
Numericky: % = %, tedy kyzend projekce je %y = (-1, %, %)

¢) (1 bod) Najdéte vzdéalenost bodu x od podprostoru U.
To je deélka ortog. projekce na UL, tj. |[(=1,3,3)| = /3/2 = 6/2 = 3/V6.

4. Méme funkci f(x,y) = 22 — 2zy + 2y.

a) (1 bod) Napiste funkci ve tvaru f(x) = (x —xo)TA(x —xq) + a, kde x = (z,y) € R2, xg = (0, y0) € R?, matice A € R2*?2
je symetricka, a € R.
1 -1
Doplnénim na ¢tverec ziskdme xo = (1,1), A= 1 ol @= 1.
b) (1 bod) Najdéte minimum a maximum funkce f, pokud existuji. Pokud nékteré z nich neexistuje, napiste to.
Vlastni ¢isla A jsou %(1i\/5), tedy A je indefinitni (1ze zjistit i jingym zptisobem nez pies vliastnimi ¢isla), tedy stacionarni

bod je sedlo. Minimum ani maximum proto neexistuje.
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Odpovédi na néasledujici kvizové piiklady VYZNACTE DO TABULKY KRIZKY. V kazdém piikladu je
pravé jedna odpovéd spravnd. Nechcete-li na néjaky piiklad odpovédét, sloupec v tabulce nechte prazdny.
Chcete-li odstranit jiz vyznacéeny krizek, policko s krizkem zcela zapliite modrou barvou.

(Za spravnou odpovéd’ je 1 bod, za chybnou odpovéd minus ¢tvrt bodu, za chybé&jici odpovéd’ 0 bodii.)

V kvizovych prikladech dole je vzdy prvni odpovéd spravna.

. Mame soustavu rovnic (1 — a)Ax = By s nezndmymi x € R™, y € R” a a € R, kde A € R¥*™ a3 B € R**" jsou dané matice.

(a) Tato soustava neni linedrni. Je to soustava polynomialnich rovnic druhého stupné.

(b) Tato soustava neni linedrni. Neni to soustava polynomialnich rovnic.

(c) Tato soustava je linedrni homogenni.

(d) Tato soustava je linedrni nehomogenni.

(e) Z&dna z uvedenych moznosti.

Jednd se o polynomialni soustavu 2. stupné, neb leva strana kazdé rovnice ma monomy 1. stupné x; a monomy druhého
stupné (bilinedrni) —ax;. Kvili tém bilinedrnim ¢lentim soustava neni linedrni.

. Ktery z nésledujicich vyroki plati pro kazdou obdélnikovou tizkou matici A a kaZzdou ortogonalni matici B (s takovymi

rozméry, Ze sou¢in AB existuje)?

(a) rng(AB) = rng A

(b) rng(AB) C rng B

(c) null(AB) D nullA

(d) null(AB) = null B

(e) z4dné z uvedenych moznosti

Moznosti (a) a (b) nejdou uz kvili rozméram matic. Moznost (d) neplkati, protoze matice A je libovolna (napt. muze byt
nulovd).

. Line4rni zobrazeni f: R” — R™ nemuZe byt isometrie, jestlize

(a) n>m

(b) n.#m

(c)n<m

(d)n—l
) m

(e
Zobrazem f(a) = Ux je isometrie iff U m4a ortonormélni sloupce. Z toho plyne, Ze musi byt m > n.

. Optimalni hodnota tlohy max{ ||Cx||? | x € R",xTx = 1} pti dané matici C je rovna

(a) nejvétsimu vlastnimu ¢islu matice CT'C
(b) nejmensimu vlastnimu ¢islu matice CT'C
(¢) nejvétsimu vlastnimu ¢islu matice C
(d) nule

(e) z4dné z uvedenych moznosti

To je specidlni pfipad prokladanibodd podprostorem (PCA), v tomto pfipadé jednorozmérnym. Nebo muZeme napsat
|Cx||? = xT'CTCx a mame tlohu na nejmensi stopu s matici C*'C.

. Pro podprostory X = span{(0,1,0),(1,0,0)} a Y = span{(0,0,—2),(3,0,0)} plati

(a) X NY # {0}

(b) XY = {0}

()X 1Y

(d) Y = X+

(e) z4dné z uvedenych moznosti
Zjevné maji spoleény vektor (1,0,0).

. Je ddna matice A s linearné nezavislymi sloupci. Ortogonélni projektor na podprostor (rng A)~+

(a) 1 - A(ATA)1AT
(b) I — AAT

(c) AT(AAT)~1A

(d) (AATA)1AT)*

(e) z&dné z uvedenych moznosti

Projektor na rng A je P = A(ATA)~'AT | tedy projektor na (rng A)* je I — P (oboji je ve skriptech).

. Jsou dany A € R™*" a b € R™. Chceme najit minimum funkce f(x) = ||Ax — b|| jako x* = (ATA)~tATb. Bohuzel zjistime,

7e matice AT A je singularni. Co to znamen4?
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(a) Uloha mé nekoneény pocet optimalnich feseni, které jsou pravé feSenimi normélni rovnice AT Ax = ATb.
(b) Uloha nemé4 optimalni fegen.
(c) Uloha je nepiipustna.
(d) Uloha mé optimélni feseni, které ale nelze najit vyiesenim normalni rovnice AT Ax = ATb.
I (e) zddna z uvedenych moznosti
Véta ve skriptech iika, Ze x je minimum funkce f iff x je fesenim normalkni rovnice (soustava rovnic) ATAx = ATb a ta ma
vzdy fefeni (bez jakychkoliv podminek na A,b). Jelikoz je matice AT A singularni (tedy mé netrividlkni nulovy prostor) a
soustava ma FeSeni, soustava musi mit nekonecny pocet feseni.




