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Uloha s omezenimi ve tvaru rovnosti

Hledame extrémy funkce f: R” — R vazané rovnostmi
gi(x1,...,xn) =0, i=1,...,m

(m < n, ,méalo"), neboli g(x) =0.

Uloha

za podminek g(x)=0.

Predpokladame f, g spojité diferencovatelné.



A. KdyZ mame stésti, podafi se ndm z kazdé omezujici rovnice

vyjadrit jednu proménnou, dosadime ji a zbyde hledani volného
extrému funkce n — m proménnych. Nebo se ndm obecnéji podafi
prostor moznych feseni vyjadrit pomoci mensiho poctu jinych
volnych proménnych.

B. Kdyz Stésti nemame, pomizeme si jinak.



Vazebni podminky

Ve skuteCnosti nds nemusi zajimat zobrazeni g, ale mnozina vsech
pripustnych feseni Glohy s omezenimi ve tvaru rovnosti:

X={xeR"|g(x)=0}.

Tu lze popsat riznymi soustavami rovnic. Nezméni se, pokud
omezeni vynasobime regularni matici R na

Rg(x) =0.



Fyzikalni model alohy

Skalarni kritérium f si mizeme predstavit jako ,energii" nebo
.potencial®.

Jeho derivaci f' miZeme interpretovat jako ,silu”.

V optimu (tedy staciondrnim bodé) nas ,nikam netdhne".
(Nemame ,,setrvacnost".)!

Pridame-li omezeni, mlzeme se pohybovat jen v rdmci mnoziny X,
i kdyz nas derivace f' ,tahne" jinam.

Ve fyzice se to modeluje dalsi silou, kterou zpisobuji omezujici
podminky. Podminka gj(x) = 0 vytvafi slozku ve sméru gi(x), jejiz
velikost je uréena (Lagrangeovym) koeficientem \;.

V optimu ma byt ,vyslednice sil* nulova, tj.

0=""(x)+ Zm: Ngi(x) = F(x) + AT g (x), kde A = (A1,..., Am).
i=1

!Metoda sdruzenych gradientii néco jako ,setrvaénost" imituje.



afinni kritérium, afinni omezeni - neni co fesit,

obecné kritérium, afinni omezeni - to bude rozcvicka a
inspirace,

afinni kritérium, obecné omezeni - ponechame jako specialni
pripad nésledujiciho:

obecné kritérium, obecné omezeni - to je cil.



Specialni pfipad: afinni omezeni

Uloha
min f(x)
za podminek g(x)=Cx—-d=0,
kde Ce R™" d € R".
g'(x) = C, neboli Vg(x) =CT.
Tvrzeni

Pro kazdy lokalni extrém x této Glohy existuje A € R™ tak, ze

fl(x)+AT g'(x) =0, tj.
C
fl(x)=-ATC, neboli VF(x) = —CT X.



Vektor A bude (i v obecnéjsim pripadé) vektor Lagrangeovych
multiplikatord.

Jejich hodnoty poslouzi jen béhem vypoctu, na jeho konci nés
nezajimaji.

Na jejich znaménku nezalezi; mizeme si je vynasobit jakymkoli
nenulovym ¢&islem (i kazdy jinym).

Mohli bychom je i vynasobit reguldrni matici R a pouzit RA
misto A; mnozina feSeni takto upravenych omezeni se tim nezméni.



Jesté specialnéjsi pripad:

Uloha na nejmensi normu feSeni nehomogenni soustavy

Uloha
min f(x) =% |x||> = 3 x x,

za podminek g(x)=Cx—d=0.
Podminky optimality (s vyuzitim pfedchozich)

f(x)T=Vf(x)=-CTA, Cx=d.
N——

X

Ma-li C linedrné nezavislé radky, pak podminka optimality je
x =Ctd = CT(CC")!d (kolmy primét polatku; C* je prava
—_———

—
pseudoinverze).



Méneé specialni pripad:

Linearni tloha nejmensich ctverct s linedarnimi omezenimi

Uloha
min f(x) =% |[Ax—b|> =3 (Ax—b)" (Ax —b),

za podminek g(x) =Cx—-d=0.

Podminky optimality (s vyuzitim pfedchozich)

fl(x)T =-CT]X,
N——
ATAx—ATb
ATAx+C'A=ATb,
ATA CT ATb
cC 0 d

X

A




Metoda Lagrangeovych multiplikatora

Vyjdeme z linedrni aproximace vazebnich podminek

g(y) ~ g(x) +g'(x) (y — x) = g'(x) (y — x)

~~
0
=g(x)y-g(x)x=Cy-d.
~——"
o d
Jako dfive, zavedeme Lagrangeovy multiplikatory
A= (A1,...,Am) € R™ a budeme Fesit soustavu rovnic
f(x)+AT _C =0,
—~—
g'(x)

To lIze interpretovat také jako hledani stacionarnich bodi
(a volnych extrémii) Lagrangeovy funkce L: R™™ — R

L(x,A) == f(x) +ATg(x).
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Dvé interpretace Lagrangeovych multiplikatort

Lagrangeovy multiplikatory mizeme chépat jako
= argumenty Lagrangeovy funkce L: R™™ — R,
(x,A) = L(x,A) = f(x) + ATg(x),

kde (X,/\) = (Xl,...,X,,,)\l,...,)\m),
= parametry funkce *L: R” = R, x— M (x) = L(x, ).

L'(x, ) = (F(x) + ATg/(x), g(x)7),
M (x) = F1(x) + ATg/(x) .
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Rovnobézky a kolmice

Na obrazku je afinni projekce 3 silnic v roviné.
Dovedeme poznat, které jsou rovnobézné? Ano.
Dovedeme poznat, které jsou kolmé? Ne!

Zavér: Je jednoznacné, které sméry jsou te¢né k omezenim, ale
nikoli, které jsou k nim kolmé (normélové). Ty zavisi na volbé
soutadnic, v nichz Glohu fesime. Kolmost nemusi mit jasny

vyznam, pokud napf. nezndmé maji riizny fyzikalni rozmér. 12



Tecné vektory

X={xeR"|g(x) =0} je mnozina vSech pfipustnych Feseni.

Definice

Vektor t € R” je teény k mnoziné X v bodé x € X, pokud je v x
teCnym vektorem néjaké hladké krivky lezici v X.

Tecny prostor Ty := prostor vektorii tecnych k X v bodé x.

Vee Ty Vi:t L gi(x)T= Vgi(x),
jinak by t nebyl teény k vrstevnici funkce g;. Strucnéji

Ty C nullg'(x).

Casto je Ty linedrni (a obvykle dim T, = n — m), ale nemusf byt.
P¥iklad: g(x,y) = x-y v bodé (0,0); X=R x{0}U{0} xR = Ti.
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Lagrangeova funkce na

Necht funkce f: R" — R ma v x vazany extrém na X.
We Ty:v Ll f(x)T= VF(x),

jinak by ze smérii +v byl jeden vzestupny a jeden sestupny.

14



Lagrangeova funkce na

Necht funkce f: R" — R ma v x vazany extrém na X.
We Ty:vl f(x)T=Vf(x),

jinak by ze smérii +v byl jeden vzestupny a jeden sestupny.
Struengji Ty L f/(x)T, téz

Tx C null f'(x),
coz spolu s predchozim
Tx C nullg/(x),
dava
T € null(F/(x) + ATg/(x)) = null L' (x)

pro véechna A € R™. Tedy *(x) mé nulovou derivaci ve véech
smérech z te¢ného prostoru (i jeho lin. obalu).
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Prostor generovany gradienty omezeni

Gx == span{gi(x)7,..., & (x)T} = span{Vgi(x),..., Vgm(x)} =
= mgg'(x)" = mg Vg(x) =
={g(x)"A [ AR}
={veX|IAeR™:v=g'(x)TA} C T+.

Gy je linearni prostor parametrizovany Lagrangeovymi

multiplikatory.
dim Gy < m, Gy L Ty, tedy Gx C TXL, ale miize byt Gy ; TXL

(a to bude problém).
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Lagrangeova funkce na

Gr = 5pan{B ()7, ., (X)) = {£()TA| A € R} C T
Jestlize f'(x)T € Gy, pak pro v := —f'(x)T € G,
M (x) = /(x) + ATg/(x) = 0

pro néjaké A € R, AL mé nulovou derivaci ve vech smérech

te Tx,
v € Gy, a tedy i
T ct+dve Ty + Gy, c,deR.

Jestlize Ty + G, = R", pak Fedeni x je stacionarni bod funkce L.
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Regularni body

Odvodili jsme postup pro hledani vazanych extrém( v bodech
x € X={x € R"| g(x) = 0}, spliujicich Tx + Gx = R", kde

Ty = prostor vektor(i te¢nych k X v bodé x,

Gx = span{gi(x),.... g (x)T}.
Pottebnou podminku zformulujeme pro obecné body:
Definice
Bod x € R" je regulérni bod zobrazeni g: R" — R™, jestlize
zobrazeni g je v bodé x spojité diferencovatelné a Jacobiho
matice g'(x) ma linedrné nezavislé Fadky.

= Stadi pouze x, g.
= Nepottrebujeme f.

= Nestadi x, X.
18



Tecny a ortogonalni prostor

V reguldrnim bodé x € X zobrazeni g je:

= tecny prostor Ty = nullg'(x)

= ortogondlni prostor TXL = (nullg/(x))* = mgg'(x)T = Gy
nullg’(x) = (span{V¢ (x), ..., ng(x)})l

> X={x|gx)=0}={x[gi(x) = =gm(x) =0}

mgg' (x)7 = span{Vgi(x),...,Vgn(x)}
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Podminky prvniho fadu pro vazané extrémy

A(x) = L(x,A) = f(x) + ATg(x)

Véta
Necht funkce f: R” — R, g: R"” — R"™ jsou spojité
diferencovatelné v regularnim bodé x zobrazeni g. Jestlize x je
lokalni extrém funkce fza podminky g(x) = 0,,, pak existuje
A € R™, splfiujicl

M (x) = F/(x) + ATg/(x) = 0,

neboli

L(xA) = (F(x) + ATg(x), 8(x)T) = Onim.
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Podminky druhého ¥adu pro volné extrémy (opakovani)

Véta
Necht X C R", x € X je vnitfni bod mnoziny X a f: R” — R je
dvakrat diferencovatelnd v x. Je-li x stacionarni bod funkce f, pak:

" (x) je pozitivné definitni

ox
x je lokalni minimum
oK

f”(x) je pozitivng semidefinitni

Matice C je pozitivné definitni na linedrnim podprostoru Y, jestlize
vx € Y\ {0} :x"Cx > 0.
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Podminky druhého fadu pro vazané extrémy

Véta

Necht x € X a funkce f: R" — R, g: R" — R™ jsou dvakrat
diferencovatelné v x. Necht x je regularni bod zobrazeni g a
stacionarni bod Lagrangeovy funkce *L(x) = f(x) + ATg(x). Pak

A" (x) je pozitivné definitni na null g/(x)

b o#
X je vazané minimum f
b ox

)‘L//(x) je pozitivné semidefinitni na null g’(x)

kde " (x) = Lex(x,A) = 25 L(x,A) = F/(x) + 7, \igl(x).

Na Lya(xA) = 25L(x,A), Loa(x,A) = 525 L(x,A) nezélei. -



Co s body, které ?

V optimu musi byt ,vyslednice sil“ nulova.
Pokud Ty + Gy g R"= T, + TXL, potfebujeme jesté ,jinou silu”,
ktera to zajisti; je kolma na Ty, ale neni z Gy, takze Lagrangeovy
multiplikatory to neresi.
= Pokud je nereguldrnich bodd malo, vyzkousime je vSechny.
= Pokud je nékteré gi(x) = 0, zkusme ho rozlozit na soucin a
vysetrit kazdy Cinitel zvlast.
= Chybéjici te¢né vektory mizeme najit sami a zpracovat stejné
jako gradienty omezujicich funkci.

= Misto toho miizeme odvodit jiné omezujici funkce, uréujici

stejny obor X.
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Specialni pFipad: omezeni (opak.)

g(x)=Cx—d, g'(x) =C, Vg(x) =CT.

1.

Jsou-li Fadky matice C (neboli Vgi(x), ..., Vgmn(x)) linedrné

nezavislé, pak jsou vSechny body regularni.

Jsou-li fadky matice C (neboli Vgi(x),. ... Vgm(x)) linedrné
zavislé, pak neni Zadny bod regularni a zalezi na d:
= X = (): nenf co Yesit.
= X #(: mizeme z [C d] vynechat LZ ¥adky a pokraovat dle
bodu 1, nebo na to nedbat a fesit plivodni soustavu

f'(x) = AT C, neboli Vf(x) =CT A,
Cx=d.

(To pro nelinearni podminky nelze.)
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Prokleti dimenzionality

Pro velky pocet omezujicich funkci je tézké zajistit nebo ovérit
regularitu.

Mazeme doufat, Ze mnozina bodd, v nichZ je regularita porusena,

je ,ridka", takze i kdyZ pres ni projdeme, neziistaneme v ni.
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Alternativa: Metoda projektovanych gradientt

pripustny z X (,projekci na X), napt. pro

Xi={x|a<x<b}={x|Vie{l,...,n}:a < x< b},
Xo = {x [ [Ix[| < r},
Xz ={x|[}x]| = r}.

Pak miizeme sttidat kroky:

1. Postup ve sméru Vf(x) bez respektovani omezujicich
podminek.

2. Projekce na X.

Problém: V blizkosti extrému nas 1. krok zavadi dal od cile.
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