Graty — tkol 3

V tomto tikolu je naSim cilem charakterisovat eulerovské grafy.
Uloha 0.1. P¥ipometite si definice nasledujicich pojmdi:
1. Tah v grafu.
2. Uzavfeny tah.
3. Nakresleni grafu jednim tahem.
Definice 0.2. Graf nazveme eulerovskym, pokud lze nakreslit jednim uzavienym tahem.

Definice 0.3. Graf G = (V, E) nazveme sudym, pokud mé kazdy jeho vrchol v € V sudy
stupen.

1 Eulerovské grafy jsou souvislé a sudé

V této casti ikolu ukdZeme, Ze pro to, aby Sel graf nakreslit jednim uzavienym tahem, je
nutnou podminkou, aby byl souvisly, a aby mél kazdy jeho vrchol sudy stuper.

Uloha 1.1. DokaZte, Ze pro kazdy graf G plati:
Pokud je G eulerovsky, pak je souvisly a sudy.

Névod: G je eulerovsky, existuje tedy tah t, ktery prochazi vSemi jeho vrcholy a kaZdou
jeho hranu navstivi praveé jednou.

Souvislost Pripomerite si, Ze graf je souvisly, pokud mezi kazdymi jeho dvéma vrcholy
vede cesta. Z ¢eho plyne, Ze mezi kaZdymi dvéma vrcholy grafu G vede cesta? (Mi-
nindvod: mezi kaZdymi dvéma vrcholy grafu G vede tah, a proto i cesta. Formulujte
potfebné lemma a idedlné ho i dokaZte.)

Sudost Pro dany vrchol v odvod'te jeho stupen na zdkladé poctu vyskytt tohoto vrcholu v
tahu t.



2 Souvislé sudé grafy jsou eulerovské

V této ¢ésti tikolu ukdZeme, Ze souvislost a sudost grafu je postacujici podminkou pro to, aby
byl eulerovskym, tedy aby Sel nakreslit jednim uzavienym tahem.

Uloha 2.1. Mé&jme sudy graf G, necht vje vrchol grafu G a necht’ t je tah za¢inajici ve vrcholu
v. DokaZte, Ze pokud tah t jiZ nelze prodlouZit, pak t kon¢i ve vrcholu v.

Uloha 2.2. Necht' G je souvisly sudy graf, a necht’ t je tah v grafu G maximalni délky (to jest,
z&dny tah v grafu G nemd délku vétsi, neZ mé t). Ozna¢me pocatecni (a soucasné i koncovy)
vrchol tahu t jako v.

1. UkaZte, Ze kdyby existoval né&jaky vrchol u, ktery neni obsaZen v t, existoval by tah

delsi nez t. (Navod: vyuzijte souvislosti grafu G k ,napojeni” vrcholu u na néjaky
vrchol tahu t, tam tah t rozpojte a prodluZte.)

2. UkaZte, Ze kdyby tah t obsahoval vSechny vrcholy grafu G, ale ne v8echny hrany grafu
G, pak by existoval tah delsi neZ t. (Ndvod: hrana neleZici v tahu t vede mezi dvéma
vrcholy, které v tahu t obsaZeny jsou — tah t vhodné rozpojte a prodluzte.)
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