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Myslenka na dnesni prednasku

e Budeme pracovat s dotazy na rozsah, typicky nas bude zajimat
minimum nebo soucet z rozsahu hodnot

e Vhodnou organizaci dat dosdhneme lepsiho ¢asu béhu nez naivnim
pristupem



SEGMENTOVY STROM



Range Minimum Query

Definice Méjme pole A, range minimum query je dotaz na hodnotu

RMQ(i,j) = mln Ak



Priklad




Naivni pristup




Naivni pristup

e Naivni p¥istup spociva v po&itani minima linedrnim prichodem - O(1)
konstrukce, ale @(n) dotaz

e Alternativou je predpoditat viechny intervaly, pak je O(1) dotaz, ale
O(n?) konstrukce

e Chtéli bychom néjaky kompromis - segment tree



Segmentovy strom organizuje data podobné jako halda

Kofen obsahuje minimum celého intervalu

Levy podstrom obsahuje minimum levé poloviny

Pravy podstrom minimum pravé poloviny

Rekurzivné se tato vlastnost opakuje

Listy obsahuji konkrétni prvky
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Vyhody a nevyhody segmentového stromu

e Strom Fesi range query v O(logn)

Konstrukce v ©O(nlogn)

Elegantni implementace, pokud uklddame podobné, jako haldu

Vyhody se projevi, pokud potfebujeme provadét zmény pole



Segmentovy strom (S. Halim)

class SegmentTree { // the segment tree is stored like a heap array
private: vector<int> st, A; int n;
int left (int p) { return p << 1; } // same as binary heap operations
int right(int p) { return (p << 1) + 1; } // p indexes the node in the tree
void build(int p, int L, int R) { // 0(n)
if (L == R) // as L == R, either one is fine
st[p] = L; // store the index
else { // recursively compute the values
build (left(p) , L , (L + R) / 2);
build(right(p), (L + R) / 2 + 1, R );
int pl = stl[left(p)], p2 = stlright(p)l;
st[p]l = (Alp1] <= A[p2]) ? pl : p2;
o}
int rmq(int p, int L, int R, int i, int j) { // 0(log n)
if (i > R || j < L) return -1; // current segment outside query range
if (L >= i && R <= j) return st[pl; // inside query range
// compute the min position in the left and right part of the interval
int p1 = rmq(left(p) , L , (L+R) / 2, i, j);
int p2 = rmq(right(p), (L+R) / 2 + 1, R , i, j);
if (pl == -1) return p2; // if we try to access segment outside query

if (p2 == -1) return pl; // same as above
return (A[p1] <= A[p2]) ? pl : p2; } // as in build routine
public:
SegmentTree (const vi &_A) {
A = _A; n = (int )A.size(); // copy content for local usage
st.assign(4 * n, 0); // create large enough vector of zeroes
build(i, 0, n - 1); } // recursive build
int rmq(int i, int j) { return rmq(l, O, n - 1, i, j); } // overloading



SPARSE TABLE




Pokud je pole statické?

e Pokud je pole statické a neméni se po volani funkce build, jsou
segmentové stromy neoptimalni

e Existuje efektivnéjsi feSeni pomoci dynamického programovani s
konstrukci v O(nlogn) a query v O(1)
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Sparse Table

e Pro kazdou mocninu dvou, které se vejde do délky pole si prepocteme
minimum ze vSech intervalid této délky

e Mame pole st[i] [j], které udava
RMQ(j,j+2' —1)

e Pole ma tedy délku n krat log(n)
e Konstrukce je rekurzivni v @(nlogn)

e Dotaz je v O(1) - najdeme maximalni mocninu 2¢, které se vejde do
intervalu, pak

RMQ(L, R) = min{st[L][L + 2" — 1], st[R — 2 + 1][R]}.

e Pro updates nepraktické - museli bychom ménit vice nez logn polozek
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Priklad
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FENWICK TREE (BINARY INDEXED TREE)




Range Sum Query

Definice Méjme pole A, range sum query je dotaz na hodnotu
J

RSQ(i,j) = Y Ar.

k=i
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Pro¢ ne segmentové stromy?

e Sparse table Ize pro souéty snadno pouzit, jen query je v @(log(n))
e Pro soulty je ale zbyte¢né komplikovany - jednodusSim fesenim je

Fenwicklv strom

e Segmentovy strom se vyplati, pokud potfebujeme slozitéjsi operace,

Vv s

napfiklad pFi¢ist hodnotu k celému rozsahu

e Fenwickiiv strom je naopak neefektivni pfi pocitani minima - pouziva
prefixové sumy, kde pro minimum neni inverzni operace jako odecitani
ke scitani.
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Fenwick Tree (Binary Indexed Tree, BIT)

o Fenwickilv strom kéduje soucty na podintervalech

e Na indexu /&islujeme od 1/ i je suma

> 4

k=i—LSB(i)+1

e Polozka LSB(i) vraci index nejméné signifikantniho bitu
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Priklad
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Dotaz na hodnotu

e Pro vypocet prefix-sum dotazu, tj. RMS(0, ) ndm postadi s¢itat
maximalné log j hodnot

Vyuzijeme binarniho zapisu j
Za kazdou jednotku v bindrnim zépisu pfi¢teme jedno Cislo
Trik: LSB(i) = i&(—1)

e Divod: —i je bitova negace i, k niz pricteme 1
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Priklad
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Jak na RSQ)

o Postali odedist od sebe

RSQ(i,j) = RSQ(0,5) — RSQ(0,i —1).
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e Musime updatovat vSechny segmenty, které zahrnuji souc¢asnou
hodnotu

o Opét skateme pres LSB
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Fenwick Tree (S. Halim)

class FenwickTree {
private: vector<int> ft;
public: FenwickTree(int n) { ft.assign(m + 1, 0); } // init n + 1 zeroes
int rsq(int b) { // returns RSQ(1, b)
int sum = 0; for (; b; b -= LSOne(b)) sum += ft[b];
return sum;
} // note: LSOne(S) (S & (-8))
int rsq(int a, int b) { // returns RSQ(a, b)
return rsq(b) - (a == 1 ? 0 : rsq(a - 1));
}
// adjusts value of the k-th element by v (v can be +ve/inc or -ve/dec)
void adjust(int k, int v) { // note: n = ft.size() - 1
for (; k < (int)ft.size(); k += LSOne(k)) ft[k] += v;

};

int main() {
int £[] = { 2,4,5,5,6,6,6,7,7,8,9 }; // m = 11 scores
FenwickTree ft(10); // declare a Fenwick Tree for range [1..10]
// insert these scores manually one by one into an empty Fenwick Tree
for (int i = 0; i < 11; i++) ft.adjust(£[il], 1); // this is 0(k log n)
printf ("%d\n", ft.rsq(1, 1)); // 0 => ft[1] = 0
printf ("%d\n", ft.rsq(1, 2)); // 1 => ft[2] = 1
printf ("%d\n", ft.rsq(1, 6)); // 7 => ft[6] + ft[4] =5 + 2 =7
printf ("%d\n", ft.rsq(1, 10)); // 11 => ft[10] + ft[8] = 1 + 10 = 11
printf ("%d\n", ft.rsq(3, 6)); // 6 => rsq(l, 6) - rsq(l, 2) =7 - 1
ft.adjust (5, 2); // update demo
printf ("%d\n", ft.rsq(l, 10)); // now 13

} // return 0;
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