Elektromagnetické pole v prikladech

Vojtéch Neuman

Listopad 2025






Obsah

1

Matematika
1.1 Vektorova algebra . . . . . . . . .
1.1.1  Zakladnioperace . . . . . . . . e
1.1.2 Souradnice vektoru vacibézi . . . ... ... ...,
1.2 Vektorovaanalyza . . . . . . . . . . .
1.2.1 Polohové vektory . . . . . . . . .
1.2.2 Vektorové pole . . . . . . .
1.2.3 Soufadnice, vektory a diferencidly . . . . . . . .. ... ...
1.3 Diferencidlni operdtory . . . . . . .
1.3.1 Gradient . . . .
1.3.2 DIVergencCe . . . . . . . .
1.3.3 Rotace . . . .
1.3.4 LaplaceQv operdtor . . . . . . . . . . ..,
1.3.5 Diferencidlniidentity . . . . . . . . ..
1.4 Integralnipolet . . . . . . . .
1.4.1 Jednoduchéintegraly . . . . . . . . . . . . ...
1.4.2 Konvolu¢niintegraly . . . . . . . . . . . .
1.4.3 Integrace vektorovéhopole. . . . . . . . . . . ...
1.4.4 Soufadnicové substituce . . . . . ... ...
1.4.5 Kfivkové integraly prvniho typu . . . . . . . . . ...
1.4.6 Krivkové integraly druhéhotypu . . . . . . . . ... ...
1.4.7 Plosné integraly prvniho typu . . . . . . . . . ... ...
1.4.8 PloSnéintegraly druhéhotypu . . . .. . . . . ... ... ... ... ...
1.49 Integralniidentity . . . . . . . . .
1.5 Shrnuti . . .
Elektrostatické pole
2.1 Vypocletpole . . . .
2.1.1 Né&bojrovnomérné rozlozenynakouli. . . . ... ... .. . ... ... ... .
2.1.2 Vlivinformace o systému na vypoclet kapacity . . ... . ... ... ... ....
2.2 Princip superpozice a metoda zrcadleni . . . . . . ...
2.2.1 Valcovy vodi¢ nad zemnirovinou . . . ... ... ...
2.3 Materidlové vliastnosti . . . . . ..,
2.3.1 Kapacita vrstveného kapacitoru . . . . . . . . ...

Stacionarni proudové pole

3.1

Vypocet odporu dvou elektrod z kulovych vrchlikG . . . .. .. ... .. ... ... ...

Magnetostatické pole

4.1

4.2

Vypocet magnetického pole . . . . . .
4.1.1 Proud rovnomérné rozlozenyve valci . . . ... ... ... ... ... ...
4.7.2 Proud na kruhové smyCce . . . . . . ..
Silové plsobeniv magnetickém poli . . . . . . . . ...

o1 01 O

~

10
17
12
19
19
21
23
26
27
28
28
29
30
31
34
35
37
38
40
41

43
43
44
51
55
56
59
60

67
67



OBSAH



Kapitola 1

Matematika

Pro studium elektromagnetického pole potfebujeme znat zadkladnikoncepty z matematické ana-
lyzy a algebry. Nasledujici sekce obsahuji opakovani nejdilezitéjsich pojmd, které nas v prdbéhu
pfedmétu elektromagnetické pole potkaji. Matematické identity uvedené v samostatném sou-
boru zde maji svlj dodatecny kontext. Zvolené znaceni bylo zvoleno jako kompromis mezi mate-
matickymi pfredmeéty vyuc¢ovanymina elektrotechnické fakulté a standardni literaturou zabyvajici
se elektromagnetickym polem.

1.1 Vektorova algebra

Vektory a operace nad nimi pfedstavuji zakladni kameny pro popis elektromagnetického pole. V
celém textu se omezime na vektory z prostord R3*! a uvedeme zdkladni operace.

1.1.1 Zakladni operace

Jedna z nejmocnéjsich vlastnosti teorie elektromagnetického pole je princip superpozice'. Z&-
kladnimi operacemi uvedeného nastroje je scitani vektord a jejich ndsobeni skalarni hodnotou

a1 chy a1 + ¢by
atcb=lax| +|cha| = |az+cb ], a.1m)
as cbs as + cbs

kde ¢ € R. Graficky je tato operace ilustrovdna na obrazku 1.1. Rozdil dvou vektord je stejny jako
scitani

al by a1 — by
a—b= as | — b2 = a2—b2 s (1.2)
as b3 asz — b3

ovsem vzhledem ke grafické interpretaci, viz obrazek 1.1, mGzZeme operaci chapatijako vliv bodu
b na bod a. Zminény princip si pfiblizime v dalSim.

TV ptedmétu se omezime pouze na pripady, kde jsou viechny materidlové vztahy linedrnf funkce.
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a+cb
a-b

A
a
//Cb b
b
> >

(@ (b)

vV

Obrazek 1.1: Operace s vektory. (a) Soucet dvou vektord. (b) Rozdil dvou vektord.

Skaldrnim sou&inem? dvou vektorl uvazujeme vyraz

a b1
(a\b> =a-b=J|a | -|b]| =aiby + asby + asgbs. (-l 3)
as bs
DUleZitou vlastnosti skalarniho soucinu je, Ze s jeho pomoci miZeme definovat normu ||—|| vek-
toru
a-a=al’. (1.4)

Skalarnisoucin mGzeme chapatijako miru podobnosti sméru dvou vektord. Velmi dobre je tento
princip znatelny z alternativniho vyjadreni

a-b=|al [|b]cosa, (1.5)

kde « je Uhel, ktery spolu vektory sviraji. Pokud je Ghel mezi vektory roven 0, jsou oba vektory
rovnobézné a hodnota skalarniho soucinu je maximalni. V ptipadé Uhlu 7 jsou vektory stale rov-
nobézné, ale maji opacny smér a hodnota vyrazu (1.3) je minimalni. Treti zajimavy pfipad je Ghel
7/2,pronéjz je skaldrni soucin roven nule a vektory jsou na sebe kolmé. VSechny pfipady ilustruje
obrazek 1.2.

A A A
a-b = abcos(0) = ab a-b = abcos(m) = -ab a-b = abcos(/2) =0
/b
7 T |m/2 b
' > b (I > >
(@ (b) (c)

Obrazek 1.2: Enter Caption

Posledni dllezZitou operaci, kterou si uvedeme, je vektorovy soucin dvou vektor(

al b1 al b1 e a2b3 — a3b2
axb=|ay| x|b] =|as by ez =|azby —aibs|. (1 6)
as bg as bg €3 aibs — ashy

2V rdmci pfedmétu nebudeme potfebovat sloZit&jsf definice skaldrniho soucinu a zcela odstoupime od braketové
notace.
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Na rozdil od vSech predchozich operaci zde neplati komutativita a nemGzZeme vektory mezi se-
bou zaménovat. Vektorovy soucin je asymetrickd operace

axb=-bxa. (1.7)

Ve vztahu (1.6) je uveden vypocet pomoci determinantu matice obsahujici slozky obou vek-
tor0 a pak jednotlivé bazové vektory ey, es a e3. Bazim se budeme vénovat v dalsi sekci, nynf jen
uvedme, ze je dlleZité, aby oba vektory byly vyjadiené ve stejné bazi .

Pro vektorovy soucin opét existuje alternativni vzorec, ktery se nam v nékterych aplikacich
bude hodit. Opét obsahuje vyraz zohlednujici Ghel mezi obéma vektory

ax b =|al|b|nsina, (1.8)

kde n je vektor s jednotkou velikosti ||n|| = 1, ktery je kolmy na oba vektory a a b, a udava smér
vysledného vektoru. Pfi grafické interpretaci vektorového soucinu pouZivame pro uréeni sméru
vysledného vektoru pravidlo pravotocivého Sroubu. Do roviny vymezené vektory a a b vlozime
kolmo Sroub a sledujeme nejmensi Uhel «, ktery oba vektory sviraji. Pokud se pfi otoceni o dany
Uhel Sroub do roviny zaSroubovava, pak i vysledny smér sméfuje dovnitf. Naopak pfi vysroubo-
vavani sméruje vysledny vektor smérem od roviny.

Uhel a ve vztahu (1.6) mé opét zajimavé pFipady. Pro dva rovnobézné vektory je vysledny
vektor nulovy. Naopak dva vektory na sebe kolmé vedou na vektor s nejvétsi normou |ja x b]|.

1.1.2 Soufadnice vektoru vici bazi

V predchozim jsme pouZzivali zapis vektorl se sloZkami vypsanymi pod sebe v zavorkach. Libo-
volny vektor mdzZeme zapsat i alternativnimi zpUsoby

ai ai
a=\|a | = (e1 e9 e3) as | = a1€; + ases + aszes, (1.9
as as

kde jsme kromé soufadnic a,, zohlednili i bdzové vektory e,. AZ do této chvile jsme vychazeli z
pfedpokladu, Ze pouzivdme kanonickou bazi prostoru R3, jejiz baze Ize reprezentovat jednot-
kovou matici. Casto narazime na pfiipady, kdy je vwwhodné vektory prevést do jiného bazového
systému. Pro libovolny vektor a € R? musi platit

a=aje; + ases + aze3 = a1 + az€s + azes, (1.10)

kde systém vektorU e,, je odlisny od plvodni bdze a ma také jiné souradnice a,,.
Pro priblizeni si pfedstavme nasledujici pfiklad, v némz jako prvni bazi volime kanickou K3

1 0 0
ng{el,eg,e;;}: 0 R 1 R 0 (1.11)
0 0 1
Uvazujme v ni vektor a se soufadnicemi
2
a=2-e +1-ea+0-e353=1]1 (1.12)
0

Rec¢eno slovy, vektor a mé soufadnici a; = 2 pro vektor e, as = 1 pro vektor ey a as = 0 pro vektor
es3. Situaci zachycuje obrdzek 1.3, ktery je pro jednoduchost zobrazeny pouze planarné.
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2‘\_ ___________ /

(a) (b)

Obrazek 1.3: Soufadnice vektoru vUci bazi. (a) Bdze s eq, e; a es. (b) Bdze s e, e; a es.

Zavedme nyni dalsi bazi

1 2 1 1 0
B=1{ej,es,e3} = —~|1],—= .10 . (1.13)
{e1,es,e3} NG NG
0 0 1
Vektor a vyjadfime v nové bazi
2
a:\/5€1+062+063: 1]. (1.14)
0

MGZeme sipovéimnout, e v takto zvolené bazi mé vektora pouze slozku a; = /5, viz obrdzek 1.3.
Pozdéji v textu uvidime, jak pouzitim vhodné bdze miZeme docilit podstatného zjednodusenf
vyrazU a vypoctd.

Mezi rlznymi bazemi potfebujeme umeét v obou smérech prechazet. MdZzeme k tomu pouzit
matici transformace soufadnic T, kterd prevadi sloZky mezi jednotlivymi bazemi

ap ai
Tk, a2 | = | a2 (1.15)
as as

Matici pfechodu mezi soufadnicemi ziskame trivialn€, pokud do n-tého sloupce matice Tx,p
zapiSeme souradnice vektoru e, vzhledem k bazi C. Pro uvazovany pfipad obdrzime

2 1 0
VB /5
Teoop=|_1 2 (1.16)
V5 VB
0 0 1
Postup mUzZeme ovérit transformovanim soufadnicového vektoru vyse
2 1 0
s | (2 (V5
L2 gty =o . (1.17)
V5 Vb 0 0
0 0 1
Pro zpétnou transformaci pouzijeme inverzni matici
2 1 0
L
Toors = Tresp) ' = 1L 2 ol (1.18)
VB 5
0 0
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U transformaci souradnic je vzdy zachovat obezfetnost, nebot vysledné vektory pfedstavuji sou-
fadnice vici bazi, do které jsme z plvodni bdze prechazeli. Vektory na pravé a na levé strané
maji oba odliSnou bazi. Obecné pravidlo transformace soufadnic mezi libovolnymi bdzemi B a
C |1ze najit ve skriptech [4].

Pro nase Ucely nds zajimd mirné odliSna operace. Potfebujeme védét, jak vyjadfit bazové
vektory jedné baze za pomoci vektorl druhé baze. Uvazujme néasledujici rovnost

al al
(e1 (D) e3) ag :(él EQ 63) 52 . (1.19)
as as

Do rovnice (1.19) dosadime vztah (1.15) a obdrzime vysledek

al ai
(e1 e e3)|az| =(e1 e €3)Txyn|az], (1.20)
as as

ze které mlZeme odvodit transformadcni pravidlo mezi dvéma bazemi
(e1 e e3)=(e1 & &)Trun= (61 & &) (T, (1.21)

Ze vztahu (1.21) mdZeme vyvodit zavér, ze bazové vektory se transformuji pomoci inverze matice
transformace soufadnic. Opét si mlzeme princip ukdzat na zvoleném pfikladu vyse

2 . 1 -
e = —e; + —=e,, (1.22)
1 NG 1 NG 2

1 - 1 -
€= ———€1 + ——@9, (1.23)
2 NG 1 NG 2
63263, (1.24)

(1.25)

kde jsme jednotlivé bdzové vektory vyjadfili ve slozkovém tvaru. MOzeme nalézti opacnou trans-
formaci

~ 2

€ = ——e; — ——ey, (1.26)
1 NG 1 NG 2
~ 1 1
€y = —=e; + ——=€y, (1.27)
VB VB
33 = €es3. (1.28)
(1.29)
Vsechny baze, které budeme v tomto textu pouZivat, maji tfi ndsledujici vlastnosti.
1. Kazdé dva vektory jsou na sebe kolmé
en-e,=0 m#n. (1.30)
2. VSechny bazové vektory jsou normalizované
len]l = 1. (1.31)
3. Vysledek vektorového soucinu mezi dvéma vektory z baze bude tfeti bazovy vektor
e, xe,==xe, m#*n#k. (1.32)

Znaménko £ bude zaviset na usporadani vektord v bazi.
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Matematicky termin pro vyse uvedené vliastnosti je uspofadana ortonormaini baze.

V nasledujicim odstoupime od exaktnich ndzvl a usporddanou ortonormalni bazi budeme
nazyvat pouze jako vektorova soufadna soustava. Opustime také od zapisu do zdvorek a sou-
fadnice vektorl budeme oznacovat jako slozky nebo komponenty vektor(. Primarné budeme
potrfebovat kartézsky systém, v némz uvazujeme

1 0 0
K3 = {ez,ey,ez} = 0 R 1 R 0 = {wo,yo,zo} . (133)
0 0 1

Pro vektory &g, y, a zo plativyse uvedené vlastnosti. Uvedme ovsem alespon jednotlivé vektorové
souciny

Ty X Yo = 20, Yo X 20 = X0, 20 X Ty = Y- (1.34)

Zde je nutné zd(raznit antisymetrii vektorového soucinu. Pokud by bylo pofadi vektord na pravé
strané obracené, bylo by nutné pridat na levou stranu znaménko minus.

1.2 Vektorova analyza

Od linearni algebry se nyni pfesuneme k matematické analyze. Zavedeme si koncepty vekto-
rového pole a ukazeme si zdsadni rozdily oproti vektordm. Vétsinu matematickych vyraz@ nynf
uvazujeme jako funkce zavislé na konkrétnich proménnych.

1.2.1 Polohové vektory

Pred pristoupenim k popisu pole musime urdcit, kde v prostoru se zrovna nachdzime. Pouzivdme
k tomu pozorovaci vektor

r = xxo + Yy, + 220, (1.35)
vyjadreny v kartézské vektorové soustavé. Jednotlivymi soufadnicemi z, y a z pak pfesné urcime

polohu pozorovaného bodu. Obcas si pomoci tohoto vektoru budeme i zkracovat matematicky
zapis. Vyraz

f(r)=[f(z,y) =z —y, (1.36)
znadi, Ze funkce f je funkci z, y a z. Pfestoze v pripadé (1.36) nezavisi funkce explicitné na z, bu-

deme tento zapis pouzivat i v takovych pfipadech. Zminme jesté, Ze velikost polohového vektoru
budeme zkracovat jako

7] =7 (1.37)

Casto budeme potrebovat jeété druhy vektor, kterym v prostoru lokalizujeme zdroj. Pouzi-
vame pro néj carované proménné

r' =2z + 3y, + 2 20 (1.38)

Oba vektory si mlzeme priblizit pomoci obrazku 1.4.



1.2. VEKTOROVA ANALYZA 11

Obrazek 1.4: Grafické zobrazeni polohovych vektor(l r a r’.

Pozorovatel je umistén v bodé r a zkouma Gcinek zdroje, ktery je umistén v bodé r’. Zasadni
rozdil mezi ob&ma vektory je, Ze pozorovaci vektor r nds zajima vétsinou v celém prostoru R3.
Naopak zdrojovy vektor ' je vzdy omezen na podprostor V C R3.

V mnoha vztazich se vyskytuje rozdil obou polohovych vektorl r» — r’. Ve vektorovém svété
tento zapis zjednodudené vyjadfuje efekt zdroje v bodé ' na pozorovatele v bodé r. V mnoha
vztazich se objevuje velikost tohoto rozdilu

lr = = (@2 4 (y— v+ (- )2 (1.39)

Mdzeme téz fict, Ze vztah (1.39) pfedstavuje vzdalenost mezi pozorovatelem a zdrojem.

1.2.2 Vektorové pole

Vektorové pole je zobrazen{ F : R3 — R3, které kazdému mistu v prostoru jednozna&né pfira-
zuje velikost a smér. Budeme pro néj pouzivat nasledujici symbolicky zapis

F (r) = Fy (r) o + Fy (r) yo + I (1) 20, (1.40)
kde komponenty F,, F, a F, jsou skalarni funkce.
Obrazek 1.5 ilustruje zakladni rozdil vektorového pole oproti béZnym vektor@im.
—>
. FP)
F

~__ e

(a) (b)

Obrézek 1.5: Konceptudlni rozdil mezi vektorem (a) a vektorovym polem (b).

Charakter obou velicin Ize interpretovat fyzikalné pomoci Coulombova zdkona pro dva bo-
dové ndboje. Pro bodovy ndboj Q1 je elektrickd intenzita pole rovna

E(r) = Q1 r—mr

dmeo -

(1.47)
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Jedna se o vektorové pole, které v kazdém bodé »r prostoru pfedpisuje Ucinky bodového naboje
Q1. Pokud vztah (1.471) vyndsobime ndbojem Q2 umisténym v misté ro obdrzime silu, kterou na
sebe oba naboje pUsobi

Q1 Te—1

Ameg ey — |

F = QQE ('I“Q) (1 42)

Silovy vektor jiz neni pole, ale pouze vektor. Oba naboje jsou pfesné umisténé a sledujeme
pouze silu, kterou na sebe pdsobi.
1.2.3 Souradnice, vektory a diferencialy
N&s vychozi systém pro popis problémd je kartézsky systém soutadnic
f(r)=f(z,y,2). (1.43)

VSechny body v nichZ vyhodnocujeme funkci f mGzeme zanést do pravouhlé mfizky. V pripadé
vektorovych poli uvazujeme kartézské vektory

F(r)=F;(r)xo+ F, (r)yo + F. (1) 20. (1.44)

Pro integralni pocet potfebujeme diferencidlni elementy, které jsou v kartézské soustavé velmi
jednoduse uchopitelné

dt, = du, (1.45)
d¢, = dy, (1.46)
dl, = dz. (1.47)

Pomoci diferencidld mizeme definovat elementarni objem
dV = df, dl,dl, = dedydz (1.48)
a vzdéalenost dvou infinitesimalné blizkych bod{
df? = deZ + de2 + de2 = da® + dy® + d2* (1.49)

V teorii elektromagnetického pole existuje mnoho pfipadd, kdy je vyhodnéjsi od kartézskych
soufadnic pfejit do jinych systém0. Uvazujme néasledujici transformaci

y:Ty (£7X>w)7 (151)
z=1T, (&Xﬂ/’)- (152)

Funkce T, T, a T, mapuji nové proménné ¢, x a ¢ na kartézsky systém. Po dosazeni do plvodni
funkce pak ziskame vyjadreni v novych soufadnicich

fr)=F(Te(&x,0), Ty (&, x, %), T2 (6, x,0)) = f (&, x,7). (1.53)

Podobné mizZeme pracovat s vektorovymi poli

F(’I") :F:c (faX?dJ)wO—’_Fy (€7X)1/))y0+FZ (&Xﬂﬁ)zo- (154)

ZdUraznéme ovsem, Ze prestoZe jsme vyjadrili kartézské soufadnice alternativnimi promén-
nymi, vektorové pole F je stadle reprezentovano v kartézském vektorovém systému s vektory
o, Yo A 20- Uvahu o zmé&né soufadnic Ize roz&i¥it na transformaci vektorovych komponent do
slozek Fg, F, a Fy, a vyjadfit s nimi uvazované vektorové pole

F(r) = Fe (&, x,9) &0 + Fx (6, ¢) Xo + Fy (§, X, ¥) o (1.55)
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VSechny vektorové systémy, které budeme uvazovat, splfiuji podminky ze sekce 1.1.2. Zopaku-
jeme alespon ¢astecné uvedena pravidla

& & =1, (1.56)
& X0 =0, (1.57)
€0 X Xo = ¥o- (1.58)

Pro efektivni praci s rlznymi vektorovymi systémy potfebujeme transformadcni vztahy, po-
moci kterych mezi soustavami prechdzime. Zakladni princip je totozny k transformaci slozek
a bazovych vektorld popsané v sekci 1.1.2. Hleddme pfislusnou transformadcni matici. V pravo-
Uhlém souradnicovém systému mUzeme vektor chapat jako rozdil dvou libovolnych soufadnic.
V kfivocarém prostoru je nutné zvolit obecnéjsi definici. MiZzeme ovSem uvaZovat, Ze dva body
maji v kfivo¢arych soufadnicich velmi malou vzdalenost, kterou limitnim pfechodem snizime az
na infinitesimalni droven. Vzdalenost v tomto pfipadé mizeme chapat jako diferencidl d¢. Po-
moci této definice miZeme vyvodit zavér, Ze transformace diferencidll je formalné stejna jako
transformace bazovych vektorl. Od matematické analyzy zde volné prechdzime do diferenci-
alni geometrie, kde by ovsem dalsi vyklad byl nad rémec tohoto textu. Uvedeme pouze zadkladni
myslenku a budeme se déle vénovat pfimo konkrétnim prikladdm.

Pro ziskani transformadcnich pravidel zacneme s uréenim diferenciald ze vztahl (1.50)—(1.52)
z nichZ obdrzime sadu rovnic

oT, 8 oT,

dz = — : w (1.59)

dy = 88? d§+%d +8—jd¢, (1.60)

dz = %’; 8T %f; (1.61)
Pri navratu ke smérovym vektordm ziskdme pozadované pravidla

x) = 8;;:50 + %I;JXO + %{231#07 (1.62)

Yo = 867;/50 + %Ty agﬂbm (1.63)

20 a;;zg + %szo + %{; by (1.64)

V matematice vnimdme vsechny proménné abstraktné a neuvazujeme jejich fyzikalni vy-
znam. V elektromagnetickém poli budou vSechny vyrazy obsahovat fyzikdIni jednotky a prace
s nimi vyzaduje jistou opatrnost. Potencidlni problémy mizeme pozorovat v pfipadé diferenci-
alni vzdalenosti a elementu objemu pro novy systém promeénnych

de? = deg + de3 + dey, (1.65)

dV = dl dt, dly,. (1.66)

Diferencialni vzdalenost df¢ ma ve fyzice jednotku metr. VSechny diferencialy na pravé strané
musi mit stejny rozmér. Pro objem pak potfebujeme mit metr krychlovy. V dalSim si problém

pfiblizime a uvedeme moznost korekce. Obecny pfipad pro tfirozmeérnou geometrii fesi Lameéovy
koeficienty [3]. Ve ¢tyrdimenziondlnim svété teorie relativity bychom pouzili metrické tenzory.

Cylindricky soufadnicovy systém
Systém popisujici cylindrickou geometrii vyuzijeme pro popis vsech probléma s valcovou syme-
trii. Pfevod mezi kartézskymi a valcovymi soufadnicemi ma tvar

T = pCosyp, (1.67)
y=psing, (1.68)
z =2z, (1.69)
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kde proménné z, y, z @ p maji jednotku metr a Uhel ¢ uvazujeme v radianech. Diferencidly pro-
meénnych z a pjsou trividlni, nebot obé soufadnice funguji stejné jako kartézské. V pfipadé thlové
soufadnice ¢ musime byt obezretnéjsi. Pfedstavme si situaci na obrazku 1.6.

v A

A \\ \\t
délka oblouku ade bde cde

Obrazek 1.6: Diferencialni element soufadnice . Na kazdém poloméru oblouku ziskame dife-
rencialni vzdalenost p de.

V infinitesimalnf blizkosti poc¢atku mdzeme zavést diferencidini element Uhlu dg. Ovsem s
rostouci vzdalenosti od stfedu vidime, Ze pfestoZe je Uhel stale stejny, velikost elementu roste.
Jelikoz se jedna o oblouk, zavedeme diferencialni element délky df, podobné jako u oblouku
uréujeme obvod. Diferencialy ve valcovych soufadnicich jsou

de, = dp, (1.70)

dl, = pdo, (1.71)
©

df, = dz, (1.72)

kde jsme pouziliproménnou p pro vyjadfenivzdalenosti od pocatku u Uhlové proménné. Celkovy
element diferencidini délky (1.65) mé v tomto pfipadé tvar

de? = dp? + p2dp? + dz2. (1.73)

Pfianalyze vztahu (1.73) vidime, Ze jednotky véech ¢asti jsou v metrech. Objemovy element (1.66)
zavedeme analogicky
dV = d¢,dl,dl, = pdpdeydz. (1.74)

Opét pfi kontrole jednotek vidime, Ze vztah ma spravné jednotky.
Zplsobem vyjadienym v sekci vyse vypocitdme transformadcni matici pro jednotkové vektory.
Za¢neme s vwhodnocenim jednotlivych diferencidll z transformacnich vztahd souradnic

dx:apcoswdijc‘)pcossod@Jrapcoswdz7 (1.75)
dp dp 0z
dy:8pS|ng0dp+Bpsmgod(p_i_apsmnpdz, 1.76)
op Oy 0z
0z 0z 0z
dz=—dp+—d —d 1.77
‘=5, p+&p v+ 5, 9% (1.77)
a po Upraveé obdrzime
dax = cospdp — psinedyp, (1.78)
dy =sinpdp+ pcospdp, (1.79)

dz = dz. (1.80)
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U diferencidlu s ¢ ndm v obou rovnicich zlstala proménné p. MGZeme toho vyuZit a celou sou-
stavu zapsat maticové

dx cosy —singp 0 dp
dy| =1[sing cose 0] |pde (1.81)
dz 0 0 1 dz

Ziskali jsme transformadni matici, kterou nyni konecné pouZijeme k ziskani vyjadieni prevod(
mezi jednotkovymi vektory

Xy = COS ppy — SiN Py, (1.82)
Yo = Sinppy + COS vy, (1.83)
zZo) — Z0- (1 .84)

Na pfikladu niZze siukdZzeme cely princip pro pfevod mezi dvé vektorovymisystémy. Uvazujme

vektorové pole
—Yyxo + TY
Fr)=—"13"75"
e +y

Nejdfive pfevedeme soufadnice do cylindrického systému

(1.85)

—psSinpxy+ pCcosey, 1 )
F(r)= = — (—sinpxy + COS . 1.86
() 22 Cos2 o+ p?sin® p< pxo ©Yo) (1.86)

Nyni dosadime ze vztahl (1.86) za jednotkové vektory a ziskame

F(r) = — (=sing(cosppy — sinppg) + cos ¢ (sinppy + oS ppq))

DI =

(= sin g cos ppy + SIN* i, + COS @ sinppy + COS* Py - (1.87)

Ve vztahu (1.87) se ¢leny p, navzajem odectou a ¢leny s ¢, se skrz goniometrickou identitu zjed-

nodusi. Vysledné pole ma tvar
1
F(r)=—y. (1.88)
p
Studované pole ma valcovou symetrii vici ose z. Proto je vysledny vztah takto jednoduchy. Uva-

Zujme jesté pripad, kdy zminé&na symetrie neexistuje. Ve sméru x aplikujeme na pole translaci

F(r) = Y2ty (1.89)
(z—a)” +y?
Opét nejdFfive vyjadfime pole ve valcovych soufadnicich
—psin COS ¢ — —psin COS ¢ —
F(r) = psin¢xo + (pCos ¢ — a) yo B 2wmo+(p ¥ 2(1)?/0‘ (1.90)
p? cos?p +2apcos p + a? + p?sin® p? +2apcosp +a
PokraCujeme s jednotkovymi vektory
F(r)— sin ¢ (cos ppy — sinpeg) + (pCOS p — a) (sinppy + COS Ypy)
p? + 2ap cos ¢ + a?
—psin cos ppy + psin? pw, + pcos  sinppy + pcos? v, — asin Ypy — acos Yp,
p? + 2ap cos p + a?
_ PPy — asinppy — acos ppy (1.97)

p% + 2ap cos p + a?

Vidime, Zze v tomto pfipadé je vyjadieni ve valcovém vektorovém systému mnohem kompliko-
vanéjsi.
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Pro souradnicové transformace mUzeme odvodit i inverzni vztahy. Kartézské soufadnice zis-
kdme skrz algebraické operace s plvodnimi rovnicemi

p=Va?+y? (1.92)
¢ = arctan %, (1.93)
z=2z. (1.94)

Vyjadreni pro jednotkové vektory mizeme opét odvodit pomoci diferenciald

Txo +
py = 0 Y% (1.95)
2+ y?
oy = LT (1.96)
V2 + y?
zZ0 = Z(- (-l .97)
Sféricky soufadnicovy systém
Problémy s kulovou symetrii popiseme pomoci sférickych soufadnic
T =1T1COoSpsing, (1.98)
y=rsingsing, (1.99)
2z =rCosé. (1.100)

Nové souradnice maji rozmeér metr pro r a radidany pro 6 a ¢. Graficky je odvozeni zachyceno na
obrazku 1.7.

N* N*

WV x
WV x

(a) (b)

Obrazek 1.7: Obrazkové odvozeni diferencidlnich elementd Uhld 6 a .

Podobné jako v predchozim pfipadé potfebujeme nalézt korekci pro vyjadreni diferenciald.
Zacneme s dfy. Stejné jako v pfedchozim pfipadé uvaZzujeme elementarni oblouk s velikosti r dé.
Situace je podobna pro azimutalni proménnou, ale zde musime uvazit, ze oblouk ¢ definujeme
v roviné xy pomoci soufadnic x a y vztahem

p= 22+ 1. (1.701)
Proménna p se vyskytovala u valcového systému a se sférickym je spojend pomoci relace

p=rsing, (1.102)
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kde jsme radidlni vzdalenost projektovali do roviny xy. Pomoci této vzdélenosti mlzeme defi-
novat délku elementarniho oblouku pro azimutalni proménnou. Vsechny diferencialy opét zapi-
seme

ds, = dr, (1.103)
dly = rdb, (1.104)
dl, =rsinfde. (1.105)
Diferencialni vzdalenost je
de? = dr? 4+ r2de? + r?sin? 60 dy?, (1.106)
a element objemu je
dV = df, dlpdl, = r2sindr dé de. (1.107)

V obou pfipadech jsou fyzikdIni jednotky spravné.
Pro odvozeni transformace mezi jednotkovymi vektory opét vypocitdme diferencidly

dx = (cospsiné) dr + (cospcos @) rdf — (siny)rsinfdy, (1.108)
dy = (sinpsiné) dr + (singpcosf) rdf + (cos ) rsinfde, (1.109)
dz = (cosf) dr — (sind)r db. (1.110)

Stejné jako v pripadé prevodl ve valcové soustave, i zde méame diferencidly pfipravené jednotli-
vych sférickych soufadnic sdruzené s jejich korekcemi. Vysledny vztah pro transformaci jednot-
kovych vektord je

o = CoS psinfry+ cospcosh By — siny g, 1.17171)
Yo = singsinfry + sin g cos Oy + cos ¢ ¢, (1.112)
zg = cosfrg —sinfd 0. (1.113)

Opét si mdzeme ukdzat prevody mezi vektorovymi systémy na konkrétnim pfipadé. Uva-
Zujme vektorové pole

T +YYo + 220

F(r) 3 (1.114)
(x/m2+y2+22)
NejdFive dosadime soufadnice
cospsiné sinpsing cos 6
F(r)= 05 @ SO0 £ 1N @sNiyy T reosizo (1.115)
<\/r2c052<psin20+r2sin2<psin29+r2c0529>
Zjednodusime clen ve jmenovateli
r?sin?6 (cos? p? sin* ) + 1% cos? 0 = r?sin*@ + r? cos* 0 = r?, (1.116)
a dosadime jej do plvodniho pole
1
F (r) = — (cospsinfxg + sin psin Oy, + cos fzo) . (1.117)
T

PokraCujeme s jednotkovymi vektory v Citateli

cos sinfxgy + sinpsinfy, + cosfzy =
cos ¢ sinf (cos¢sinfry+ cospcosf By —sinpey) +
sinpsin® (singsinfry+ singcosf By + cosppy) +
cosf (cosfry —sinf @) = (cos® psin®6 + sin psin® + cos? ) ro+
(cos* psinfcos b + sin psinfcos — sin 6 cos §) O+
(—singcospsing +singcospsind)p,=1-rg+0-0g+0-9p,=rg, (1.118)



18 KAPITOLA 1. MATEMATIKA

kde jsme po pomérné dlouhém vypoctu ziskali jednoduché vyjadieni pdvodniho vektoru. Tento
vysledek jsme mohliokamZzité pouzitiz definice polohového vektoru (1.35). Odvozenivztahu (1.118)
neni komplikované, ale je Casové narocné a citlivé na chyby. Uit se vzorecky zpaméti je také kon-
traproduktivni. Proto budeme v rdmci prace s elektromagnetickym polem vychdzet z matema-
tickych identit, které vSechny casto pouzivané vztahy obsahuji. ZapiSme s nabytymi znalostmi
findInf tvar pole (1.114) ve sférickém vektorovém systému

F(r)=—5mo. (1.119)

r2

Vysledek by se opét zkomplikoval, pokud by nékterad ze soufadnic byla posunuta v prostoru.
Zpétnou transformaci ziskdme stejnym zpClsobem. Pocinaje soufadnicemi

r= \/m, (1.120)
[22 1 2
0 = arctan u, (1.121)

z
© = arctan Y (1.122)
x
Jednotkové vektory se transformuji pomoci vztahd
ro = i Y : (1.123)

To + Yo+ 20
/22 ¥ 4 + 22 22 f 2+ 2270 /22ty + 22
2T 2y v +y?
= xy + Yy — —F——20 (1.124)
\/:E2+y2\/332+y2+22 \/1U2+y2\/562+y2+2’2 /1’2+y2+22

y x
Y= ——F7———=T0 + —V——=Yo-
0 22 + 42 22 + 42 0

Podivejme se jesté najeden priklad, na kterém si vyzkousime pracis jednotkovymivektory (1.111).
Mezi kartézskymi a sférickym vektory plati nasledujici identita

0o

(1.125)

zo X 1o = Sinfy. (1.126)

Pro jeji odvozeni musime nejdfive vzit do Uvahy, ze vektorovy soucin je nutné vzdy vyhodnocovat
vici stejnému vektorovému systému. MdZeme postupovat dvéma zpdsoby.

1. ZaCneme s pfevedenim levé strany do kartézského tvaru

ZoXTo =20 X | g b ey ez | (1.127)
VaZ+y? + 22 Va? +y?+ 22 Va?+y? + 22
Pokracujeme s pravidly vektorového soucinu (1.6). Ziskame tvar
xo = Sin 6 cos py, — sinf sin pxo, (1.128)

y p—
V2?4220 2P+

kde jsme se na konci vratili do sférického systému. Vytkneme sin 8 a pouzijeme identitu (1.125)
pro odvozeni finalniho vysledku

sin 6 (— sin px + CoS py,) = sinfpy = 2o X 7y. (1.129)

2. MldZeme alternativné zacit prevedenim pravé strany pomoci identity (1.113) do sférického
systému
(cosfry—sinfBy) x ro=—sinf (0 x ro) = sin by, (1.130)

kde jsme opét pouzili vlastnosti vektorového soucinu (1.6).

Transformace do jinych vektorovych systému maji dalsi dlsledky. Podrobné se s nimi sezndmime
v dalsi sekci.
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1.3 Diferencialni operatory

Derivace urCuje miru zmény funkce f (z) v zavislosti na zméndach proménné z. V elektromagne-
tickém poli ma studium zmén v zavislosti na prostorovych nebo ¢asovych proménnych zdsadni
vyznam. Zejména pak diferencidlni operdtory které jsou z derivaci odvozené.

V analyze jedné proménné definujeme derivaci pomoci limitniho vztahu

Af @) _ St —f(@)

1.131
dz h—0 h ( )

V elektromagnetickém poli budeme Casto potkavat veliciny, které jsou zavislé na vice promén-
nych. Ve znaceni pfejdeme od plvodniho zédpisu pouzitého v (1.131) k nasledujicimu

d 0
e (1.132)
dx = Oz’
kde derivaci se symbolem 0 nazyvdme parcialni. Tato zména neni jen kosmetickd. Rozdil mezi
obé&ma znacenimi si pfedstavime nize v textu. Vsechny diferencidlni operatory odvodime pouze
pro kartézsky vektorovy systém. Pro cylindricky a sféricky uvedeme pouze jejich znéni.

1.3.1 Gradient

Zamérfme se na libovolnou spojitou funkci f () vyjadfenou v kartézskych soufadnicich. Uva-
Zujme, ze se ve vsech soufadnicich posuneme o maly inkrement A a sledujeme, jak se zménila
funkéni hodnota

Af=f(x+Az,y+ Ay, 2+ Az) — f(z,y,2). (1.133)
Pokud je hodnota A velmi mald, mGzeme rozdil ve funkénich hodnotach vyjadrit skrz diferencial
0 0 0
Af = —fo+—fAy+—fAz. (1.134)
Ox oy 0z
Zde ovsem mizeme pouziti alternativni vyjadreni pomoci skaldrniho soucinu mezi dvéma vek-
tory
of of of
Af = (Ehwo + @yo + 2,20 ) (Azxy + Ayyy + Azzg) =V f - s. (1.135)

Prvni¢len na pravé strané se nazyva gradient[1] funkce f.Druhy ¢len s pak uréuje smér, ve kterém
se pfi vySetfovani derivace pohybujeme.
Stejného vysledku bychom doséahli zavedenim smérové derivace

of (r) fr+hs)—f(r)

0s  h—0 hls]|

=Vf-s. (1.136)

Zde bychom pro odvozeni pouzili TaylorQv rozvoj a soustredili se pouze na ¢leny prvniho fadu.

Z pfedpisu (1.135) mizeme pomoci vlastnosti skalarnino soucinu odvodit nékteré vlastnosti
gradientu. Pokud vektor s mifi ve stejném sméru jako gradient, pak je hodnota smérové deri-
vace maximalni. M0Zzeme tedy fict, Ze gradient je vektor rovnobézny se smérem nejvétsiho rdstu
funkce. Uvazujme libovolny bod r,, v némz spolteme gradient funkce f. Posuneme se o kousek
ve smeéru gradientu do bodu 7,41 @ znovu spocteme gradient. Po nékolika iteracich nalezneme
lok&Ini maximum. Zminény princip tvofi zdklad mnoha optimaliza¢nich algoritm(. Analogicky
bychom nalezli lokdlni minimum funkce, pokud bychom sli proti sméru gradientu.

Uvazujme na chvili nasledujici funkéni pfedpis

f(r) = const,, (1.137)
kde zminénym predpisem definujeme izoplochu S. Pfikladem mUzZe byt

f(r)=a*+y*+2°=d’ (1.138)
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kde se jedna o kouli s polomérem a. Pfi diferencovani vztahu (1.137) obdrzime

of of of _
2 9T 5, +5,dz=Vf-de=0. (1.139)

Vysledek Fika, ze gradient funkce f je kolmy na libovolny vektor definovany na plose S.V pfipadé
izoploch mUzeme gradient pouzit k definici normalového vektoru v libovolném bodé
_ Vs
VI’

kde jsme normovanim obdrzeli normélovy vektor s jednotkovou velikosti. Vypocet si mizeme
ovéfit na prikladu izoplochy koule spoltenim gradientu

(1.140)

Vf=2xxo+ 2yy, + 2220, (1.147)

a naslednym dosazenim do vztahu (1.140) a Upravou

_ 2xxo + 2yyo + 2220 _ 2T + yyy + 220 . (1142)

Va2 + 4y? + 422 Vat+y?+ 22

Obdrzeny vysledek jsme ocekavali.

Vztah pro gradient jsme odvodili pouze pro kartézsky vektorovy systém. Pro cylindricky a sfé-
ricky je podoba operdtoru odlisna a je nutné ji pri vypoctech reflektovat. Jednotlivé tvary jsou
uvedeny nize

+ kartézskd soustava

of . of . 9f
V= 5Tt g Ut g R0 (1.143)

- valcova soustava 5 5 5
1
Loyt 1L 19, (1.144)

vi= ap Po &p 0z

- sférickd soustava
af 18]‘“(9 1 of

Vf—a—o—i- 00 +7‘S|r198cp

©o. (1.145)

Nezavisle na vybéru soufadné soustavy, vysledek operace bude vzdy stejny. Zvolime si nasle-
dujici jednoduchou funkci

f(r) ==, (1.146)

pro niz gradient v kartézskych soufadnicich vychazi
V= . (1.147)
Pokud bychom pouZili sféricky systém, ma funkce podobu
f(r)y=rsinfcosyp (1.148)

a gradient vypocteny podle vztahu (1.145) je

1 1
Vf =sinfcoserg+ —rcosfcos pby — S rsinfsinee, =
T T

né
sin 6 cos prg + cos 6 cos pBy — sin pp,. (1.149)

Kdyz dosadime transformacni vztahy pro jednotkové vektory (1.111), obdrzime zcela totozny vy-
sledek jako v pripadé kartézského systému.
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1.3.2 Divergence

PFi studiu chovani vektorovych poli potfebujeme urcit, ve kterych bodech pole vznika, zanika
nebo zdali pole prostorem pouze prochazi. K vySetfeni téchto vlastnosti slouzi operator diver-
gence. Pfipomernime, Ze vektorové pole ma nezavislé slozky do jednotlivych smér(

F(r)=F,(r)xzo+ F, (r)yy+ F. (r) zo. (1.150)

Ndasledujici Uvahy provedeme pouze pro kartézsky systém. Pro obecny pfipad odkazujeme na
knizku [3].
Pro definici divergence si pomdzeme zavedenim diferencidlniho toku d® skrz plochu

de=F-dS=F -ndS, (1.151)

kde d§ znacidiferenciadlni element plochy s normalou n, skrz kterou tok vySetfujeme. Pouzijeme
vlastnosti skalarniho soucinu (1.3), ktery se ve vztahu (1.151) vyskytuje mezi vektorovym polem
a normalovym vektorem. Pokud bude mit element plochy stejny smér jako vektorové pole F,
bude prltok plochou maximalni. Naopak pokud bude element plochy na smér vektorového pole
kolmy, pak bude tok plochou nulovy. Vse graficky zachycuje obrazek 1.8.

—_— — — . —
—_—— — — =

—_— = - — —
—_— = =

(b)

Obrazek 1.8: Tok vektorového pole plochou. (a) Pole rovnobé&zné s normalovym vektorem a ma-
ximalnim tokem plochou. (b) Pole kolmé s normalovym vektorem a minimalnim tokem plochou.

Pfedstavme si nyni malou krychli¢ku, viz obrazek 1.9, v prostoru o strandch Az, Ay a Az a
objemu
AV = AxzAyAz. (1.152)

2\

X

Obrazek 1.9: Pomocny obrazek k odvozeni divergence.

UvnitFv krychli¢ce se nachdazibod (z,y, z). Plocha Utvaru se skldda ze Sesti povrchd a vysledny
tok timto elementarnim objemem se tedy musi sklddat ze Sesti tokd jednotlivymi povrchy
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AP = ZM)”. (1.153)

N&sledujici krok bude analogicky pro vSech Sest stran. Je ovsem dllezité pochopit Gvahu, kterd
k nému vede. UvaZzujme povrch, ktery je rovnobézny s rovinou yz a je umistén vz = = + Ax.
Tato plocha ma normalovy vektor rovnobézny s vektorem xg a ma plochu AS = AyAz. Celkovy
element této plochy tedy je

AS = xgAyAz. (1.154)

Pro vypocet toku touto plochou musime vyhodnotit vyraz

Vysledek skaldrniho soucinu mezi vektorovym polem F a smérového vektoru xg je slozka F, do
které jesté dosadime za funkéni hodnoty body na studovaném povrchu

A®y = F, (v 4 Az, 7y, 2) AyAz. (1.156)

Ziskalijsme tok prvnim povrchem. Analogicky postupujeme u protéjsi strany krychle, kterad se na-
chdzivz = x.Zde ovSem musime chvili uvazovat nad smérem normalového vektoru. Bez dalsiho
kontextu nenf dlvod preferovat jednu ¢i druhou moZnost. Avsak jelikoZ nds zajima tok plochou
elementarni krychli¢ky, zvolime normdalovy vektor ve sméru vnéjsi normaly celkové vymezené
plochy. V tomto pfipadé bude n = —xg. Vysledek tohoto vypocltu mizZzeme shrnout jako

ADy = —F, (x,7,2) AyAz. (1.157)

Opét jsme vzali plochu uvazovaného povrchu, dosadili jednotlivé body a smé&r vnéjsi normaly
zohlednili znaménkem minus. Soustfedime se nyni na povrch rovnobézny s rovinou zz, ktery se
nachazivy = y+ Ay, ajehoz vnéjsi normala ma smér y,. V tomto pripadé bude tok uvazovanym
povrchem roven

APy = F, (Z,y + Ay, z) AzAz. (1.158)

Pfi porovnani tohoto vysledku s hodnotou (1.156), si lze povsimnout, Ze jsme pouze cyklicky po-
sunuli vyznam jednotlivych proménnych. Posledni tfi povrchy bychom vyfeSili analogicky a se-
¢tenim ziskdme celkovy tok uvazovanou plochou vymezenou elementem objemu
AP =F, (x + Ax,y,2) AyAz — F, (2,9, 2) AyAz+
Fy(z,y+ Ay, z) AxAz — Fy (T,y,2) AcAz+
F, (Z,y,z + Az) AzAy — F. (Z,7, z) AzAy. (1.159)

Vztah (1.159) upravime postupnym vytknutim jednotlivych element(

Az
(Fy(x’y—i_Ay’a_Fy(x,y’E))ASCAyAZ+
Ax

(1.161)

Jednotlivé ¢leny v zavorkach ndpadné pfipominaji derivace. Provedeme limitni pfechod, kdy ob-
jem AV budeme zmenSovat k nule, a ziskdme tak upravenou verzi pro diferencialni tok oriento-
vanou plochou dS vymezenou objemem dV

dF, dF, dF,
dx + dx + dx

d<I>:F-dS:< >dV:V-FdV. (1.162)
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Operator v zavorce se nazyva divergence a midzZzeme pomoci néj vySetfovat zdroje pole. Rozlisu-
jeme tfi pripady
>0, polevbodé vyvéra,
V-F<{ <0, polevbodézanika, (1.163)

=0, polebodem pouze prochazi.

Opét zdUraznujeme, Ze jsme odvodili tvar divergence pouze pro vektorova pole s kartézskymi
soufadnicemi v kartézském vektorovém systému. Uvedme nyni vSechny systémy soufadnic pre-
hledné v nasledujicim odstavci

+ kartézska soustava

_— 1.164
ot 5 5 (1.164)
- vélcové soustava 10 (oF 10F, OF
v.p= 100  10F,  OF (1.165)
p Op p Op 9z
- sférickd soustava
10 (r2F, 1 in O F; L Of
o p_ 10(7F) 9 (sin 0.Fp) OF, (1.166)

r2  Or +rsin0 00 rsing dp

Pomérné netrividlni tvar ve valcové a sférické soustavé mUze pUlsobit odstrasujicim zpUso-
bem, avSak jedna se o vzorce, které jsou vZzdy tabelovany a neni potreba si je pfimo pamatovat.
Nehledé na zvoleny soufadnicovy systém je vysledek divergence vzdy stejny.

Zvolme si jako pfiklad jednoduché vektorové pole

F = zxo + yy, + 220. (1.167)

Vysledek operace divergence je vzhledem ke zvolenému tvaru trivialni

_ Oz Oy 0z _ g (1.168)

V=TT e

Nyni vyjadfime vektorové pole ve sférickém soufadném systému. Pouzijeme prevodni vztahy
mezisystémy 1.2.3. Pfimé dosazeni by ovsem vedlo na zdlouhavy vypoclet. PouZijeme nasledujici
trik

F = /22 +y2+ 22 Txo + YYo + 220 (1.169)
Va2t +22 ) '

VSechny ¢asti mdzeme nyni trividlné dosadit ze vztahd (1.120) a (1.123) a obdrzime vysledek
F =rrg. (1.170)
Na pfevedeny tvar pouZijeme divergenci (1.166) a zjednodusime

9 (r?F; 3
1O(PR) 10 1.2 4 (1.177)

F=_—2\V ) 9
v rZ  Or rZ Or r2

Oba vysledky jsou stejné.

1.3.3 Rotace

Dalsi vlastnost, kterd nds u vektorového pole zajima, je zjisténi, zdali je pole virové. K vySetfeni
tohoto atributu pouzivdme operator rotace.

UvaZzujme elementarni obdélnikovou kfivku s hranami Az a Ay vymezujici plochu AzAy, jak
ji vidime na obrdzku 1.10.
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Obrazek 1.10: Pomocny obrdzek k odvozeni rotace.

Zajima nas, jak pole F okolo této kfivky proudi
dv =F.dé=F - T1d/, (1.172)

kde dV je diferencialni element cirkulace a d£ je element kfivky s tecnym vektorem 7. Opét se
zamyslime nad vlastnostmi skalarniho soucinu (1.3). Vidime, Ze pokud je vektorové pole rovno-
bézné s teCnym vektorem, mé vztah (1.172) nejvétsi hodnotu. Naopak, pokud je vektorové pole
na kfivku kolmé, pak kolem kfivky neproudi.

Pouzijeme stejnou Gvahu jako pfi odvozeni divergence (1.153) a kfivku z obrazku 1.10 rozdé-
lime na Ctyfi malé Useky a cirkulace selteme

4
AT =) AT, (1.173)

n=1

Kfivka leziv roviné xzy. PocCinaje prvni hranou, element proudéni zkoumame okolo kfivky s tecnym
vektorem T = xg a vSechny body na kfivce maji stejnou soufadnici y. Ziskame tak vyraz

AUy = F - xgAx = F, (T,y,2) Az, (1.174)

kde jsme opét do sloZzky F, dosadili jednotlivé proménné. Pokracujeme s druhym Usekem kfivky,
kde je tecny vektor T = y, a celd kfivka sdili soufadnici z = x + Ax. Druhy pfispévek pak je

AUy = F - yoAy = F, (v + Az, 7y, 2) Ay. (1.175)

Podobné bychom pokracovali se dvéma zbyvajicimi sloZzkami. Stejné jako v pripadé divergence,
i zde musime pamatovat na zmeénu sméru te¢ného vektoru 7, abychom zajistili spravny smér pfi
pribéhu okolo krivky. VSechny Ctyfi prispévky vedou na vyraz

AV = F, (2,y,2) Ax + Fy (x + Az, y,2) Ay — Fp (T,y + Ay, 2) Az — F, (2,7, 2) Ay. (1.176)
Provedeme stejny trik jako ve vztahu (1.161) a vysledek presklddédme do nésledujici podoby

AT = (Fy(l'—*_Al"y’Az)_Fy(x?y’a)AxAy_ <Fm(x’y+Ayf/)_Fx(m7y7z)>Ai’Ay (1177)
x Yy

Ve vztahu (1.177) nechdmejit plochu AS = AzAy limitné k nule, ¢imz opét ziskdme diferencidin{

tvar OF OF
dv = [ =% — —% | dzdy. (1.178)
oz oy

Vratime-li se k polatedni Gvaze s kfivkou a proudénim kolem ni, povSimneme si, Ze jsme jejim
vybérem zcela ignorovali osu z. Pro vypocet cirkulace okolo kfivky to neni problém. OvSem my
chceme vysetfit, zdali vektorové pole neobsahuje viry. Mohli jsme také zvolit kfivku v roviné xz
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nebo v roviné yz. Aby byl test na viry v poli Uplny, musime zbylé dvé slozky ve vypocltu zohlednit
také. Ziskdme tak postupné tfi komponenty

OF, JOF, JOF, OF. OF, OF,
R U, = R U, = =t (17
d <6$ 8y> dzdy, d¥, <Bz 63:) drdz, d <8y 8z> dydz. (1.179)

VSechny tfi slozky dohromady tvofi vektor, ktery je vysledkem aplikace rotace na vektorové pole

VxF = <8FZ — 8Fy> xo + <8Fx aFZ) Yo + <8Fy — 8Fx> 20. (1.180)

dy 0z 9z Oz dr  dy
Vztah pro diferencialni cirkulaci vektorového pole ma nyni tvar
dUV=F.-d¢=V x F-dS, (1.181)
kde dS je vektorovy element kfivky, okolo které cirkulaci vySetfujeme. Operatorem rotace zjis-

time, zdali pole v daném bodé obsahuje viry nasledujicim testem

=0 ole je nevirové
VXF{ »  POIEJe nevirove, (1.182)

# 0, polejevirové.

Uvedme nyni pro Uplnost tvar rotace ve vsech zakladnich vektorovych systémech, které bu-
deme pouzivat

+ kartézska soustava

OF. OF, OF, OF. OF, OF,
F = = _ Y r_ "z 7Yy r 11
VX <8y 8z>w0+<8z 8x>y0+<8a: 8y>z0’ (1.183)
 valcova soustava
19F, OF, OF, OF 1 (d(pFy) OF,
F=(-—=2_%=2¢ S - e 1.184
VX (pé’so 6Z>p0+<6z 8p>"00+p< ap 96 )" (1.184)

- sférickd soustava

1 [(0(sinOF,) 0Fp
vXF_rsin@( o0 _8¢)T0+

1/ 1 0F, O(F,) | (0(rFy) OF,
- - 0o + - - R
; <sin9 oo or ) ot ( o~ op )P0 (1189

Opét upozoriujeme, Ze pamatovat si je dobré pouze prvni tvar pro kartézsky vektorovy systém.
Ostatnivzorce je vzdy mozné vycist z matematickych identit.
Rotaci vektorového pole mUzeme spoditat v libovolném systému souradnic. Uvazujme pole

F (r) = —yzo + zy, + 020. (1.186)

Dosadime sloZky do vzorce (1.183) a ziskdme

_ (00 0z d(-y) 90 Oz 0(—y) _
VXF_<8y az>w0+< P 8x)y0+<8x oy zo = 0zg + Oyy + 22z9. (1.187)

Z vysledku mbzeme urdit, Ze pole rotuje okolo osy z. Prevedeme nyni pole do cylindrického sys-
tému. Nejdfive opét dosadime za jednotlivé soufadnice

F = —psinpxg + pcos gy, + 0z, (1.188)
a nyni dosadime jednotkové vektory z cylindrického vektorového systému

F = —psinp (cosppy — sinpeg) 4+ pcos ¢ (singpy + oS ppq) + 02q. (1.189)
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Po Upravé nalezneme vysledny tvar pole v cylindrickém systému.
F =0py + ppy + 0zp. (1.190)

Pouzijeme vzorec (1.184) a ziskame vysledek

100 dp a0 80 1/d(p-p) 80
UxF=(2%_ 7 - - = = 2z9. (1.191
. (p&p az) p0+<82 ap> “°°+p< dp ap ) *° 0y + 0o + 220 (1191)

Formalné jsme na prvni pohled ziskali stejny vysledek, je ovsem potfeba nezapomenout, Ze oba
vysledky jsou v jiném vektorovém systému. Vzhledem k tomu, Ze vektor z( je pro kartézsky i
cylindricky systém totozny, ziskali jsme stejny vysledek. Obecné bychom vsak museli jesté oba
systémy pro stejny vysledek sjednotit do jednoho z nich.

1.3.4 Laplacelv operator

Dosud jsme se zabyvali operdtory obsahujicim pouze prvni derivace. Laplacelv operator se vy-
skytuje napfic fyzikou v rlznych podobéch

+ Laplaceova rovnice

V2f(r) =0, (1.192)
« Poissonova rovnice
V2f(r)y=g(r), (1.193)
+ Helmholtzova rovnice
V2f(r)+k2f (r) =0, (1.194)
- difdzni rovnice
VA f(r,t) = LLAGL) <T’t), (1.195)
ot
« vlnova rovnice
&f (r,t)
2 )

Budeme-li uvazovat skaldrni funkci f (r), pak Laplacelv operdtor miZzeme definovat nasleduji-
cim zpUsobem

V2f=V-V}/. (1.197)
Pro nase tfi pouzivané soufadnicové systémy ma tento operator ndsledujici pfedpis

- kartézskd soustava
I

20 _
ViIi=ozt oz T o (1.198)
- valcova soustava
10 of 1 0%f  O*f
20 __ - Y —J . _ <
V= pdp <pap> 20g2 "oz (1.199)

- sférickd soustava

2y 10 (20] L0 (g2 L 97
ViI=0:"ar ) T rsingos \"" a6 ) T eeinta gt (1.200)
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Z predpisl operatorl vidime, Ze rfeseni libovolné z vySe uvedenych rovnic neni v obecném
pfipadé trividlni. My se ovSem ¢asto potkame s pfipady, kdy funkce f (r) bude zaviset pouze na
jedné z proménnych. Uvazujme nasledujici priklad

V3f (z) =0, (1.201)

kdy fesime Laplaceovu rovnici v kartézském tvaru pro funkci f, kterd zavisi pouze na proménné
x. PouZijeme predpis (1.198) a rovnici adekvatné zjednodusime

dzf

dz?
ParcidIni derivace jsme nahradili za UpIné derivace, nebot zde nehrozi zdména. Clen ve jmeno-
vateli na levé strané (1.202) mUze zkratit o nulu a obé& strany zintegrujeme podle z

d2
/ . fd:c—/Odac. (1.203)
Na levé strané jsme integraci vyrusili jednu derivaci a ziskali jsme diferenciadlni rovnici prvniho
radu

daf

dx
kde C; je integracni konstanta. Zopakujeme stejnou Upravu jako v pfedesiém kroku a zintegru-

jeme
/dx—/01 dx. (1.205)

F(0) = Chz + Cs. (1.206)

Obé integracni konstanty bychom urcili ze zadanych hrani¢nich podminek.

Gradient, divergence a rotace jsou diferencidlni operatory, které vzdy operuji jen nad ska-
larni funkci, nebo vektorovym polem. V pfipadé Laplaceova operatoru existuje verze pro skalarni
pole (1.197), ale i pro vektorova pole, kterd je definované jako

(1.202)

= (1, (1.204)

Vysledkem je

VF=VV-F-VxVxF. (1.207)

Tento vyraz nebudeme rozebirat vice do hloubky. Ovsem kromeé pfipadu vektorového pole v kar-
tézském systému vede Laplacellv operdtor na velmi komplikované vzorce.

1.3.5 Diferencialni identity

V predchozi kapitole jsme otevreli téma kombinovani diferencidinich operatord. Kromé vyse uve-
denych kombinaci mdzZzeme zavést i dalsi velmi uzite¢né vysledky, které budeme nazyvat jako di-
ferenciélnl’ identity Bez ohledu na zvoleny ve|<torovy systém identity mezi diferencialnimi ope-

Gradient funkce vede na vektorové pole, divergence vektorového pole na funkci a rotace vek-
torového pole je opét vektorové pole. Kombinovat mdzZzeme jen kompatibilni operatory. Jiz vyse
jsme uvedli, Ze divergence gradientu vede na Laplace(v operator. Pro kartézskou soustavu tento
vysledek obdrzime trivialné

0 0 0 9? 0? 9
vzsz-szV(afo+jyo+afo>=8wﬁ+3y§+az§ (1.208)

Pro jednoduchost budeme i dale pouzivat vyhradné kartézskou soustavu pro odvozeni.
Pokracujeme aplikaci rotace na gradient funkce
of of of )

VXVf:VX <a 0+87y0+87z0

00f 00f 0of 0 of 0 of 0 0f
(8?/82 az8y>w +<3z8x 8x82>y +(8z8y ay(%)zo. (1.209)
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JelikoZ jsou derivace vzajemné zaménitelné, okamzité vidime, Ze rotace gradientu je nulovy vek-
tor
VxVf=0. (1.2710)

S timto vysledkem se setkame v elektrostatice, kterou je mozné celou popsat pomocijedné ska-
larni funkce.
Pokracujme dalsimi kombinacemi s rotaci. Spolteme divergenci ndsledujiciho pole

OF OF, OF, OF OF, OF,
. F: . F_ 7Y T _ z Ty x —
VoV E=Y ((ay az)“’“(az 6x>y°+<ax ay>>

O O0F, 0O0F, 0O0F, 0O0F, 00F 00F

— = 2 — Y22 (121
dr oy ox0: Toyor oyor Tosow oaay 2N

Znovu vyuzijeme moznost zaménit poradi derivaci a ziskdme vysledek
V-VxF=0. (1.212)

Obdrzeli jsme dalsi dlleZitou diferencialni identitu.

Rotaci aplikujeme na vektorové pole a jelikoz je vysledkem dalsi vektorové pole, nic nebrani
tomu, abychom rotaci pouzili vicekrat. Nasledujici vysledek je mozné odvodit, avSak odvozenije
pomeérné zdlouhavé. NapiSeme proto jiz jen identitu samotnou

VxVxF=VV.F—-VF. (1.213)

Vztah jsme jiZz vySe pouzili k definici Laplaceova operdtoru pro vektorova pole. V elektromagne-
tismu se tato identita hodi zejména pfi odvozovani vinovych rovnic.

Zatim jsme kombinovali jen rlizné diferencidini operatory. Casto ovéem narazime na piipady,
kdy nas zajima vysledek aplikace operatoru na soucin skalarni funkce a vektorového pole. Uve-
deme pouze vysledky

V-(fF)=F -Vf+ fV-F, (1.214)
VXx(fF)=F xVf+ fVxF. (1.215)
Posledni uzite¢nd identita, kterd nds v pribéhu studia pole potk3, je aplikace divergence na vek-

torovy soucin
V- (FxG)=(VxF)-G-F-(VxGQ) (1.216)

Tri predchozi identity Ize trividlné odvodit pomoci Levi-Civitova tenzoru [3]. Avsak jednd se o
znalost nad rdmec béznych matematickych kurzd a zde ji nebudeme bliZze uvaddét.

1.4 Integralni pocet

Pro elektromagnetické pole majiintegraly Siroky vyznam, od vypoctu poli, po definici rznych ve-
licin (napf. proud a napéti), az po samotny zapis zdkonU elektromagnetismu. Ve vypoctech pole
nas ve veétsiné pripadd potkaji funkce, které Ize jednoduse zintegrovat. Budeme ovsem pouzivat
mnoho rliznych zapis{, kazdy s mirné odliSnou interpretaci. V nasledujicich sekcich si je vSechny
projdeme.

1.4.1 Jednoduché integraly
Urcity integral z funkce f (z) zavislé na proménné z integrované v intervalu x € [z1, z2] Ma tvar

x2

I:7f(x)dx:[F(x)} , (1.217)

x1

kde F (z) je primitivni funkce k f (z). Interpretace vztahu (1.217) je zobrazena na obrazku 1.11.
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Obrédzek 1.117: Princip Riemannova integralu. Od sumy konecnych obdéInik( pfejdeme limitnim
pfechodem k integraci.

Sectenim obdélInik{ o strandch Az a f (x,), kde Az — 0, ziskdme obsah oblasti ohranic¢eny
funkci f (z). Podobné postupuje pro funkci dvou proménnych integrovanou na plose

I://f(a:,y) dS:772f(a:,y) dz dy. (1.218)
S Y1 x1

V tomto pripadeé ziskdme objem, ktery je ohrani¢eny zadanymi intervaly a plochou tvorenou pod-
stavou a funkci f (z,y). Findlné nds budou zajimat integraly pfes objem

22 Y2 T2
I:/V//f(w,y,z) dV:///f(:r,y,z) dz dy dz. (1.219)

21 Y1 1

Zde jiz neexistuje jednoduchd geometrickd interpretace. MGZzeme si ovSsem pomoct fyzikdlnim
vyznamem. Zakladni vzorec pro uréeni hustoty materidlu je zaloZzen na podilu mezi hmotnosti
m a objemem V, tedy

- . 1.220
0=y ( )

Z vyrazu (1.220) vyplyvd, ze mizZzeme hmotnost télesa ziskat znalosti hustoty jeho materidlu a
jeho objemu. Pokud ovSem neni hustota homogenni, ale existuje v ni variace napfi¢ materidlem,
pouzijeme vyraz

m= [ o(r)dV, (1.221)
/

ze kterého integraci ziskame hmotnost objektu.

Ve vztahu (1.221) jsme pouZili notaci, kterou budeme pouzivat napfi¢ textem. Pro zjednodu-
Seninebudeme psat pro kazdou proménnou zvlast integral, ale dimenzi agregujeme do diferen-
cidlu d¢§, kde & znadi libovolny Gtvar (kfivka ¢, plocha S, objem V) v tfidimenziondlnim prostoru.

VEechny integraly se pfi rozepsani zjednodusi na hledani primitivni funkce ve vztahu (1.217).
V teorii elektromagnetického pole potfebujeme umeét zintegrovat zejména zakladni mocninné
funkce, goniometrické funkce a racionalni funkce s odmocninami. Slozitéjsi integrace jsou uve-
deny v souboru s matematickymi identitami.

1.4.2 Konvolucniintegraly

Jiz jsme uvedli, Ze pfiintegraci funkce f (r) pfes objem V ziskdme skalar I, matematicky zapsano
jako

I= [ f(r)dV. (1.222)
/
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Predstavme si ovsem nasledujici pfipad, kdy mame funkci
f(r)=eM, (1.223)

kde k € R\ {0} Pokud provedeme integraci pfes interval [0, 1], ziskame vysledek

1
k
-1
/e’“" de = < . =g (k). (1.224)
0

Na tuto hodnotu se mizeme divat jako na skalar, ktery ziskdme dosazenim za k, ale také jako na
funkci g zavislou na k. Stejny princip nas potkava v elektromagnetismu. Integrujeme funkci, ktera
je zavisld na r a r’ pouze pres ¢arované soufadnice

:/f(r,r’) av’. (1.225)

Vysledek integrace opét neni jen pouhy skalar, ale jedna se o funkci zavislou na proménnych r.
Jakozto pfiklad miZeme uvazovat vztah mezi ndbojovou hustotou a potencidlem, ktery si uve-
deme pozdéji v textu.

Pokud budeme integrovat funkci f (r,r') pfes oba soufadnicové vektory, ziskdme opét ska-

[arni hodnotu
//f rr dV’dV /F (1.226)

Vv

VySe uvedeny integral bychom mohli zintegrovat podle k na intervalu [0, 1]. JelikoZ se jednd o
netrividIni integraci, pom{zeme si numerickym software Wolfram Mathematica a ziskdme vysle-

dek
1 1 1
ek
//e’”d / de13179 (1.227)
0 0 0

1.4.3 Integrace vektorového pole

Sintegracivektorového pole mdme nejcéastéji spojené kfivkové a plosné integraly. OvSsem v mnoha
situacich nas potka i integrace vektorového pole, jehoZ vysledkem bude opét vektor. V takovém
pfipadé postupujeme integraci po slozkach

:/A(r) /A ) dV | o+ /A ) dV | yo + /A )dV | zg.  (1.228)
\%4

Znovu zd(lraznéme, Ze vysledek integrace je vektor.
Ve fundamentalinich principech vztahujicich pole ke zdrojim se setkdme s vyrazy typu

= /A(r,r') av’, (1.229)

kde po integraci ziskame vektorové pole. Princip se vyskytuje napfiklad v Coulombové zakoné
nebo Biot-Savartové zakoné.
Konecné, pfiintegraci pfes pozorovaci vektorr a zdrojovy vektor r’ opét ziskdme pouze vektor

//A r,r') dV'dV = /F (1.230)

v v/
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Priblizme si tento princip na nasledujicim pfikladu. Nejjednodussi podoba Coulombova zdkona
se zabyva silovym pUsobenim mezi dvéma bodovymi naboji

P Qi1Q2 r1—12

) (1.231)
dmeg |ry — ro?

kde naboj Q1 je umistén v misté r1 a naboj Qs je lokalizovan v ro. Nyni uvazujme, Zze chceme
spoditat sily mezi dvéma netrividlnimi nabitymi télesy. Pdsobenizohlednime skrz hustoty ndboje

a integraci
_ [ [eme ) (=)
F= // drey  |r— | dviav = V/Q(T)E('r) dv. (1.232)

Vv
Po provedeniintegrace pres objem V' ziskdme objemovy integrdl z vektorového pole E. Po druhé
integraci pak ziskdme silu F, jakou na sebe dva objekty s libovolnym tvarem a obecnym nabo-
jovym rozlozenim pdsobi.

1.4.4 Souradnicové substituce
V mnoha pfipadech se pfi vypoctech vyplati prejit k rozdilnym soufadnym systémim [2]. Uva-
Zujme nasledujici integral
I= /f(r) av. (1.233)
Vv
Integrace v kartézskych soufadnicich z, y a z miZe vést na vyrazy, které neni mozné analyticky

spocitat. Vyplaci se zavést novou soustavu promeénnych &, x a 1, které se na plvodni proménné
mapuji danym funkénim predpisem

r="T;(&x,¥), (1.234)
y="T,(&x¥), (1.235)
z=T,(§,x,v). (1.236)

(1.237)

Transformaci T zménime objem V, pres ktery integrujeme, za novou mnozinu U. UvaZzované
transformace ovSem mohou zménit vysledek integrace. Zavadime proto Jacobiho matici

or, 0T, 0T,
(Enn
o oot
oc  ox oY

ze které spocitdame korekeni ¢len zvany jakobian jako jeji determinant. Celkové tak dostaneme
vyraz

(1.238)

)

1= [1myav = [f@Exo ey . (1239
%4 U

Se substitucemi jsme se jiz setkali v sekci 1.2.3, kde jsme si uvedli alternativni vyjadreni pro-
ménnych, jednotkovych vektorl a diferenciall. Také Jacobiho matice (1.238) jsme jiz pouzili. V
sekci1.2.3jsme ovSem uvazovali takovou maticiJ, kterd méla determinant rovny jedné. Abychom
ziskali spravné verze vyrazQ pro integraci, pouzilijsme upravené diferencidly, do kterych jsme po-
moci korekce pfidali jednotky. PFi vypoctech povedou oba tvary na stejné vyrazy a neni potreba
pro potreby vypoctld objemovych integrdld skrz substituce vztahy rozliSovat. V pfipadé kfivkové
integrace okolo kruznice je ovSem nutné pouzit spravny diferencial.

V nasich vypoctech se omezime pouze na zakladni tfi soutradné soustavy - kartézskou, val-
covou a sférickou. Aplikujme nyni vyse uvedené koncepty na pfevody od kartézské soustavy do
valcové a sférické.
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Valcova soustava

Souradnice popisujici cylindrickou geometrii vyuZijeme pro popis véech problém0 s vélcovou
symetrii. Pfevod mezi kartézskou a vdlcovou soustavou ma tvar

T = pCosy, (1.240)
y = psiny, (1.241)

a jeji jakobian je
cosep —psine 0
Bl=1{]| sinp pcose O0]|=np. (1.243)
0 0 1

Pfipomenme vysledek ze sekce 1.2.3, kde jsme obdrZeli objemovy element pro integraci
dV = pdpdedz, (1.244)

kde vysledek p je pfesné korekce pro Uhlovou proménnou, aby méla spravné fyzikalni jednotky.
Uvazujme nasledujici pfiklad. Chceme zintegrovat funkci

f(r)= ! (1.245)

<\/ﬂc2—|—y2+(z—l)2>37

pfes objem V vymezeny ndsledujici mnozinou

V={reR¥|z?+y*<a® -1/2<2<1/2}. (1.246)

Jednd se o valec s osou v pocatku s polomérem a a vySkou podstavy . Funkci vyjadfime ve val-
covych soufadnicich a uvedené parametry a a L dosadime do integraénich mezi

/2 27 a

/// ’ 3 dpdpdz. (1.247)

120 0 <\/p2cosch—|-,025in2g0+(z—l)2>

Po zjednoduseni zjistime, Ze vztah nezavisi na proménné p. MGZeme tedy zapsat vysledek prv-
niho kroku jako

2
2 / / P - dpdz. (1.248)
—1/2 0 ( P2+ (2 — l)2>

Nyni se ndm nabizi dva zplsoby jak pokracovat. Bud nejdrive spolteme integradl podle z a
poté podle p, nebo zacneme s integralem podle p a budeme pokracovat s integraci podle z.
Druhy zminény zpGsob je jednodusi kvili pfitomnosti p v Citateli a proto jej zvolime. Zacneme s
jednoduchou substituci

/2
p =P+ -0 0~ (z—1)°
QW// 2 3dde_H dt =2p dp a~ a4 (z 1)
—1/2 0 < P2+ (z—=1) )
1/2 a®+(2—1)? 1/2 - 1/2
—1 qja*+(z=0)
7T/ / dt3:7r/ [2\/1%]( 02 dz:7r/ |zll|_ ! dz. (1.249)
z— - 2
—1/2  (z-1)? (\/Z) —1/2 —1/2 a? + (Z — l)
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Dalsi kroky jsou rozdéleni vyrazu na dvé Casti, které separatné zintegrujeme. Nejdfive vyfesime
integral s odmocninou pomoci tangentové substituce

1/2
/ 1 ds — atanu=z—1 /2 ~ arctan (=1/2a) || _
I . - B B —

A 2 (z— 1)’ 5oy du = dz [/2 ~ arctan (—3l/2a)
arctan (—1/2a) arctan (—1/2a)
1
o du= / M9 gy (1.250)
Va2 + a2tan? y COS“u a COS“u

arctan (—31/2a) arctan (—31/2a)

Po zjednoduseni dostaneme integral, kde pouzijeme trik s goniometrickymi vzorci

arctan (—1/2a) arctan (—1/2a) arctan (—1/2a)
1 Ccos cos
/ du = / 2u du = / 712 du
cosu cos?u 1—sin“u
arctan (—3l/2a) arctan (—31/2a) arctan (—31/2a)
—1/V1%2+44a2
v=sinu arctan (—1/2a) ~ —1/VI1? +4a? || / 1 dv. (1.251)
dv=cosudu  arctan(—3l/2a) ~ —31/v/9I% + 4a2| 1—ov2 0
—31/+/912+4a?
V substituci jsme pouzili identitu
X X
sin (arctan (—)) = . (1.252)
a V2 + a?
Manipulaci se zlomkem ziskame dvé racionalni funkce
—1/V2+4a2 . . —1/V12+4a?
/ 1 1dv:[|n|v—|—1—|n|v—1\] =
v v —31/v/912 +4a?2
—31//912+4a? /VaHa

|:|ﬂ U—|—1H1/\/l2+4a2 . 12 ¥ 402 — | i V912 ¥ 4a2 — 31 (1.253)
v=1{] s vorriz VI2+4a? +1 VOZ+4a2+31)

Zbyva namvyhodnotitintegral ze zlomku s absolutni hodnotou. Jelikoz na celémintervalu [—1/2,1/2]
je hodnota v absolutni hodnoté zaporné, zménime znaménko a funkci zintegrujeme

o 12 l 3l
— / dz:—[lnz—l@ :—<In <>—In <>> =In3. (1.254)
o z—1 12 2 2

Celkovy vysledek se sklada ze sumace vSech &asti a postupném aplikovani logaritmickych pra-
videl s¢itani.

(1.255)

/ 1 qv n (3 VOI2 + 4a? — 31 VI%2+4a? +1
2\ ° VO +4a2 431 V12 +4ad? +1
1% \/1:2+y2+(z—l)

Slozitost vypoctu vySe zdlvodnuje, pro¢ u vétsiny vwwpodtld budeme pouzivat matetické identity,
do kterych podle situace dosadime pfislusné veliciny.

Sféricka soustava

Problémy se sférickou symetrii patfi ve fyzice k t€m nejoblibenéjSim. Mnoho z nich Ize analyticky
vyresit a stanovit tak kanonicka fesenf pro ovérovani spravnosti vypoctl provedenych numeric-
kymi metodami. Pro prechod mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi pouzijeme nasledujici



34 KAPITOLA 1. MATEMATIKA

predpis
T =7rCosysing, (1.256)
y=rsingsing, (1.257)
2z =rcoséb. (1.258)

Pro vypocet opét potfebujeme zjistit jakobian

cospsinf rcospcosf —rsinpsing
J=|| sinpsind rsingcosd rcospsing ||=r2siné. (1.259)
cos —rsing 0

Stejné jako v pfipadé cylindrickych soufadnic i zde jsme ziskali vysledek, ktery zajisti spravné
fyzikalni jednotky skrz korekci Ghlovych diferenciald.
Spocteme jednoduchy pfiklad s objemem koule. Integracni oblast zapiseme

V={reR|z?+y*+2* <a’}. (1.260)

Prevodem do sférickych souradnic ziskdme jednoduchy integral k vypoctu

2r W™ a
/dV—///rQSderdego. (1.261)
|4 0 0 0

Zde si mUzeme povsimnout dalsi vlastnosti. Jednotlivé proménné na sobé nejsou zavislé a mG-
zeme je tedy zintegrovat kazdou zvlast

2T T a 27 ™ a

3 4 3
///TQSinGdrdecpZ/d¢/sin0d9/r2dr:2w~2-0;: 7;“ . (1.262)
0 0 O 0 0 0

V Ulohéach se sférickou geometrii se ¢asto budeme setkavat s vyrazem

2r

//sin&d&dgo:élw. (1.263)
00

Jednd se o integraci prostorového Uhlu a hodnota integrdlu vZzdy vyjadfuje povrch koule s jed-
notkovym polomé&érem.

1.4.5 K¥ivkové integraly prvniho typu

Vztahem (1.217) spoc¢teme plochu vymezenou funkci f (x) a osou z. Pfi studiu pole bychom uve-
denym zplsobem mohli spocitat celkovy ndboj rozmistény na Uselce s liniovou hustotou 7 (7).
Nechceme se ovsem omezovat pouze na vypocty rozloZzeni na Useckach, proto zavddime zobec-
néniv podobé kfivkového integralu

I= [ f(r)de (1.264)
/

kde ¢ je obecnd kfivka v prostoru [2]. Postup vypoctu je zaloZen na nalezeni vhodného vyjadrent
kfivky ¢ pomoci parametrizace ® (t), kde interval ¢ € [a, b] zobrazime na kfivku
D : [a,b] — L. (1.265)

Parametrizaci se krivkovy integrdl transformuje na klasicky Riemanndv integral

/f(r) de:/bf@ (t))Ha‘gt(t)H o, (1.266)
/ )
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kde jsme dosadili za viechny plvodnf prom&nné zvolenou parametrizaci. Clen na pravé strané
s derivaci pfedstavuje normu vektoru.
Pfedstavme si princip na nasledujicim pfikladu. Uvazujme kruznici

(={reRz®+y*=0a*2=0}, (1.267)
o polomeéru a, na které je rozloZen naboj s konstantni hustotou
7(r) = 70. (1.268)

Chceme spoditat celkovy ndboj

Q= /T(r) de. (1.269)
¢
| bez integrace si mdzeme uvédomit, Ze vysledek je obvod kruznice vynasobeny konstantni hus-
totou
Q = 2mary. (1.270)

Ukdzeme si ovsem i feseni piimo ze vztahu (1.269). Nejdfive musime zvolit vhodnou parametri-
zaci
® (t) = {acost,asint,0}, te][0,2n] (1.271)

Dosazenim do definié¢ni mnoziny vidime (1.267), Ze parametrizace popisuje vsechny body kfivky.
Pokracujeme spoctenim derivace podle parametru t, kde je vysledkem vektor

0P .
Fr —asintxy + acosty, + 0z, (1.272)
s normou
L) —
e = Va2sin?t + a2 cos?t = a. (1.273)
Dosazenim vsech ¢asti do integrace obdrzime
2
Q= /T(r) as = /T()a dt = 2mary, (1.274)
¢ 0

pficemz integraci jsme obdrzeli stejny vysledek jako vyse.

V nasich vypocltech budeme potrebovat parametrizovat kiivky vyjimecné. Pro vétsinu vztahi
si vystac¢ime s diferencialy, které jsme si odvodili v sekci 1.2.3. Napfiklad na kruznici vzdy pouzi-
jeme diferencialni element

dl, = pde, (1.275)

kde p bude konkrétni hodnota poloméru kruznice, v nasem pfipadé a. Integra¢ni meze jsou dané
rozmezim, ve kterém ¢ uvazujeme, tedy interval [0, 2x]. Integrace je formalné identickd vztahu
vyse

2
Q= / v (r) de = / roady = 2mar, (1.276)
/ 0

s opét stejnym vysledkem.

1.4.6 Kfivkové integraly druhého typu

Interpretovat vyznam integrace vektorového pole po kfivce je pomérné netrividlni. Nejlépe se
vztah vysvétluje jako prace po dané draze

W:/F. ae. (1.277)
l
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Na hmotny bod pdsobiv kazdém misté prostoru sila F'. Pokud chceme pfesunout bod z jednoho
mista do druhé, musime vykonat praci W. Pokud budeme pdsobit proti sméru sily, musime praci
dodat. Ve sméru sily bude naopak sila vykonavat praci za nas. VSechny tyto vlastnostijsou shrnuty
ve skalarnim soucinu (1.3) vektoru sily F' s diferencidlnim elementem df = 7 d/, kde T je tecny
vektor ke kfivce /.

Stejné jako v pfedchozim pfipadé, se fedeni prevadina standardni RiemannQv integral (1.217)
pomoci parametrizovani kfivky a pfevodnim vztahem

b
/F- ae = /F(<I> ) - 8‘1(;?) dt. (1.278)
l a

Princip si opét pfiblizime na pfikladu.
Uvazujme vektorové pole

A —yxo + 2y,
F = ——-—"= 1.279
(T) Ut $2 +y2 ’ ( )
které chceme zintegrovat po kruhu
t={reR®a*+y*=a*2=0}. (1.280)
Pouzijeme zcela totoZnou parametrizaci jako v pfedchozim pfipadé
® (t) = {acost,asint,0}, te[0,2n]. (1.281)
s derivaci
do (t) _ .
g = —asin txo + acosty, + 0zp = a (—sintxy + costyy) . (1.282)
Dosazenim parametrizace do vektorového pole F obdrzime
A —asintxg + acosty, A .
F (o (t = —sintxg 4 cost . 1.283
(®(8) = 21 a2 cos2t + a2sin?t 27ra( 0 Yo) ( )
Vypocteme skalarni soucin obou vyrazl ze vztahu (1.278) a ziskdme integrand
A ) . A, 5 9 A
— (—sint cost -a(—sint cost = — (sin“t 4+ cos“t) = —. 1.284
5ra ( xo + Yo) - a( To + Yo) o ( + ) o ( )
Dosazenim do pdvodniho vzorce vyhodnotime poZadovany integral
A A
/F dée= | — —271' (1.285)
27

Parametrizace je univerzalni ndstroj pro vypocet kfivkovych integralQ. Pro Ucely elektromag-
netického pole ndm vystadi jednodussi pfistup. Podivejme se znovu na diferencidlni element
kFivky

deé = T ds. (1.286)

Pokud budeme integrovat po Uselce vyskytujici se pouze napftiklad na ose z, Ize element zapsat
jako
dl = xg dzx, (1.287)

kde vektor zg urcuje smér. Jedna se o stejny princip, ktery jsme pouzili pfiintegraciliniové hustoty
naboje. Zde je ovsem pfidana slozitost s potfebou urceni te¢ného vektoru. Zavedené vektorové
systémy 1.2.3 ndm poskytnout dostatecny aparat pro vypocet vSech krivkovych integral(, které
nas potkaji.

Vratime-li se k pfikladu vySe, vektorovy kfivkovy element pro kruznici lze zapsat jako

de = pya dep. (1.288)
0
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Integrované vektorové pole mame vyjadrené v kartézskych soufadnicich. Pro dalsi vypocty po-
tfebujeme oba vyrazy sjednotit do jednoho vektorového systému. V sekci 1.2.3 jsme jiz uvazo-
vané vektorové pole prepsali do valcovych souradnic a vektord (1.82)-(1.84) a zde jej jiz upravime

pouze o konstanty
A
F=—¢,. 1.289
27I_p900 ( )
Pri vypoctu musime zafidit, aby do vektorového pole byly dosazeny funkéni hodnoty na kfivce. V
tomto pripadé dosadime za p hodnotu polomé&ru a. Cely integrdl nyni znovu vyhodnotime

2

2w
A A A
Fde=[(2g,)- S — Zon 1.2
/ de /(27“1900) (poade) 27r/ d 52T (1.290)
¢ 0 0

Postup je podstatné jednodussi. Pouzivani rozdilnych vektorovych systému je zaloZzeno zejména
najednoduché praci s elektromagnetickymi poli v rznych systémech. Jelikoz budeme pouzivat
primarné kanonicka télesa, jako jsou roviny, valce a koule, je pro nas zminény postup primarni.

1.4.7 Plosné integraly prvniho typu

Z analogickych dlvod( jako pro kfivkové integrdly prvniho typu zavadime plosné integrdly z
funkce

I= [ f(r)ds. (1.291)
/

Zajima nés integrace skaldrni funkce f pfes obecnou plochu S z prostoru S € R3. V elektromag-
netismu maji plosné integrdly z funkce vyznam pro vypocet ndboje z ndbojové hustoty na obecné
plose.

Obecny postup je zavedeni parametrizace plochy pomoci dvou proménnych

P (t,u) ={x (t,u),y (t,u),z(t,u)}, te€lab],uc€led], (1.292)

pomoci které prevedeme integraci na klasicky dvojny integral

S/f(r) dsa/bjf@@,u»]%fng

Podobné jako u kfivkovych integrald, i zde si vystac¢ime s jednodussim postupem zaloZzenym na
pouziti rozdilnych soufadnych systému. UkdaZzeme si vse na prikladu.
Uvazujme povrch koule

dt du. (1.293)

S:{r€R3|x2—|—y2+z2:a2}, (1.294)

na kterém je naboj distribuovan s plosnou hustotou
s (r) =gz (1.295)

Chceme spocditat celkovy ndboj

Q= [ ¢(r)ds. (1.296)
/

Vysledek bychom mohli znovu uhadnout jen za pomoci znalosti elektromagnetického pole. Na
konci pfikladu se k tomu vratime. Za¢neme ovsem nejdfive standardnim vypoctem (1.293) s pa-
rametrizaci

® (t,u) = {asintcosu,asintsinu,acost}, te0,2n],uel0,n]. (1.297)
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Kontrolnim dosazenim do defini¢nirovnice v mnoziné (1.294) ovéiime, ze zvolend parametrizace
plné popisuje vsechny body plochy. Pokracujeme spoctenim derivaci podle parametr(

0P

5 = aCostcosuxy+ acostsinuy, — asintzy, (1.298)
o0d _ . .

%:—asmtsmuazo+a5|ntc05uy0. (1.299)

Vektorovy soucin mezi derivacemi vede na vektor

0p O acostcosu —asintsinu xg
—— X — =|acostsinu asintcosu Yg| =
ot Ou —asint 0 20

a?sin®t cosuxg + a? sin?t sinuy, + (a? costsint cos? u + a? costsintsin?u) zg =
a?sint (sint cosuxg + sintsinuy, + costzg). (1.300)

Norma vyrazu (1.300) je formalné podobnéd vztahu (1.116), ktery jsme spocitali jiz dfive. Uvedeme
zde vysledek ve zkracené podobé

H@@ 0d

— a2sinty/sin2tcos2u + cos2tsin?u + cos2t = a?sint. (1.301)

Dosadime parametrizaci za integrovanou funkci (1.295) a za¢neme s vyhodnocovanim integralu

2w T
Q= / ) dS = //goacostHxH dtdu—;//%intcostdtduzo, (1.302)
0

kde jsme pouziliidentitu pro sin 2t a fakt, Ze integrace pres periodu goniometrické funkce je rovna
nule.

Ve vsech ploSnych integrdlech, které pfi studiu pole potkdme, bude mozné vyjadritintegracni
element plochy za pomoci diferencialu ze tfi zdkladnich soufadnicovych systému. Pro pfiklad
vyse je element plochy roven

dS = dlydl, =rdf-rsinfde =rsind. (1.303)

Prevedenim integrované hustoty do sférickych soufadnic okamzité ziskdme stejny integral jako
vySe
2w
Q—/g(r) dS—//a?’goCOSHSiHHde(p—O. (1.304)
S 0 0

Cely problém jsme vyresili podstatné rychleji jen za pomoci uvazenim rdznych soustav sourad-
nic.

Na zacatku vypoctu jsme zminili moznost vyhodnotit integral okamzité pouze za pomoci ma-
tematickych vlastnosti. Uvazime-li povrch a funkci, kterou integrujeme, vidime, Ze se jednd o inte-
graci liché funkce pres symetricky interval. Takova integrace je vzdy rovna nule. MOzZzeme ovsem
uvazit i fyzikalni interpretaci. Celé nabojové rozlozeni je ekvivalentni elektrickému dipdlu. Nej-
jednodussi dipdlova konfigurace jsou dva stejné velké, ale opacné, blizké ndboje. Soucet téchto
nabojl je roven nule.

1.4.8 Plosné integraly druhého typu

S toky vektorovych poli se v elektromagnetismu setkdme ve vsech jeho ¢astech. At uz se jedna
o Maxwellovy rovnice, definici elektrického proudu, nebo vypoclet indukénosti. Zdkladni vztah je
definovan jako

= /F(r)- ds, (1.305)
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kde dS = ndS reprezentuje vektorovy element plochy s vnéjsi normalou n. Ve vztahu opét figu-
ruje skalarni soucin (1.3) mezi vektorovym polem F a normalovym vektorem. Nejvétsi tok proudi
plochu, na kterou dopada vektorové pole kolmo. Naopak pokud je normalovy vektor rovhobézny
s vektorovym polem, je tok plochou nulowy.

Univerzalni zplsob vypoctu toku je zavést parametrizaci a prevéstintegral (1.305) do podoby

b d
/F(r)- dS://F(é(t,u))- <?;f><gi)> dudt, (1.306)
S a c

kde jiz integrujeme klasicky dvojny integral.
Jako pfiklad spocteme tok vektorového pole
A
F(r)= = 2200 Wt 220 (1.307)

= 3
Am <\/$2 +y?+ 22>

skrz povrch koule
S:{TER3|$2+y2+z2:a2}. (1.308)

Mnozinu popiseme stejnou parametrizaci jako v pfedchozim pfikladé
® (t,u) = {asintcosu,asintsinu,acost}, te0,2x],uel0,n], (1.309)

pro zkraceni ovsem zapiseme rovnou vysledek vektorového soucinu z parametrizace

o 00
Frai a?sint (sint cosuxg + sint sinuy, + costz). (1.310)

Pokracujeme dosazenim parametrizace za vektorové pole

asintcosuxy+ asintsinuyy + acostzg

F(®(t,u) = 5. (1.311)
(\/aQSithcos?quaQSinZtsinqura2 cos?2 t)
Stejny vyraz jsme uréovali jiz dfive v sekci 1.2.3. NapiSme zde pouze vysledek
1 . . .
F (@ (t,u)) = — (sint cosuxg + sintsinuy, + costzo) . (1.312)

a

U vSech predchozich pfipad(l jsme si mohli povSimnout, Ze parametrizace funguje velmi po-
dobné jako soufadnicové substituce. Aktudlni priklad neni vyjimkou a vysledky, které postupné
pomoci parametrizace ziskdvame, jsou formalné stejné jako soufadnicové substituce. Vektor (1.310)
z parcidlnich derivaci skalarné vynasobime z prevedenym vektorovym polem

F(@(t,u))'<(§)x?>:4142-a25int:fsint, (1.313)
u ma 7

¢imz jsme obdrzeli integrand, ktery dosadime do vztahu (1.306) za¢neme s integraci

2r ™

/F(T)'dS:A//Sintdtdu:A47r:A. (1.314)
47 47
S 0 0

Stejny integral jsme resili v sekci 1.4.4 a je dobré si jeho vysledek zapamatovat.
Opét se podivame na priklad pomoci soufadnicovych substituci. Pro sférickou plochu mU-
Zeme vektorovy element plochy zapsat jako

dS = ror?sin6dé do. (1.315)
@
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Pokud si vyse uvedené vektorové pole pfevedeme do sférické soustavy, zjednodusi se zapis na
A

= ——7).
472

Dosadime do vztahu (1.305) a znovu spocteme vysledek

F(r) (1.316)

2T ™ 2T
A ) A A
/F. dS—//(Wm)-(roa SInG) d9dg0—47r//5|n9—47r47r—A. (1.317)
S 0 0 0 0

VSechny nase integralni vypocty bude mozné spocitat pouze za pomoci vhodné zvolenych di-
ferencidll a soutadnic. Ze zac¢atku mohou ovSem byt soufadnicové transformace pomérné ne-
intuitivni. Proto byly v tomto doplnkovém textu vsechny vyse uvedené pfiklady spoclteny vice
zplsoby.

1.4.9 Integrdlniidentity

Pravdépodobné nejelegantnéjsim vysledkem klasické matematické analyzy jsou integralni véty.
S jejich zdkladem jsme se jiz seznamili v sekcich vyse, akorat jsme neuvedli kontext, ve kterém
si koncepty pfedstavime nize.

Vysetfovali jsme diferencialni element toku vektorového pole elementarni plochou

dé=F.-dS=V-FdV, (1.318)

pro néjz jsme ziskali alternativni vyjadfeni pomoci divergence vektorového pole a objemového
elementu. Vsekci1.3.2 jsme poditali tok vektorového pole plochou. Pfeintegrujeme vsechny ¢asti
vztahu (1.318) podle danych elementd a obdrzime integralni tvar

@z/F-dS:/V‘FdV. (1.319)
S \%4

Tento vztah ovsem plati jen, pokud jsou plocha S a objem V spolu svazany vztahem
S =09V, (1.320)

tedy Ze uzavfiend plocha S je objemu V. Uvedeny teorém se jmenuje Gaussova véta

fp.dsz/v-pdv, (1321
oV 1%

a predstavuje zakladni ndstroj pro prevod Maxwellovych rovnic do diferencidlniho tvaru.
Vysetfovali jsme také cirkulaci vektorového pole okolo zadané kfivky
dV=F -dl=V x F-dS, (1.322)

kterou jsme naopak prevedli do diferencidlniho toku rotace vektorového pole. Stejné jako v pred-
chozim pfipadé celou rovnici integrujeme

\P:/F-dﬁz/VXF-dS. (1.323)
14 S

Opét nesmime zapomenout na podminku, Ze uzavfena kfivka ¢, po které integrujeme predsta-
vuje hranici plochy £ = 9S. Ziskali jsme Stokesovu vétu

/F-dﬂz/VxF-dS. (1.324)
as S

Véta ma opét zasadni vyznam pro pfevod mezi integrdlnim a diferencidlnim tvar Maxwellovych
rovnic.
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1.5 Shrnuti

Uvedend matematicka teorie predstavuje zaklad pro praci s elektromagnetickym polem. MlZete
si povsimnout, Ze mnoho konceptd se opakuje, coz je jeden z dlsledkl duality mezi elektrickym
a magnetickym polem. Castem s odvozenim diferencidlnich operator(l jsme v&novali vétsi dlraz,
nebot na stejné principy narazime pfi odvozovani polarizace a magnetizace.

Zakladem pro efektivni vypocty je pochopeni pfevodd mezi vektorovymi systémy a souradni-
cemi. Doporucujeme vam problematiku dlkladné procist a pfipadné nés kontaktovat pro dalsi
vysvétleni.

Vyklad zde byl sepsan s ohledem na kompromis mezi matematickou rigoréznosti a inzenyr-
skym potrfebam. Vychdazi z matematickych predmét(, které jste méli v prvnim roce studia. Pro
dalsi ¢teni vas odkazujeme na nédsledujici zdroje. Pro Uspé&sné ukonceni pfredmétu nebude po-
tfeba vSechny kurzy znovu d0kladné projit. Zdroje niZze slouzi jako rychld pomoc pfi potizich s
matematickym aparatem.

« Abstraktni a konkrétni linearni algebra, J. Velebil.

- Diferencialni a integrdini pocet jedné proménné, J. Tkadlec

+ Math Tutor, P. Habala

 Diferencialni pocet funkci vice proménnych, J. Hamhalter a J. Tiser.
+ Integraini pocet funkci vice proménnych, J. Hamhalter a J. Tiser.

- O vztahu matematiky a fyziky, P. Kulhanek

« Série pfednéasek z linearni algebry

« Série pfednasek z matematické analyzy 2

« Série cviceni z matematické analyzy 2

« Série pfednasek z teoretické fyziky 4


https://math.fel.cvut.cz/en/people/velebil/akla.html
https://eshop.cvut.cz/simplifyworks/cs/eoc/public/product/105053090-tkadlec-diferencialni-a-integralni-pocet-funkci-jedne-promenne
https://math.fel.cvut.cz/mt/indexc.htm
https://math.fel.cvut.cz/en/people/tiser/vyuka.html
https://math.fel.cvut.cz/en/people/tiser/vyuka.html
https://www.aldebaran.cz/studium/vnp/mf.php
https://www.youtube.com/watch?v=j2ZMyvmDZfo&list=PLQL6z4JeTTQk7wmdZHA2bCg3utkdq57_R
https://www.youtube.com/watch?v=CEh18Mkel5k&list=PLQL6z4JeTTQl6_qrHMZbm8FTClvJH222r
https://www.youtube.com/watch?v=Njm3mGDIUDU&list=PLJgoOJqrvXfxWiXkL2NRzmruIi6-Eq7d2
https://www.youtube.com/watch?v=iqp1uZyHnjc&list=PLQL6z4JeTTQkYWMWTUpWGWxzZA_ejLjIm
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Kapitola 2

Elektrostatické pole

2.1 Vypocet pole

Pro urleni elektrostatického pole médme nékolik moznosti. Kazda z nich ma své konkrétni vyhody
a omezeni. Pro jednoduchost budeme v této Casti uvazovat, Ze ndboj je v daném objemu V
rozlozen s nabojovou hustotou g (7).

Vychozi vztah pro uréeni pole je Coulombovsky integral

E(r) = — /Q(’J)(T_T,)dv’. 2.1)

Cdmeo ) e )P

V/

Vektor r uréuje misto, kde pole pozorujeme, a vektor ' slouzi k popisu zdroje pole (objem s né&-
bojovou hustotou). Kromé velmi specidlnich pfipadd je tento vzorec pomérné neprakticky, nebot
je zatizen nutnosti vyhodnotit jmenovatel s tfeti mocninou, jez vede ve vétsiné pripadl ke vzta-
hdm, které nelze analyticky spoditat. Dalsi nevyhodou je nutnost fesit tfi integraly pro tfi slozky
pole.

Pro druhy pfipad vypocltu vyjdeme ze vztahu mezi elektrickym polem a skaldarnim potenci-
alem a vztah (2.1) s jeho pomoci upravime do tvaru

_ 1 o(r) i
Plr) = 47T50‘/// e °Y 22

V tomto prfipadé fesime pouze jeden integral a ¢len ve jmenovateli je také podstatné jednodussi.
Tato forma je vyhodnd pro numerické feseni pomoci metody momentd, ovsem pro analytickou
integraci méa opét jisté nevyhody kvdli singularité, kterd se v integralu vyskytuje.

Pro vypocet skalarniho potencidlu mdzeme alternativné pouzit Poissonovu rovnici

V26 (r) = —27). 2.3)

€0

kterd se v oblasti mimo zdroje (r ¢ V) zméni na Laplaceovu rovnici (1.192). Tento vztah patfi k
nejvyhodnéjsim pro vypocet, zejména pro numerické feseni Gloh z elektrostatického pole.

Posledni vztah je pro vypocet pole nejjednodussi, avsak zaroven podléha nejvice omezenim
a predpokladdm, které musi pole splnovat. Gaussova véta elektrostatiky ma tvar

€0
\%4

]{E(T)- dSzl/Q(T) dv. (2.4)
ov

Pro vypocet pole ji mUzZzeme pouzit jenom tehdy, pokud je vySetfovany objem V symetricky a
zaroven i samotné rozlozeni naboje ¢ (r) je v objemu symetrické. V takovém pfipadé vime, ze
pole ma pouze normalovou sloZzku E (r) = Ej(r)n, kde n pfedstavuje jednotkovy vektor ve
sméru vnéjsi normaly plochy obklopujici uvazovany objem.

43



44 KAPITOLA 2. ELEKTROSTATICKE POLE

Obrazek 2.1: Symetrie zdrojovych vektord r’ vici pozorovacimu bodu r.

2.1.1 Nabojrovhnomérné rozlozeny na kouli.

VSechny Ctyfi pfipady si ukdzeme na pfikladu koule o poloméru a s objemovou hustotou naboje

o(r) = {go, : Z “;’ (2.5)

Redeni samotného pole se ndm rozpadne do dvou pfipadd — uvnitf a vné koule. Pro vypocet
pouzijeme sférickou soustavu a sféricky vektorovy systém 1.2.3.

NeZ zacneme s feSenim, mdzZzeme si povSimnout, Ze problém ma sférickou symetrii. Nema-
Zeme rozlisit smér, ze kterého se divdme na kouli. Intenzita pole mdze byt zavisld pouze na ra-
dialni proménné r a ma jedinou slozku

9¢ (r)
or

E(r)=E,(r)ro=—-V¢(r)=— ro, (2.6)

kde jsme uvazovali, Ze potencidl musi byt také jen funkci r. Zminénou vlastnost v nasledujicim
pouzijeme.

Redeni Coulombovskym integrdlem

Pfi Uplném rozepsani vztahu (2.1) pro zadany problém ziskdme integral

z03 dz’ dy’' d7’. (2.7)
v (Ve-aP -y e e- o)

E(’I"): 47Qr(::o/ (x_x/>x0+(y_y/)y0+(z_z/)

Vyraz ve jmenovateli pfevedeme do sférické soufadné soustavy

\/(:c — )+ (y—y) + (z—2)* = /r2+ 2rr' (cosfcos @' —sinfsinf cos (¢ — ¢')) + 12, (2.8)

PFi prvnim pfibliZzeni jsme si pouZitim proménnych r, 8 a ¢ pfilis vypocet neusnadnili. Jiz jsme
zminili, Ze pole bude mit pouze slozku kolmou k povrchu koule. Pfedpoklad si mdZeme ovérit
ndsledujici Gvahou. Na obrazku 2.1 jsou nakresleny dva body 7} a 7%, ze kterych uvazujeme pfi-
spévek do bodu r. Oba body tvofis pozorovacim body r vektory se stejnou velikosti ale opacnym
smérem. V jejich souctu se slozky do opacnych smérd osy z odectou a zlstane pouze slozka do
sméru z. Ke kazdému bodu na levé strané od bodu r nalezneme pfesné zrcadlovy bod z pravé
strany.
Uvahu mizeme jest& vice rozvést. Zapisme si znovu radidlni jednotkovy vektor

xTxo + + 2z
)= 0+ YYo 0 (2.9)

V2 +y? + 22
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Pokud budeme pozorovat pole pouze v kladné ¢asti osy z, pak bude radialni vektor ekvivalentni

Oz + 0yy + 220

ro = = 2.
R/ (R e ’

Vysledné pole bude mit v tomto sméru pouze slozku E,. Ta ovsem musi byt totoZzna se sloZkou
E,, kterou popiseme pole do vsech smérQ. Pro feseni si ponechdme kartézské smeérové vektory
abudeme uvazovatz =0ay = 0, tedy 6 = 0 ve sférickych soutadnicich. Vyraz (2.8) se podstatné
zjednodusi

(2.10)

|r—7'|| = V12 = 2rr’ cos @' + 2. 211

Do plvodniho vztahu (2.7) dosadime pozorovaci vektor » = rzg, upraveny jmenovatel (2.11), a
sférické souradnice do Citatele

E(r) = av’. (2.12)

00 / —r'cos ¢’ sin@xy — r'siny’ sin@'y, + (r — 1" cos ) zg
3
dmeo o (\/7“2 —2rr’ cos @ + 7“’2>

KvUli zvolenému sméru pozorovaciho bodu ihned vidime, Ze pole bude mit skutec¢né pouze
sloZzku E,, nebot zbylé dvé se integraci goniometrickych funkci pres celou periodu identicky rov-
naji. Opét zdlraznujeme symetrii problému, diky které mGzeme dale uvazovat E,. (r) = E, (7).

Do integrandu pfidame jakobian sférickych soufadnic a doplnime integraéni meze. Finaini
vyraz, ktery budeme integrovat, je

2 ™ a

_ /
— /// r—ricosd 2 sin ¢ dr' d6’ . (2.13)
471'50 \/7'2 7 3

2rr’ cos @ + 7“’2)

Z4adna &ast v integralu nezavisi na ¢'. Proto integraci podle d¢’ provedeme jako prvni a rovnou
vyraz vyslednou hodnotu 27 zkrdtime o jmenovatel pred integrdlem

o /
// roreost  Pging drf e, (2.14)
260 \/7“

— 2rr' cos @ + r’2>

Nyni se postardme o proménnou #'. Tvar integralu vede na substituci

—1 a

cosf =t 0~ 1 r—r't 12 47 Ay
Er(r)ZH_Smg,de,:dt ww—1H_ 250// \/T 2rr’t+r’2)3r dr'dt’.  (2.15)

Problém si nyni trochu zjednoduime vypoctem ¢asti zavislé na t. Zacneme s dali' substituci

(r+r7)? u—r2—r?
r2—2rr't+ 1% =u 1~ 72— 2pp 172 r'? 7“—}—27
= T du. (2.16)
—2rr' dt = du 1~ 72 4 277 4 /2 2rr! us
(r=r1y?

Zbavime se znaménka minus prohozenim mezi, upravime itatel, zjednodusime konstantu pred
integralem a za¢neme s integraci

, ) 2 _ 2 , ) 2 _ 2 , )
T =71 4u r re—r T 1
— —du=-— d — — du. 217
dr? / u’ T / us v 4r2 / us Y 217)
(r—r")* (r—r")* (r—r")?

TObé& substituce bylo mozné provést v jednom kroku. Zde jsme pouzili dvé& pro lepsi ndzornost.
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Obé &asti na pravé strané jsou jednoduché integraly z mocninnych funkci.

o (7"2 B 7“'2) [LL} (r41')? 7”2[2 ](T+r')2 _

42 —% u (7"77”)2 4 (rfr’)2
r’ 2 2 1 1 7’ / /
- 53 (r — ) |7“—|—r’\_]7“—r’| +—2T2 (}r—{—r‘—‘r—r’). (2.18)

Absolutni hodnota v ¢lenech |r & /| je velmi dllezitd soucast vysledku. Pokud bychom na ni pfi
odmocnovani zapomnéli, nedostali bychom spravny vysledek. Pfestoze obé& proménnérar’ jsou
pouze kladnd nezdporna Cisla, stale jesté maji relaci vici sobé. Musime fesit dva pfipady

1. pror < r’ obdrzime vysledek

7"/ 1 1 T/
7ﬁ(r27ﬂ2) (7”+7“/+r—r’> +ﬁ(7“+7"+7‘—7“,):

/

r , N =17 +r+7r r
S e G o) = —— (=2r +2r) =0, (2.19
2r2< (r T)(T+T)(T+T/)(T—T/)+ r> 2r2( r+2r)=0, (219

2. apror >r'jevyslednd hodnota

/

r 1 1 r
_ﬁ(r2_ra) <T+r’_r’>+2r2(r+r'—r+r’):

r —

r! r—r —r—y

/ / / ! / / 2
2T2<—(r—r)(7“+r) (r+r’)(r—r’)+2r> :2%(27“ +2r') = :2 . (2.20)

Oba vysledky maji svij vyznam pro nasledujici. Posledni integral k vypoctu je

a

2r"?
E, (T)ZQQEOO/ 5. (2.21)
0

Pfed jeho samotnym vyhodnocenim ovéem musime uvazit, ze pro r < 7' je integrand nulowy.
Pokud je pozorovaci bod r vné objemu V, pak integrujeme v celém intervalu a obdrzime

a
/2 /3

2 [T 90[7”“ 5

?]0:;’?‘)%, r> a. (2.22)
0

E,(r) = —dr’ = =%
r(r) 2¢9 ) r? " eor?
0

Pokud je ovsem bod r v objemu V, musime uvazit pouze integraci od 0 do r. Mimo tento interval
integrujeme nulovou funkci. Vysledek této operace je

T

2 13
oo [T / o [T°]1" _ oor
B (r)=2 [T g :7[7} _ Qo . 223
r(r) 60/ . eor2L 3 1o 3eg r<a ( )

0

Na hranici objemu v » = a jsou si obé Casti rovné. ZapiSeme celkovy vysledek ve vektorové
podobé
,
QLTO r<a,
360
E(r)= 3 (2.24)
o4 Ty r>a
3807‘2 -
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Regeni Coulombovskym integradlem pro potencial

V tomto pfipadé je feSeni zjednoduSeno o odebrdni jedné mocniny ve jmenovateli a faktem, ze
nemusime rozliSovat vektorové slozky. Stejné jako v predchozim pfipadé i zde midzZeme vyuZzit
zjednoduseného zdpisu vzdalenosti mezi pozorovacimi vektory

Hr—r’H =/r2 — 2r1' cos @' + 2. (2.25)

Dosadime do jmenovatele a pfidame sféricky jakobian. Obdrzime integral

2r T a

12 i /
sinf
/// ! dr' do’ dy. (2.26)
47780 Vr2 —2rr’ cos @ 4 1’2
Integrace podle ¢’ je trividlni a jeji vysledek opét zkrdtime o jmenovatel pred integralem
sing’
// i dr’ o', (2.27)
" 20 V12 —2rr’ cos @' + '

Pokracujeme s pro jednoduchost s &asti problému relevantni pro 6, kde zavedeme substituci

(r+r')?

r2—2rr'cos® +r?=u w2420 402 oo 7" 1
7 / 2 / 2 —_ 7du (228)

2rr’sin @' dt = du 0~ rs—=2rr" +7r 2e0 277’ Vu

(r—r")?
K integraci podle r’ se vratime pozdé&ji. Ziskdme mocninné funkce
r-‘r'r’) , (rt /)2 ,

QO T 0o T |: :| rr o T / /
_ 2, _ar —r=7']). 2.29
260 271 / Vi 94T 23 2V e = ey (=l =r) (2.29)

(r—r")?
Vysledek rozdélime na dva pfipady
1. pror < 7' plati
o0 7’ / o0 7’ 2
_(— == (o) = =2 2.30
250r(+r (=r+77)) 2€0r(r) E()T7 (2.30)
2. apror > r' ziskdme
00 1’ / 0 oo 0r"?

—r=r))=o_——(2r)="— 2.31
2£0r(+r (T r)) 250r(r) e T ( )

Pfi integraci podle ' musime v zavislosti na poloze r rozliSit meze integralu. Uvazujme, ze jsme
uvnitf koule r < a. Potom integrujeme

r
2 2

o0 [ 00 ) 00 o g9 (1T® a® 7
O . - _ o, e 2.32
¢(r) eo/rdr+eo/ dr {3r}+0{2}r 50<3r+2 2 ) (2.32)

0 r

kde jsme museli pomoci integracnich mezi rozlisit, kterd z proménnych r a ’ mensi. Po Upravé
obdrzime ) )
oor 00

_ _ & , 2.
¢ () 6o0 + 25 <0 (2.33)

Nyni zopakujeme stejny postup pro druhou situaci, kde jiz trvale plati » > 7’ a meze rozliSovat

nemusime
a

2 1354 3
¢(T):90/idr/:90m] 0 (2.34)

€0 €0 0 3807“
0
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Obé Casti jsou sirovné v r = a. Pro Uplnost vysledku musime dopocditat elektrické pole
00 0 r? o Q0T <
— | - = — r<a
L) go Or 6) 0 35 0 ’
e =

0= ) )
or ooa® 0 (1 0oa’
— 32 5 rog = r>a.

0

E(r)=-V¢= (2.35)

T

0= o
3€0T2

Vysledek je totozny se vztahem (2.24).

Regeni Poissonovou rovnici

Redime separatné pfipady pror € V ar ¢ V. Potencial ¢ je funkci pouze promé&nné r a Laplace(iv
operator (1.192) se zjednodusi pouze na ¢len s derivaci podle r. Pro jednodu$si manipulaci roz-
lisSime potencidl pro vnitini a vnéjsi feSeni pomoci index( i a 0. Za¢neme prvnim z nich. ReSime

rovnici L 8 96
2 2 Ui 00
- Y i R 2.36
Ve r2 or (T 87“) €0 (2.36)

Nejdfive cely vztah vydélime 1/r? a ziskdme

9 [ 209 %00

— — = ——. 2.37

or (T or €0 ( )
Pokracujeme integraci rovnice (2.37) podle r

_ 3
200 _ T g (2.38)
or 3e0

kde jsme na pravé strané integraci odstranili derivaci a na pravé jsme provedli integraci kvadra-
tické funkce. Konstantu K; uré&ime nakonec z hrani¢nich podminek. Nyni vztah (2.38) vyd&lime 72

a obdrzime relaci
0¢i _ roo | K

o 3eg 12
Vzhledem ke vztahu mezi gradientem a polem (2.35) mUzZeme jiz zde s vypoctem skoncit a na-

psat vztah pro pole. Pro Uplnost potencidl dopoditdme provedenim posledni integrace podle
T

(2.39)

2
6 (r) =~ = L K, (240)

kde K5 je dalsi kalibra¢ni konstanta.
Nynf uréime potenciél pro oblast mimo zdroje (r ¢ V), kde se Poissonova rovnice rozpadne

na Laplaceovu rovnici
19 [ ,0¢0
V2o = —=— [ r? =0. 2.41
%o r2 Or <r or > ( )
Rovnici (2.41) nejdfive vydélime 1/r? a poté zintegrujeme podle r, ¢imz se opét zbavime jedné
derivace
9o

or
Konstanta K3 je vysledek integrace nulové funkce. Opét bychom zde mohli s vypoctem skoncit.
Vydélime vztah (2.42) s r2 a opé&t zintegrujeme podle r

2 — K. (2.42)

K
o (r) = —73 + Ky, (2.43)
kde K4 je posledni konstanta k uréeni. ZapiSme pfehledné oba vysledky
r? K
o (r)=-2" 2Lk, (2.44)
6e9 r

¢o (1) = —— + Ky. (2.45)
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Z obou vztahl ndm z(lstalo mnoho nezndmych konstant, které musime urcit. VyuZijeme k
tomu nasledujici poznatky. Potencidl musi byt ve vSech bodech spojita funkce. V bodé a se obé
jeho Casti potkavaji a musi se zde rovnat. Na poloméru a se nevyskytuje zadna plosna hustota a
normalova sloZka pole zde musi byt spojitd. Znamena to, Ze rozdil derivaci podle normaly d¢/on
bude nulovy. V bodé r = 0 se nevyskytuje zadna singularita a potencial zde musi nabyvat konec-
nou hodnotu. Vsechny podminky matematicky zapiseme

¢i (a) = ¢o (a), (2.46)

8¢i _ a¢o

E a N or a, (247)
lim ¢ (r) < oo (2.48)

Z posledni podminky uré¢ime K7 = 0. S prvnich dvou rovnic zapiseme soustavu rovnic

2
K
¢i (a) = Ky =~ Ky = o (r) (2.49)
680 a
O ago K3z  0¢o
S T 5 T 5 T 2.
or la 3e0 a? or la (2.50)

M&me dvé rovnice pro tfi nezndmé. Na prvni pohled se ndm to mdze jevit jako problém, ovsem
tfeti nezndma ma v potencidlu vyznam reference, kterou si mZeme nastavit zcela podle libosti.
Zde ji pro jednoduchost zafixujeme jako K4 = 0, abychom obdrzeli v nekone¢nu nulovy poten-
cial. AvSak zdUraznéme, ze na vypocet pole by neméla vliv libovolnd hodnota. Z druhé rovnice
muUzeme ihned vyjadrit

3
Ky = -2 (251)
360
kterou dosadime do prvni rovnice
a?0o 1( ooa 00a’ 00a® | ooa®  ooa’
6eg R a < 3€0 > 3€0 2 3e0 + 6e9 2eq ( )
Dosadime ve do vychozich vztahd (2.44) a (2.45) a zapiSeme vysledek
2 2
oor 00a
i = — 2.53
(bl (T) 650 250 ) ( )
3
00a
= . 2.54
®o (7") 3eor ( )

Jednd se o stejny vysledek jako v sekci s vypoctem Coulombovského integrdlu pro potencial.

Elektrické pole je
00 O ( 7“2> oo
—— | ——= | T = —T9p r<a,
0

gg 0 6 3¢
E(r)=-V¢= —%7’0 = o (2.55)
o — L g 1 Ty = 00" TO T>a
3eg Or \ r  3gor2 0 -

Reseni Gaussovou vétou

Pfi pouziti Gaussovy véty vzdy ziskdme na pravé strané naboj, ktery obepne vymezend integracni
plocha. Pro pfipad r < a vime, Ze jsme uvazovali pouze ¢ast z celkového naboje Q, ktery je v
objemurozloZzen. Nase Uloha splnuje podminky symetrického rozlozenia midzZeme tedy spravné
pfedpokladat, Ze vysledné pole ma pouze sloZzku rovnobéznou s normalou integracni plochy,
tedy n = ro. VSechny tyto ¢asti nyni dosadime do Gaussovy véty a ziskdme

1
%Er (r)rodS = 6/godV'. (2.56)
0

ov’ %4
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Carované promé&nné budou mit v této sekci mirné odlignou interpretaci od ptedchoziho textu.
PouZijeme je jako pomocné proménné. Na levé strané integrujeme pres povrch koule a na pravé
pres jeji objem. Diferencialni vektorovy element plochy je dS = rodlydl, = ror? sinf dé de.
Objem V/, pres ktery integrujeme, ma polomér r plati pro néj V! ¢ V. Dosadime pfislusné meze
do vztahu (2.56) a zapiSeme jako

2T T 2 W™ T
//E (r) 72 sin 0 df dy = S()///r’zsinﬁdr’dﬁdap. (2.57)
0 0 00 0 0

Jelikoz integrujeme ve sférickych soufadnicich, pridali jsme k pravé strané jakobian sférickych
soufadnic (1.259). Na levé strané rovnice (2.57) je funkce E, (r)r?, kterd ovdem neni zavisla na
integracnich proménnych a mdzeme ji pfesunout pred integraci. Zbyly integral je identicky se
vztahem (1.263). Na pravé strané integrujeme objem koule V’, viz vypocet (1.262). PouZili jsme
¢arovanou proménnou r’, abychom rozlisili mezi integraci pres radidlni vzdalenost a polomérem
koule V’. Po provedeni integraci na obou strandch mé rovnice tvar

3
E, (r) 4mr? = 4x2" (2.58)

380 ’

ve které vydélime obé strany ¢lenem 4712 a obdrzime findIni zapis pro r slozku pole

.
E.(r)= %O- (2.59)

Pro Uplnost zapiSeme cely vztah i se smérem

Po
E(r)=—mr. 2.60
(r) 30,70 (2.60)
Jednd se o identicky vysledek, ktery jsme obdrzeli jiZ tfikrat pfedtim.
Pro pfipad r > a postupujeme zcela stejné. Tentokrdt ovsem na pravé strané neni mez inte-
gralu funkci r, nybrz je pevné nastavena na a. Integraéni objem V na pravé strané obepne vzdy
celkovy ndboj. Leva strana je identickd levé strané z rovnice (2.57). ZapiSeme vychozi rovnici

€0
%4

1
?{Er(r)ro-rodS:/godV, (2.61)
S

a pouzijeme vsechna predchozi pozorovani pro jeji zjednoduseni

2 T 2r ™ R

1
£.) [ [sinocoap=— [ [ [r2sinoarsoay. (2:62)
0
0 0 0 0

0

Radialni integracni proménnou na pravé strané rovnice (2.62) jsme opét oznacili jako 7/, aby ne-
doslo k jeji zdaméné s proménnou r. Integrace se opét rozpadla na integraci povrchu koule na
levé strané a objemu koule na pravé strané

poa’

: 2.63
300 (2.63)

E, (r)4nr? = 4x

V tomto pfipadé uz oviem vystupuje proménnd r pouze na levé strané. Vysledny vztah ma tvar

3
Poa
E, (r) = 3er?’ (2.64)

a ve vektorovém zdapisu
_ poa’

E(r)= Segr? 0.

(2.65)
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Poznamky

VSechny vyrazy upravime, aby byly vyjadfeny pomoci celkového naboje

2t ™ a
2. 4ra’

Q= [ p(r)dV =p r“sinfdrdfdy = po 3 (2.66)

1% 000
kde jsme integrovali konstantni funkci pfes objem koule s polomérem a a miZzeme psat
3Q
= —. 2.67
PO= g (2.67)

Oba pripady do findlniho zapisu, ve kterém kterém nahradime hustotu ndboje za celkovy na-
boj (2.67) a ziskdme

iL?)rg r<a,

dmeg a

E(r)= o 1 (2.68)
v - > q.
4deg a? oo r=a

Vidime, Ze intenzita pole roste az dosdhne svého maxima v poloméru a. Od tohoto bodu uz ne-
mUzeme rozlisit, zdali je zdrojem elektrického pole bodovy ndboj, plosna hustota rovnomérné
rozlozend na sféfe, nebo nds rovnomeérné rozloZzeny naboj v objemu.

Na zacatku jsme zminili u Gaussovy véty, Ze podléha ze vSech vypocetnich néstrojl nejvice
omezenim. OvSem lze namitnout, Ze ve vSech pfipadech jsme pfi FeSeni pole pouZili pfedpoklad,
Ze pole je pouze funkci radidIni proménné. Ve vétsiné pripadl bychom bez takové znalosti pole
nemeéli mozZnost analyticky spoditat. AvSak plati, Ze prvni tfi vztahy je vZdy mozné podrobit nu-
merickému feSeni. U Gaussovy véty tato moZnost neexistuje, nebot hlavni pfedpoklad o znalosti
vysledného sméru nelze kromé zakladnich problém0 pouZzit.

2.1.2 Vlivinformace o systému na vypocet kapacity

Kapacita predstavuje podil mezi ndbojem a napétim
Q S
C=2=-5 2.69
U ( )

kde @ pfedstavuje naboj na kladné elektrodé a U je napéti mezi elektrodami. V obou ¢lenech
vztahu (2.69) nalezneme elektrické pole E. MGZzeme si povSimnout, Ze pfi libovolné zméné am-
plitudy pole zUstavéa kapacita neménna. Ztoho plyne, Zze kapacita C mUze zaviset pouze na mate-
rialovych vlastnostech a geometrii konfigurace. DalSi implikace se tyka pocatecniho zadani Ulohy
vypoctu kapacity.

1. Zname naboj ) na elektrodach a dopocitdme napéti

U=U(Q). (2.70)

2. Zndme napéti U mezi elektrodami a z néj dopoditdme naboj
Q=QW). (2.71)

V zavislosti na poskytnuti po&atecniinformace zvolime postup vypoctu. Obecnéjsi pfistup je skrz
napéti, nebot je mozné si jej kdykoliv virtudlné pfipojit na elektrody a spoditat potencial z Lapla-
ceovy rovnice (1.192). Naopak ndbojové rozlozeni zndme vzdy jen velmi jednoduchych pfipa-
dech.

Ukdzeme si oba postupy na pfikladu nekonec¢ného koaxidlniho vedeni s vnitfnim vodi¢em o
poloméru a a vnéjsim vodi¢em o poloméru b.
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Informace o nabojovém rozlozeni

Ze znalosti distribuce naboje mizZeme pomoci metod ze sekce 2.1 urdit elektrické pole. Uva-
Zujme rovnomeérné rozloZzenou liniovou hustotu 7 na vnitfnim vodic&i. Na vné&jsim vodici se vybudi
hustota —r. Kv{li transla¢ni symetrii problému? mGZeme pro vypocet pouZit Gaussovu v&tu

‘%EGS:Q. (2.72)
€0
S

Mlze zde vyvstat otdzka, pro¢ uvazujeme liniovy naboj, kdyz oba vodice jsou valcové povrchy
a mohli bychom je popsat ploSnou hustotou ¢. PfestoZe je to mozné, u nekonecnych valcovych
vodic¢l ustupujeme od plosnych hustot, nebot bychom museli ve vSech vztazich uvazovat polo-
mér vodicl a u koaxidlniho vedeni by se vyskytly dvé rozdilné plosné hustoty pro vnitfni a vnéjsi
vodic.

O poli mizeme predpoklddat, Zze ma pouze slozku E,. Systém si uzavieme do obklopujici
valcové plochy o poloméru p a vysce h. Leva strana tokového integralu se rozpadne na tfiintegraly

%E as = / E . dSpodstava1+ / E- ClSpIast"’ / E. dSpodstavaZa (2-73)

Spodstava d Sp\ast Spodstava h

kde uvazujeme plochy podstav a plochu plasté. Podstavy maji vnéjsi normalu do sméru £z a
tok jimi bude nulovy. ZOstane ndm pouze integrace pres plochu plasté

27 s

l l
// -popdedz =E,(p) p// dedz = E, (p) 2mpl. (2.74)
00 00

U pravé strany rovnice (2.72) nesmime zapomenout na zavislost integrovaného naboje na ob-
klopujici ploSe. Pro polomér integracni plochy p < a je naintegrovany naboj nulovy, nebot se vy-
skytuje na povrchu elektrody. Naopak pro polomé&r p > b uvazujeme v integraci ndboje z vnitfni
i vnéjsi elektrody. Tyto naboje jsou stejné ale opacné, coz vede k nabojové kompenzaci a nulové
hodnoté na pravé strané. Nenulova hodnota pravé strany bude pouze pro p € [a,b], kde ziskdame

vysledek

1 l

Q _ /ng _ T (2.75)
€0 €0 €0

¢

Z porovnani obou stran rovnice (2.72) uréime pole

Tl T
E 2tpl = — = FE = 2.76
o (p)2mpl = = B, (p) Cr—t (2.76)
Celkové jsme ziskali vysledek
0 p<a,
E(r)=S-—"—p, pelat], .77
2megp
0 p > 0.
Pro uréeni napéti zacneme s uréenim potencialu
Mﬂ——/E-M+K, (2.78)

2Uvazujeme nekonedny vodi¢. Pokud se posuneme o libovolnou vzdalenost v ose vodi¢e, nedokdzeme tento posuv
detekovat z tvaru pole.
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kde K je nejednoznacna referencni droven. V prvnim a tfetim pfipadé bude potencial roven kon-
stantdm, nebotintegrujeme nulové pole.V pfipadé mezi dvéma elektrodami budeme integrovat
po draze ve smeru p a obdrzime

i
¢(7‘)——/2moppo-podp+K—— Inp+K, pelab] (2.79)

TEQ

Konstantu K mdZeme poloZit rovnou nule pro jednoduchost. JelikoZ je potencidl na rozhranf
spojity, mizeme pomeérné jednoduse urcit celkovy potencidl ze spoctené funkce

Ina < a,
27‘1’0 P

6 (r) Inp pelab, (2.80)

271'8

——Inb p>b,
27‘1’60 P

a nasledné dopocditat napéti jako funkci naboje (2.70) mezi elektrodami

T T T b
U= —¢(b) =— Ina — [ — Inb | = In—. 2.81
¢(a) — ¢ (0) 2meg “ < 2meg ) 2meg @ ( )
Ze véech poznatkl uréime kapacitu
l 2wl
c-@__ T _ asly (2.82)
U Treo In In 2

Nejednoznacnou délku [ odstranime normovanim na kapacity jednotku délky

g N 271'60

— 2.
l In2 (283)

Informace o napéti na elektrodach

Uvazujme, Ze na elektrody koaxialniho vedeni pfipojime napéti U. Po odeznéni pfechodovych
déjl se mezi elektrodami ustanovi elektrostatické pole, které ziskdme pomoci vyfeseni Poisso-
novy rovnice (2.3). Jelikoz mluvime o vodicich, vesSkery ndboj se objevi na povrchu elektrod a
objemova hustota g (r) na pravé strané rovnice (2.3) bude nulova. Ziskdme k feseni Laplaceovu

rovnici

10 0 1 0% 0%

p3p< 3P) 2o 0
Vyskyt parcidlnich derivaci komplikuje nalezenifeSeni problému vyse. OvSem v nasem uvazova-
ném pripadé se problém zjednodusi pomoci symetrii. Konfigurace ma rotacni symetrii okolo osy
z. Pokud v této ose otocime elektrody o libovolny Uhel g, nepozndme rozdil oproti vychozimu
stavu. Stejny princip se uplati v posunuti o libovolnou vysku zg. Vlastnosti systému se nezmeéni.
Zminéné predpoklady implikuji, Ze potencidl mQze byt pouze funkci radidIni proménné p. Z par-
cialnich derivaci se stanou pouze obycejné derivace a feSime jednoduchou diferencidlni rovnici

1d /[ do
- 0. 2.85
p dp ( dp> (285

V2p = (2.84)

ZaCneme vynasobenim obou stran p a provedeme prvni integraci

[565) - foo

Na levé strané se zbavime jedné derivace a na pravé ziskdme konstantu

d
230 K (2.87)
dp
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Rovnici vydélime p a znovu integrujeme
d K
/¢’dp: LS (2.88)
dp p
(2.89)

Vysledkem je funkéni pfedpis pro potencial
¢(r)=Kilnp+ K,

obsahujici dvé konstanty, které musime urcit z hrani¢nich podminek. Zname ovsem pouze infor-
(2.90)

maci o napéti na elektrodach
U=6(a)— o).
Na takové napéti povede libovolnd z nasledujicich dvojic
¢(a)=U, ¢ (a) =3U, ¢(a)=U/2.
2U, o (b) =—-U/2.

Jednd se o dUsledek nejednoznadnosti potencidlu. AvSak podstatné je pouze, aby mezi elektro-
dami bylo napéti U. Zvolime si proto prvni nejjednodussi variantu. Dosazenim do vztahu (2.89)
(2.91)

obdrzime sadu linearnich rovnic pro dvé neznamé
(2.92)

¢(G)ZK1|HCL—|—K2:U,
qb(b) =KiInb+ Ky =0.
Odeclteme prvni rovnici od druhé a vyjadfime prvni konstantu
U
— (2.93)
Ino

pb)—¢(a)=KiInb—Kilna=-U, = K =-—

Pro ziskani druhé konstanty K5 dosadime pfedchozi vysledek do druhé rovnice preskupime jed-

notlivé &leny
U U
———Inb+ Ky, = Ky=—Inb. (2.94)
Ina Ina
Nyni mdZzeme zapsat celkové feSeni pro potencial
U U U
d(r) =g Inp+ —pinb=— bm%, p € [a,b] (2.95)
=z nf
a
a spocditat intenzitu elektrického pole
o U d P U 11 U po
mf) = p= 2P0 ca ). 2.96
< p) Po In%%bpo In2 p pElab] (2.96)

E(r)=-V¢= 67)'00: nZ dp

Potencial mimo interval [a, b] je konstantni a elektricka intenzita je nulova.
Potfebujeme dopoditat ndboj, ktery se indukuje na elektrodach. MGZeme pouzit Gaussovu
vétu, kde jako obklopujici plochu S pouZijeme valec o poloméru a < p < b a vysce l. Uplatni se

opét pouze jen integrace pres plast
2 U
_ 9 oy

| 27
U pg
E.dS = — 2. dodz =
j{ //(InZP) PopHetE In
5 00

Upravou ziskdme vztah (2.71) zavislosti ndboje na napé&tf
2megpl
= S0y,

QW) =5

(2.98)
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Druhy zpUsob vychazi z podminek na rozhrani vodi¢ a vakua

n-E=- (2.99)
€0

kde n je vnéjsSi normala vnitini elektrody, a ¢ je plosnd hustota, ktera se elektrodé indukuje. P14st
valce ma normalu do sméru p,. Plosna hustota je rovna

U
¢ =& <p0.p0> - 0y (2.100)

kde jsme uvazovali elektrickou intenzitu na poloméru vnitfniho vodice. Celkovy ndboj vyjadfime
pomoci plochy elektrody

Q Q €0
=z = = U 2.101
S  2mal alng ’ ( )
a naslednou Upravou ziskdme naboj jako funkci napéti
2
= lmo (2.102)
n

Vztah je stejny jako vysledek obdrzeny z Gaussovy véty (2.4).
Kapacita uvazovaného systému je

27T€()l
Q Int 2mepl
C=—== a = . 2.103
U U In ( )

Nejednoznacnou délku, kterou jsme zvolili pro velikost naboje, odstranime normovanim na ka-

pacitu na jednotku délky
g . 271'60

- 2104
l In2 ( )

Kapacita uréena skrz potencidl je stejnd jako vysledek, ktery jsme obdrzeli v pfedchozi sekci,
kde jsme pouzili Gaussovu vétu a znalost ndbojového rozlozeni.

2.2 Princip superpozice a metoda zrcadleni

Elektrické pole, jak jej uvazujeme v tomto textu, je linearni veli¢ina. Pro jeho popis pouZivame
rovnice

fE dS—/QdV, (2.105)
fE e =0, (2.106)

které doplnujeme o silové plisobeni mezi ndboji

P /QEdV (2.107)

VSechny pouzivané operatory, at jiz diferencidlni nebo integralni, jsou linedrni a dovoluji pouzit
princip superpozice. Pokud médme vice zdrojl pole, mdzeme jejich Gclinky vyresit samostatné a
nasledné je sedist k ziskani celkového pole

E:ZEn, (2.108)
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V elektrostatice vidime ovsem jesté silnéjsi dlsledek linearity. MUZeme pracovat s potencidly

= on, (2.109)

a vyhnout se tak praci s vektorovymi poli, které je ndsledné mozné dopoditat pomoci gradientu

E=-V¢=-> V¢, =) E,. (2.110)

V nasledujicim pfikladu si ukdzeme, jak se superpozici pracovat a jak se vyreSit nepfijemnosti,
které nas potkaji.

Ovsem jesté predtim si pfipomeneme metodu zrcadleni, kterd se superpozici pfimo pracuje.
Casto nés zajimaji pripady, kdy se pod vodivym objektem nachazi nekone¢né vodiva rovina. Uva-
zujeme, Ze veskeré zdroje pole se nachazi pouze na jedné strané vymezeného poloprostoru.
Zemnirovina je vodic a je na ni konstantni potencidl ¢ = K.V celém prostoru musi platit Lapla-
ceova rovnice

V3¢ = 0. (2.111)

Je-li rovina umisténa do z = 0, musi pro poloprostor bez zdrojl platit
o (z,y,2<0) =K, (2.112)

nebot zddné feSeni zavislé na prostorovych proménnych nespliiuje okrajové podminky. MiZeme
udélat zavér, ze na strané se zdroji se vyskytuje obecné pole E a na druhé strané je pole nulové.
Z podminek na rozhrani mezi obecnym prostorem a vodic¢em

n-E =M (2.113)
€0

nx E=0, (2.114)

vidime, Ze elektrické pole mé na vodivé roviné pouze normalovou slozku. Vodivou rovinu m0-
zeme do vypoctu zahrnout jednoduse pomoci metody zrcadleni. Jakmile najdeme takové pole,
které spini podminky na rozhrani (2.113) a (2.114), pak jsme nasli spravny vysledek. Jednoduché
feseni je zalozeno na nahradé vodivé roviny stejnym zdrojem pole, obrazem, ktery je umistén
se zrcadlovou symetrii na druhé strané roviny oproti pdvodnim zdrojim. Forméainé operaci zapi-
Seme jako

E (r) = Ezqroj (1) + Ezem (1) (2.115)
E (r) = Ezqr0) (1) + Eopraz (1), 22>0 (2.116)

kde je nutné zddraznit, Ze pole ziskané pomoci metody zrcadleni je ekvivalentni pdvodnimu
problému pouze pro z > 0. Cely princip je zobrazen na obrazku 2.2 a ukazeme sijej na prikladech.

2.2.1 Valcovy vodi¢ nad zemni rovinou

Obrdzek 2.3 ukazuje konfiguraci elektrod, pro kterou chceme spocitat kapacitu. Valcova elektroda
ma polomér a a jeji stfed se nachdazi ve vzdalenosti d od zemni roviny. Na valcovém vodici je
nabojova hustota 7, a na zemni roviné plosna hustota szem.

Uvézime-li Usek vodice o délce [, pro obé& hustoty plati vztah

l I oo
/7’1 dy:—//ozem dx dy, (2.117)
0 0 —o0

nebot oba celkové ndboje jsou stejné, ale opacné polarity.
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Obrazek 2.2: Metoda zrcadleni pouzitd na vodi¢ s ndbojem 7 nad zemni rovinou. (a) Pdvodni pro-
blém. (b) Ekvivalentni problém.
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Obrazek 2.3: llustrace uvazované konfigurace.

Pro osamoceny vélcovy vodi¢ zjistime z Gaussovy véty (2.4) elektrické pole

E (r)=_ P (2.118)

_27'('60 p'

Ve véalcovych soufadnicich 1.2.3 ma elektrické pole jednoduchou podobu, ovsem my jej budeme
potfebovat posunout v prostoru. Pfevedeme je tedy nejdfive pomocivztahd (1.95)-(1.97) do kar-
tézského systému a poté provedeme translaci v y soufadnici

L Lo+ YYo y—y—d T1 xxo + (y — d) Yo

E = =
1(r) 2reg 12 + 32 2meg 22 + (y — d)?

(2.119)

Nase pole ma uz spravny posun, ale jesté musime zajistit, aby smérovalo ve stejné ose, jako
na obrazku 2.3. V tomhle pfipadé postaci zaména soufadnice y za soufadnici z. Transformovany
vyraz pro pole od vodice je

T xxo + (2 — d) 2o

E(r)= (2.120)

C 2meg 22 4 (2 —d)?

Pro celkové pole potfebujeme ovsem jesté zjistit pole od nekonecné roviny. Kdybychom po-
stupovali stejné jako v predchozim pfipadé, a pouzili Gaussovu vétu na rovnomeérné nabitou ro-
vinu, obdrzeli bychom pole

Esem (r) = sign 2°2™ 2. (2.121)
260

NardZzime ovSsem na spor. Na volné nosic¢e naboje, které se nachazi na roving, plsobi valcovy
vodi¢ Coulombovskou silou (2.4). Naboje maji tendenci se hromadit pod nekoneénym vodicem
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a vytvafi tak nabojovou hustotu, ktera neni rovnomeérna, ale bude funkci soufadnice x. Pro takové
pole bychom museli spoditat integral

Ezem (r) = ! /gzem (M=) 4o, (2.122)

dreo ) -
Sl

Nardzime ovSem na dalsi problém. Hustotu ¢em Nezndme. Z metod pro feseni pole 2.1 ndm z0-
stdva Poissonova rovnice (2.3). AvSak v uvaZované Uloze povede vysledek na nekone¢nou sumu
funkci. Pro ziskani feseni zde aplikujeme zcela odlisny pristup.

Jiz zndme pole od véalcového vodice. Také vime, Ze pod zemni rovinou musi byt elektromag-
netické pole nulové. Pomoci metody zrcadleni mdzeme prevést Ulohu na ekvivalentni problém,
viz obrazek 2.2. Celkové pole tak ziskdme jako superpozici poli od obou valcovych vodicQ

T oaxg+(2—d)zo T zmo+ (2+d) 20

(2.123)
2me0 22 + (2 — d)? 2me0 22 + (2 + d)?

E(r)=Ei(r)+ Eq(r) =

Stejny princip aplikujeme i na elektrostaticky potencial

¢(T)=¢1(T)+¢2(r)=—mln 22+ (z—d +Folm/x2+(z+d)2' (2.124)

Pro origindlni problém je rfeSeni zcela totozné. Nesmime ovsem zapomenout na dllezitou pod-
minku, Ze ziskany potencial plati pouze v poloprostoru z > 0. Pfictenim kalibracni konstanty K
obdrzime potencial

2
T Vet L 0,
¢ (r) =14 70 Vari(—a? ‘ (2.125)
K z <0.
Z potencidlu uréime napéti mezi valcovou elektrodou a zemni rovinou
(d—a+d)? 2d —
U=¢(0,0,d—a)—¢(0,0,0) = ——In 4t K-K=—"In a4 (2.126)
2meg (d—a—d? 27meq a

ZdUraznéme, Ze pfi odmocnovani druhé mocniny nesmime zapomenout na absolutni hodnoty.
Volba konstanty K nijak neovlivnila vysledek.
Ze znalosti napéti mGzeme urdit kapacitu
Q Tl 2megl

¢= E = In 2d—a In 2d—a -’ (2127>

Nejednoznacnost v délce [ odstranime normovanim kapacity na jednotku délky

c 2me
T=0 . (2.128)

PFi vybéru bodu pro vypocet napéti jsme mohli zvolit libovolny bod na valcové elektrodé, nebot
je na ni potencial konstantni. AvSak pokud ve vypoctu napéti pouZijeme potencial ¢ (0,0,d + a),
tedy v bodé na opacné strané valcové elektrody, ziskdme odlisny vysledek pro kapacitu na jed-
notku délky

C 27T60
7_ |n 2d+a, (2129)
Obecné na povrchu valcové elektrody ziskame vysledek3
C 2
- = 0 (2.130)

l In Ya?+4dsin at4d? ’

a

3Z7a soufadnice v potenciélu dosadime z =acosaay =d + asin .
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Obrazek 2.4: Zavislost hodnoty kapacity na zvoleném bodu na povrchu valcové elektrody.

kde pomoci parametru a kli¢ujeme aktualni pozici. Pro Ucely porovnani zavedme neutralni vztah

0 _ (2.131)

pomoci kterého hodnoty formule (2.130) znormalizujeme. Obrdzek 2.4 zobrazuje zavislost kapa-
city na jednotku délky na volb& bodu na povrchu valcové elektrody pro réizné poméry d/a. Cim
vice je vzdalenost vétsi oproti poloméru elektrody, tim je ziskany vztah pro kapacitu na jednotku
délky (2.131) pfesnégjsi.

Problém s nespravnym vysledkem kapacity Ize vyfesit a ziskat tak vztah, ktery plati obecné
pro libovolny pomé&rd/a > 1. Prvnim krokem je fyzikalni pohled na konfiguraci elektrod. Valcovou
elektrodu matematicky popiseme jako mnozinu

V:{TER3‘x2+(z—d)2:az,y€(—oo,oo)}. (2.132)
ProtoZe pracujeme s vodi¢i, musi byt v kazdém bodé& elektrody konstantni potenciél*

¢(V)=U. (2.133)

2.3 Materidlové vlastnosti

V materidlech se kromé volnych ndbojl vyskytuji také vazané ndboje. V neutrdlnim stavu se pole
od vazanych ndbojl navzajem vyrusi a objekt z daného materidlu se jevi jako elektromagneticky
neutrdini. Jelikoz nas pripady s vyskytem material nejen zajimaji, ale dokonce je i pro technické
vypocty potfebujeme, musime zavést jejich matematicky popis

kde D je elektrickd indukce popisujici Gcinky od volnych nosi¢l ndboje a P je vektor polarizace
uvazujici odezvu materidlu vlivem vazanych nadbojd. V praxi plati, Ze vdzané ndboje ovliviiuji elek-
trické pole az jako reakce na budici pole. Je proto mozné zavést zavislost elektrické indukce na
elektrické intenzité

D=D(E). (2.135)

“Pro Gc&ely nésledujiciho odvozeni budeme uvaZovat, Ze na valcové elektrodé je potencidl U a nekone&na rovina
je uzemnéna. Rozdil téchto potenciadld je napéti U.
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Nejobecnéjsi zavislost zavislou na prostoru vyjadfime jako
D (r,t)=€(r,t)x E(r,t), (2.136)
kde operator x pfedstavuje konvoluci pfes ¢asovou promeénnou a € je tenzor permitivity

Exx (Ta t) Exy (T, t) Exz (T7 t)
e(r,t) = | eyz (r,t) eyy(r,t) ey (r,t) ], (2.137)
Ezx (T,t) Ezy (T‘,t) €zz (T>t)

kde jednotlivé sloZky €., jsou nelinearni funkce prostoru i ¢asu. Pokud ovsem nepoditdme ex-
trémni pripady velmisilnych poli, nebo komplexni materidly, mdzeme vztah pro permitivitu velmi
zjednodusit.

1. Pokud neni tenzor permitivity zavisly na ¢ase, mizeme z vypoctl odebrat konvoluci
D (r,t)=€(r)E(r,t). (2.138)
Takovy materidl nazyvdme c¢asové invariantni.

2. Vpfipadé, Ze je materidlech ve vSech bodech prostoru stejny, tenzor permitivity neni zavisly
na prostorové promeénné
D (r,t)=€(t)*x E(r,t), (2.139)

a o0 material oznacujeme jako homogenni.

3. Tenzory pouzivdme pro popis smeérovych Gc¢ink{ materialld. V mnoha pfipadech se oviem
materidly ve vSech smérech chovaji stejné a pro jejich popis staci skalarni funkce

D (r,t)=c(r,t)x E(r,t). (2.140)
Material popsany skalarni funkci je izotropicky.

VSechny tfi zjednoduSeni se mohou vyskytovat sou¢asné. V nejjednodussim pfipadé je polari-
zace linedrné Umeérna elektrickému poli

P = coxeF, (2.141)

kde ye je elektrickd susceptibilita. Dosazenim do pdvodniho vztahu (2.134) obdrzime linearni
vztah mezi elektrickou indukci a elektrickou intenzitou pole

D =c¢E, (2.142)
kde e = eo (1 + xe) permitivita materialu. VétSinou ji vyjadfujeme jako ndsobek permitivity vakua

kde g, je relativni permitivita bézné uvedena v tabulkach.

2.3.1 Kapacita vrstveného kapacitoru

Vliv materidlu na vypoctu si ukdzeme na pfipadu kapacitoru tvofeného koncentrickymi elektro-
dami, mezi kterymi se vyskytuji tfi rlizné vrstvy materidlu, viz obrdzek 2.5. Permitivitu prostredi
mdlzeme popsat pomoci nasledujici funkce

€o&r1, T (S [a, b]
e(r)=14qep, 1€][bC (2.144)
go%, 1€ lcd].

V prvnivrstvé je homogenni material o relativni permitivité ¢, 1, ve druhé se nachazi vakuum a ve
tfeti nalezneme permitivitu, kterd je funkci vzdalenosti r. Dale uvazujme, ze na vnitfni elektrodé
se naindukuje naboj o velikosti Qg a na vnéjsi elektrodé pak opacny ndboj —Qp.

Na prikladu postupné spocitdme nésledujici veliciny:
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Obrazek 2.5: Vrstveny kapacitor s tfemi rznymi dielektriky.
1. elektrickou indukci D
2. intenzitu elektrického pole E,
3. vektor polarizace P,
4. potencial ¢,
5. kapacitu C,
6. podminky na rozhrani,

7. hustoty vdzaného naboje gy a <.

Elektricka indukce

Vychozim vztahem pro vypocet je pro nas Gaussova véta pro elektrickou indukci

fD- s = Qo. (2.145)
S

Elektrickd indukce D uvaZuje pouze volné naboje a efektivné odstrani z vypoctu Uvahy o pro-
stfedi. MOZeme proto uvazovat pouze tfi ¢asti. Pro r < a obklopujici plocha neuzavre zadny na-
boj a elektrickd indukce je rovna nule.V prostoru mezi sférickymi elektrodami uzavre obklopujici
plocha ndboj Qg a elektrickd indukce bude

Qoo

D(T) - Eﬁv

r € [a,d]. (2.146)
Pro posledni ¢ast prostoru bude naboj uzavieny obklopujici plochou souctem kladného naboje
na vnitfni elektrodé a zdporného naboje na vnéjsi elektrodé. JelikoZ jsou ovéem oba naboje
stejné velké jen s opacnym znaménkem, bude proto opét elektrickd indukce rovna nule. Zapisme
vysledek prehledné jako

D(r)={ L pcla,d, (2.147)
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Intenzita elektrického pole

Z elektrické indukce pomoci vztahu
D(r)=e(r)E(r), (2.148)

vypoclteme intenzitu elektrického pole E. V intervalech [0, a] a [d, oo] bude mit pole nulové hod-
noty. Musime byt ovSem obezfetni v prostoru mezi elektrodami a uvazit pro jednotlivé Casti
vztah (2.144). V nasem prikladu vystupuje pouze ¢asové invariantni izotropni prostiedi. Pro zis-
kanf intenzity staci vydé&lit®> elektrickou indukci permitivitou

0, re€]l0,q],
Qo 1 7o
471'60&,1 T27

E(r)= 4Q2 Lg relbd, (2.149)
TEQT

Qo rro
4dmeg cr?’
0, reld o).

r € [a,b],

r € e, d],

Vektor polarizace
Pfeskladanim ¢lent ve vztahu (2.134) ziskdme vyjadieni polarizace
P(r)=D(r)—coE(r)=c(r)E—coE(r)=¢o(er(r)—1)E(r). (2.150)

V prostorech [0, a] a [d, o] je polarizace nulovéa. V ostatnich pfipadech aplikujeme vztah (2.134) a
obdrzime

0, r € [0,qa],
Qo 1\ 7o
E ( Er71> T2’ T e [a7b]7
P(r)=1qo, refbd, (2.151)
Qo c\ To
w (D) relad
07 re [d, OO] .

MOZeme si povSimnout, Ze v intervalu [b, ¢] je vektor polarizace také nulovy. Je to dlsledek toho,
Ze jsme v této vrstvé uvazovali vakuum.

Elektrostaticky potencial

Mame uréenavsechna vektorova pole a pokracujeme stanovenim potencialu. Vychazime ze vztahu

o(r)= —/E(r)- de. (2.152)
¢

Redeni musime hledat separétné v kazdé oblasti a na konci pouZit integra¢nf konstanty, kterymi
docilime spojitosti potencidll na rozhrani. Za¢neme s prvnim vypoctem pro r € [0, a], kde je pole
nulové a obdrZzime konstantni hodnotu potencialu

¢in (r) = Kin, re€[0,a]. (2.153)

Pokracujeme oblasti s prvnim dielektrikem. Zvolime integracni cestu ve sméru pole a obdrzime

¢1(r) =— &%-TodTZ&JrKl, r € [a,b]. (2.154)
dmeperg T dmeger1r

Pro anizotropni prostfedi by bylo nutné spoéitat inverzni tenzor.
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V oblasti vypInéné vakuem urcime potencial analogicky

Qo 1o Qo
= - 0 pgdr = K b,d. 2155
¢2(r) drreq 2 rosr dregr + A2 relbd ( )

Ve treti vrstvé dostaneme mirné odlisny vysledek

cQo 7o cQo
r)=— — -rodr = + K. r € e, d]. 2.156

93 (1) / Aregrd 0 Amegr? 5 le,d] ( )
Konecné v prostoru za druhou elektrodou opét integrujeme nulové pole a znovu ziskame kon-
stantni potencidl

dout (1) = Kout. (2.157)

Ve vSech ¢astech se ndm objevily konstanty, které nyni musime urcit. PouzZijeme k tomu na-
sledujici sadu rovnic

bin (a) = ¢1 (a), (2.158)
¢1 (b) = 92 (b), (2.159)
$2 (c) = ¢3(c), (2.160)
¢3(d) = gout (d). (2.161)

Ze Ctyf rovnic potfebujeme urlit pét nezndmych konstant. Zde si mGzeme povsimnout, Zze po-
tencial je vZdy o jednu konstantu nejednoznacny a je mozné ji zvolit libovolné. V nasem pfipadé
zafixujeme potencial v nekonecnu

lim ¢ (r) =0, (2.162)
r—00
a z této podminky urcime
dout = Kout = 0= Koyt = 0. (2.163)

Pokracujeme ve sméru od nekonedna k nule a rovnici (2.161) vypoditdme dalsi konstantu

cQo cQo
0=—"—F+K3= K3=-— . 2.164
47T€0d2 + A 3 47T€0d2 ( )
Déle vezmeme podminku (2.160) a ziskdme vztah
cQo cQo Qo
— = K. 2.165
dmegc?  4megd?  4mege + 2 ( )
Po Upraveé ziskame konstantu K5 ve tvaru
cQo
Ky = — . 2.166
2 47T€0d2 ( )
Dalsi vztah (2.159) vede na konstantu K3
Qo cQo Qo
— = K 2.167
47T€()b 47T€0d2 471’80&11() + AL ( )
kde opét postupnym zjednodusenim a vytknutim ziskdme
QO 1 C 1
K = - —— 2.168
"Tareg \b 2 b (2168)

Posledni konstanta k uréeni je potencidl na pozitivné nabité sfére

Ko | Q (1_0_ 1 >_ o <1_C_ Lt ) (2.169)

dmeper1a  4meg  drweg
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Celkové tak mUzeme zapsat potencidl jako

Qo (1 ¢ 1 1
- — = = <
471'60 b d? Er 1b + Er1a " @
1 1
0 Qo S C r € [a,b]
dregerar  4meg \b  d? &b
¢(r)=< Qo Qo (2.170)
— b
Adregr  4Ameqd? r€b.d
clo clo
— € le,d
dmegr?  dmegd? r€led
0 r>d
Potencidl je vykreslen pro vybrané hodnoty v obrazku nize.
Vypocet kapacity
Cely systém se sklddé ze tif sériové spojenych kapacitor(
1 U U U U. 1 1 1
= L4223 (2.177)

== S =— o — o —
C Qo Q Q Q Ci (O G5
N&boj na elektrodé je Qq. Napéti urcime jako rozdil potenciadll mezi jednotlivymi Gseky
U= Ad. (2.172)

Pfestoze vztah (2.170) pro potencidl vypadd pomérné komplikované, vdechny konstantni ¢asti se
v pribéhu vypoctu vzdy odectou a postupné ziskame tfi napéti

Qo Qo Qo b—a
U = — o (b) = — = 2.173
1=0() =) dregerna 4megerib 4meper ab ’ ( )
Qo Qo Qo [c—b
Us = & (b) — = — = 2.174
2=¢(b) —¢(c) Amegb  4Amege  4meg \ be )’ ( )
cQo cQo cQo (d*—¢c?
3=0(c)—¢(d) dmegc?  4dmegd?  4meg ( (cd)2 ( )
Ak nim vypoclteme postupné tfi kapacity
o Qo _ ab
Cl = U1 = 47T€0€r,1 b—a y (2.1 76)
Q() bC
Co=—"—=4 2177
S A e @177
Qo 1 ( (de)
=—=4 — . 2.178
03 U3 7T€()C d2 — 62 ( )
Po dosazeni do vzorce pro paralelni kapacitu bychom finalni obdrzeli
bd?
C = dreg - £r19 (2.179)

er1 (ad? — abc) 4 bd? — ad?

Stejny vysledek bychom odvodili, pokud bychom spoditali celkové napéti U = ¢ (a) — ¢ (d) mezi
elektrodami a urdili kapacitu z n&j. Vzorec (2.179) je pomérné komplikovany. Potfebujeme ovéfit,
zdali je spravny. MlZeme pouzit nasledujici trik. Zvolime relativni permitivitu prvniho prostredi

er = 1 a tloustku oblasti s nehomogennim dielektrikem zmensime na nulu nastavenim d = c.
S témito zjednoduSenimi se vztah vyse redukuje na
abd? abd? ad
C=4 . =4 =4 C— 2.180
T B —abd+ b2 —ad® . O b —abd | 0 = (2.180)

coz je kapacita sférického soustfedného kapacitoru vyplnénych vakuem, ¢imz jsme potvrdili sprav-
nost vypoctu vyse.
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Podminky na rozhrani

Pro elektrické pole plati nasledujici podminky na rozhrani

’I’L-(DQ—Dl) = <0, (2.181)
nx (Ey— E;) = 0. (2.182)

VSechny oblasti v nasem problému jsou sférické povrchy a jejich normalovy vektorje n = rg. V
urcovani podminek na rozhrani budeme postupovat ve sméru od prostfedi s mensim polomér
do prostredi s vétsim polomérem.

Prvni podminka se vztahuje k normalové slozce elektrické indukce D. V celém prostoru, kde
r € [a,d] je elektrickd indukce spojita. Stejny zavér ovsem nemUZeme udélat o elektrické inten-
zité E, kterd se v kazdém prostfedi skokové zmeéni. V pfipadé elektrické indukce musime akorat
vyresit mezni pfipady v polomé&rech a a d, kde vzdy na jedné strané rozhrani je indukce nulova.
Pro vnitfni elektrodu ziskame ploSnou hustotu naboje

Qo 7o Qo
ro - <47r(12 —0) =¢,in = s0,in = Aral (2.183)
Pro vnéjsi elektrodu analogicky ziskdme
Qo 7o Qo
7o - <0 T 2 = <0,out = S0,out = Tt (2.184)

Plosna hustota ndboje je na obou elektrodach rozdilna. AvSak pokud bychom ji zintegrovali pfes
plochu elektrod, ziskdme stejny celkovy naboj Qq, lisici se pouze ve znaménkach.

Podminky pro te¢né slozky (2.182) jsou automaticky spInéné, nebot vSechna pole maji pouze
slozku ve sméru normaly rg.

Vazané naboje

Vzhledem k existenci dielektrik se v problému objevuje i vdzany ndboj. Jeho uréeni provedeme
pomoci vztahd

n-P=q, (2.185)
V.-P=—p,. (2.186)

Uvnitf prvni elektrody a vné druhé elektrody je polarizace rovna nule. Musime tedy zjistit pola-
rizaci pouze v prostoru mezi nimi. Nyni musime uvazit, Zze polarizace na rozhrani ma na jedné
strané kladnou a na druhé strané zapornou plosnou hustotu ndboje. Vzdy zalezi na zvoleném
sméru normdalového vektoru. Pro konkrétni prostrfedi vyplnéné materidlem budeme uvazovat
vzdy vnéjsi normalovy vektor. V nasem pfipadé to bude +ry. Pro rozhrani na polomérur = a
ziskdme

Qo 1\ 7o Qo 1
AU (ST B R 1—— ) =g, 2.187
"0 A7 er1) a? 4ma? Er1 R ( )
Podobné na druhé strané rozhrani obdrzime
Qo 1\ 7o Qo 1
o e ) I - Sv il ( )
MlZeme vyhodnotit objemovy vdzany ndboj
10 (r*p,) 1 Qo 1\ 0(r*%)
=V P=-3—~ """ (1 |y 2.189
ov (r) r2  Or r2 A < 5r71> or ( )

Stejny vysledek ziskdme pro vsechna dielektrika, jejichZ relativni permitivita je konstantni. V dal-
sim oblasti r € [b,¢] mame vakuum a nulovou polarizaci. | vdzany naboj zde bude roven nule.
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Posledni oblast ma dielektrikum zavislé na poloméru r. Vzhledem k plynulému pfechodu mezi
vakuem a dielektrikem nebude na poloméru r = ¢ Zddny vdzany ndboj

0 Cc 1
O S S e 2.1
ro 4 (1 c) c2 0 (2.190)

Na opacné strané v r = d ovSem ploSnou hustotu vdzaného ndboje stale nalezneme

Qo cy 1
TO'P—E(]_*g)ﬁ—g\/JV. (2191)

V tomto pfipadé ziskdme i nenulovou objemovou hustotu

Qv(T)Z—V-PZ—la<r2QO(1—C>1): Q°8(1—9>: @ (2.192)

r2 Or A r/) r2 47r2 Or r 4rd




Kapitola 3

Stacionarni proudové pole

3.1 Vypocet odporu dvou elektrod z kulovych vrchlika

Uvazujme dvé elektrody podle obrdzku 3.1. Jedné se o dva kulové vrchliky, které stoupaji od po-
¢atku pod dhlem 6y = = /3. Mezi elektrody pfipojime zdroj napéti U. Oblast, kterd spolecné s
vrchliky vytvafi kouli o poloméru a je vyplnéna materidlem o vodivosti o.

Obrézek 3.1: Rovinny Fez studovanou konfiguraci. Seda barva znaci studované elektrody, Zluta
¢ast je odporovy materidl s vodivosti o.

Budeme nejdfive potrfebovat urcit elektrickou intenzitu. Pouzijeme k tomu Laplaceovu rovnici

pro potencidl
10 19J0) 1 0 (. 0¢ 1 0%
2, _ 2 _
V=g (T (97“) " 2sing a0 <5m0 ) T Eengo, (31)

Problém je symetricky okolo osy z. NemUZe tedy zaviset na proménné . Zaroven uvnitf vo-
divého materidlu nemUze zaviset ani na proménné r. Rovnice (3.1) se rozpadne na feseni pouze
derivace podle 6, ktera Ize fesit integraci

o, L 0 (. 00\ _
V¢_r25in069 smeae =0. (3.2)

Cleny na levé stran& mdZeme zkratit o nulu a znovu zintegrujeme

o (. 0¢ B
/09 (sm 009) do = /Ode. (3.3)

Obdrzime vysledek

. 0¢
— =K 4
sinf— 1 (3.4)
ktery vydélime sin @ a opét zintegrujeme
o K,
20 df = sin@de' (3.5)

o7
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Integrdl na pravé strané vyfeSime pomoci substituce u = tan (6/2). Nejdfive si pomoci této sub-
stituce vyjadfime sinus ve jmenovateli. Vyuzijeme faktu, ze

0 protilehld odvésna u
tan{ =) = == 3.6
(2) prilehld odvésna 1 (36)
a pomoci Pythagorovy véty uréime potfebné funkce
0 U
sin( = ) = ——, (3.7
<2> V1 + u?
60 1
cos| = | = ——. (3.8)
<2> V14 u?
Nyni jesté pouzijeme identitu
0 0 2u
inf =2sin( = — )= — 3.9
sin sin <2> cos <2> el (3.9

a ziskany tvar pouzijeme v pQvodnim integrélu. Integracni element ziskdme jako

2d6
cos? (%)

2du

P A
14+ u? (3.10)

du = = (1+v?) do = df =

VSe dosadime a spoclteme vysledek

dé 1+u? 2d 1
K1/.:K1/+uu:Kl/:K1In|u|+K2:K1In
sin@ u 14+ u? u

tan (g) ‘ LKy (311)

Nynijesté ur¢ime konstanty. Na prvni elektrodé v Ghlu 8 = 7 /3 méame potencial U a na druhé
v Uhlu @ = 7/3 mame nulovy potencial

T T 1

U:¢(§> :Klln‘tan <6>‘+K2:K1In\/§+K2:—K1In\/§+K2, (3.12)
2

0:¢<;> :Klln’tan (g)’+K2:K1In\/§+K2. (3.13)

Secltenim a odectenim rovnic ziskdme obé konstanty

U+o—¢(§)+¢<2;) — K InV3+ Ky + Ky InV3 + Ky = 2Ky, (3.14)
U—0:¢(§)—¢<2;> — K InV3+ Ky — K11nV3 — Ky = —2K, In /3. (3.15)

Vysledné reseni problému (3.1) je

¢<r>=g(1-mgg

0
tan <) D (3.16)
2
Elektrickou intenzitu ziskdme skrz gradient

p=vo=— 50~ (sims) s ([ (3)]) - (5s) m ™ -
1

ro0 " \rin3) 00
0
COS (5 1 1 1
< U ) ) 90:< U > | o=, (317)
sin

2rin3/ sin (i) cos2 (g) 2rin3 (g) cosS (g) rin3sind

Vysledek jeSté znovu opiseme pro dalsi vypocty

U 1
rln3sin000' (3.18)

E(r)=
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Napéti v systému znadmé ze zadani. Musime ovsem jesté urcit proud. JakozZto integracni plo-
chu si zvolime kruh v roviné zy o poloméru R. Element plochy v tomto pfipadé je

dS = —z¢rdpdr = —(rgcosf — gsinf) rdpdr, (3.19)

kde jsme vyjadfili jednotkovy vektor ve sférickém vektorovém systému a integrujeme nasledujici
funkci

a 27
/ - dS =— //rln3sm9 - (rocos® — Bgsinf)rdedr. (3.20)
Cely vyraz nejdfive zjednodusime a spocteme proud
a 27 U
2%&0
— . 21
// ~ 3 U (3.21)
0
Nyni mdZeme konecné vyjadrit odpor soustavy
U U In3
R= T = 940U — 2rag (3.22)
In3

Elektrody v nasem pfikladu byly uvaZzovany jako kulové vrchliky. Stejné feseni bychom dostali,
kdyby vnitfni ¢ast elektrod byla libovolna. Zde je nutné pamatovat na fakt, Ze E (r) jsme urcili
pouze uvnitf vodivého materidlu. Ve zbytku prostoru bude pole velmi netrividlni funkci. Vypocet
mUzeme porovnat s vypoctem kapacity. PfestoZe jsme zvladli analyticky urcit elektricky odpor,
u vypoctu kapacity bychom potfebovali znat pole v celém prostoru pro vypocet ndboje, coz jiz
analyticky neni mozné.
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Kapitola 4

Magnetostatické pole

4.1 Vypocet magnetického pole

ZpUsoby vypoctu magnetického pole jsou velmi podobné jako v pfipadé elektrického pole, viz
sekce 2.1. Opét plati, Ze rGzné vztahy maji své vyhody i problémy. Nékteré jsou vhodné pro teore-
tickd odvozovani, jiné naopak spiSe pro numerickd schémata. V magnetismu je nasim vychozim
vztahem Biot-Savartliv zakon

B (r) 4.1)

o / J (") x (r—7o")dV’
Am lr — 7| '
Vl
Z tohoto vztahu Ize odvodit mnoho vlastnosti magnetického pole. PFitomnost singularity a vek-
torového socinu z néj ovsem cini pomérné komplikovany vypocetni ndstroj.
V magnetickém poli mizeme opét zavést potencidl. PfestoZe je mozné opét pouzit skalarni
funkci, budeme zde z praktickych ddvod( pouZivat pouze vektorovy potencial, pomoci kterého
muazeme vztah (4.1) upravit na tvar

_ Mo J () '
NV

Oproti elektrostatickému poli zde musime stale feSit objemovy integral pro tfi prostorové slozky.
Pro Uplnost tohoto vypoltu musime jesté uvést kalibracni podminku, ktera je nutna pro eliminaci
nejednoznacnosti vektorového potencialu.

Dalsi moZnosti pro vypocet je Poissonova rovnice

V2A (r) = —pod (1), (4.3)

kterd se opét zjednodusi na Laplaceovu rovnici v oblasti mimo zdroje. Zde je nutné zdlraznit,
Ze zde pouzivdme vektorovou verzi Laplaceova operdtoru (1.213) a musime fesit tfi separdtni
parcidlni diferencialni rovnice. Tato rovnice je vhodna pouze v prfipadech, kdy mdzZeme uvazovat
pole pouze se sloZzkou do jednoho sméru, idedlné zavislou pouze na jedné proménné. Zminéné
tvrzeni je podporeno tvarem vektorového Laplaceova operatoru ve sférické soustave.

Nejjednodussim, avsak nejomezenéjsim zplsobem vypoctu magnetického pole je Ampértiv
zakon

jéB(r)- dEz/Lg/J(T)~ ds. (4.4)
oS

S

Podobné jako u Gaussovy véty, i zde potfebujeme symetrické rozlozeni proudu a pole, které ma
pouze slozku B (r) = Bt (r) T rovnobéznou s elementem kfivky d¢, podle které integrujeme.

71
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4.1.1 Proud rovhomérné rozlozeny ve valci

VSechny &tyfi pripady vypoctu si ukazeme na jednoduchém pfikladu nekonec¢ného valce s polo-
mérem a, kterym tece proud

J(r) = {gozm : ; “j (4.5)

kde V je nekonecny valec o poloméru a a 0sou ve smeru zg
V:{TER3|x2+y2:a2,z€ (—00,00)} . (4.6)

Magnetické pole budeme muset opét fesit ve dvou krocich — uvnitf a vné valce. Pro vypocet
pouzijeme cylindrickou soufadnou soustavu a cylindricky vektorovy systém. Vzhledem k symetrii
valcové symetrii, mdzeme udélat zavér, Ze magnetické pole bude pouze funkci jedné proménné

B(r)=B(p). (4.7)

Regeni Poissonovou rovnici

Magnetické pole B uréime pomoci vektorového potencidlu A pfepoctem
B=VxA, (4.8)
kde vektorovy potencial vyfesime pomoci Poissonovy rovnice
V2A = —pod, (4.9
doplnénou o Coloumbovskou kalibraé¢ni podminku
V-A=0. (4.10)

Vektorova verze Laplaceova operatoru je podstatné komplikovanéjsi nez skalarni. Pro kazdou
slozku pole musime uvaZovat separatni rovnici’

10 0A, A 1 0%A 2 A 92A
pOp < dp > PZp * 02 (94pr 2 &; + 322p = —t0Jp, (4.11)
10 ([ 0A, A 1 0%2A 2 94, 924
i35 (05 )~ e = e @12)
10 [ 0A, 1 0?4, 0%A,
pdp (p dp > 02 02 +t 52 = Holx (4.13)

Vse je dale zkomplikovdno mixem sloZek v rovnicich (4.11) v a (4.12). Pfed samotnym feSenim
provedeme nékolik zjednoduseni s nezavislymi promé&nnymi.

Uvazovany roblém ma translacni symetrii ve sméru zg. Pfi libovolném posunu v tomto sméru
nedetekujeme zménu ve tvaru vektorového potencidlu. Dale mizeme pouzit rotaéni symetrii ve
SMEru ¢,. Pri otoceni pozorovaciho bodu r okolo osy z musime pozorovat stejné pole. Zavérem
mUzeme zapsat, Ze vSechny derivace podle ¢ a z musi byt identicky rovné nule, ¢imz feSeny
problém velmi zjednodusime

1d dA, A

vo () 5 = @1

1d dA, A,

pwp@dp>2“w%’ (@15
p dp ( ) (416

"Tvar operatoru vychazi z definice V2A =V (V- A) —=V x V x A.
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Zbavili jsme se provazani mezi rovnicemi a parcidlni derivace se staly obycejnymi. DalSiho zjed-
noduseni docilime aplikaci kalibra¢ni podminky (4.10) vyjadfené v cylindrickém systému

10(pAy) , 104, , 04,

=0. 417
p Op p Op 0z @17
Stejnou logikou jako vySe provedeme zjednoduseni
1d(pA
1d04,) _, (4.18)
p dp

Jednad se o diferenciadlni rovnici fesitelnou integraci. Za¢neme vynasobenim obou stran promén-
nou p a vysledek zintegrujeme

d (pA
/(gp)dp—/()dp. (4.19)
p
Obdrzime feSenf o
A, == (4.20)
p

kde Cy je integracni konstanta, jejiz hodnotu musime pro jednoznacnost urcit. MGzeme zkusit
dosadit tento vysledek do rovnice (4.14) a zjistit, zdali ji splfiuje. SloZka proudu J, je nulova.
Dosazenim ziskdme rovnici

2A A A
d p_i_}d P p _ 200 1< CO>_00:0, (4.21)

dp2 p dp  p2 P p
kterd je splnéna automaticky pro libovolné Cy. Potfebujeme jiny mechanismus pro jeji nalezeni.
Ponechme konstantu Cy zatim stranou a vratime se k ni pozdéji.

PokraCujme v hledani feseni slozky A,. Potfebujeme vyresit diferencialni rovnici
1d ( dA@> A, 1dA, A,

——(p S N S ) (4.22)
pdp \" dp p>  p dp P2

V tomto pfipadé nenfi vysledek ovlivn&n kalibra¢ni podminkou. Regeni zkusime odhadnout jako
mocninou funkci

Ap (p) = p". (4.23)
Dosadime do rovnice (4.22) a zjednodusime
n—2 pht ot . n—2 _
nn—1)p""*+n ——=MnMh-1)+n-1)p""=0. (4.24)
PP

Aby byla rovnice splnéna pro kazdé p, musi platit
(n+1)(n—1)=0, (4.25)

kde jsou feSenimin = +1. Dostdvame tak fesSeni plivodni rovnice
C
A (p) = Cip+ 72. (4.26)

Vyskytly se nam dalsi dvé konstanty, které potfebujeme urcit. Opét je ponechame az jako po-
sledni krok feseni.
Rovnice pro A, se rozpadne na dvé Casti. Prvni z nich musime rozliSit pro p < a, kde feSime

problém
1d dA,
755 (755 ) = e

Za¢neme vynasobim proménnou p obou stran

d dA,
—»r = —poJop, (4.28)
dp dp
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d dA,
/ p dp = —,quo/pdp. (4.29)
dp dp

Po téchto operacich jsme se zbavili jedné derivace

a naslednou integraci

dA, 2
p = _NOJO& + Cs, (4.30)
dp 2

kde O3 je konstanta, kterd vznikd z neurditého integrélu. Vztah (4.30) vydélime p a opét zintegru-

jeme y c

dA,

/ . dp:/—u0J0p+3dp. (4.31)
p 2 p

Obdrzime vysledek s dalsi neznamou konstantou Cy

2
A, (p) = —MOJU’)Z +C3inp+Ci,  p<a. (4.32)

Stejny postup aplikujeme pro pfipad, v némz p > a, kde feSime rovnici

1d dAz>
R —0. (4.33)
p dp ( dp

Zacneme s vynasobenim obou stran p a integraci

d dA
/ p——= dp:/Odp. (4.34)
dp dp
Ziskany vysledek s integracni konstantou Cs na pravé strané vydélime p a opét zintegrujeme

A,
/d dp:/c‘r)dp. (4.35)
dp p

Obdrzena funkce se sedmou posledni nezndmou konstantou Cg pfedstavuje posledni ¢ast pro
fesSeni

A, (p) =C51Inp+ Cg. (4.36)

Celkové feseni s neznamymi konstantami zapiseme jako

2
A [ G0t (Cows G eo+ (cioh’s + Colnp+ Ci) 20 p<ar
| Spy+ (Crp+ €2) gy + (CsInp+ C) 2 > '
» Po 1P T =5 | o 51 p 6) <0, p=a

VSechny nezndmé parametry uréime z vlastnosti Glohy. Pomoci vztahu (4.8) provedeme trans-
formaci do magnetického pole

104, 10(pAy)

By =S (4.38)
04, 0A,
Bo=5L = %0 (4.39)

p Op p Op

Vzhledem k zavislosti pole pouze na proménné p mizeme cely operator podstatné zjednodusit

B, =0, (4.41)
dA.
B,=——2= 4.42
P 3 (4.42)
B, = EM (4.43)
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Nehled€ na konstantu Cy, slozka A, se na vysledném magnetickém poli neprojevi, nebot nema
zavislost na proménnych ¢ a z a v operatoru rotace se jinak nevyskytuje.
SloZka do sméru z ma tvar

1d C 1d 2C
B,=-— (p <C1p+ 2)) =-——(C1p* + Co) = 2 _ o0, (4.44)
p dp p p dp P

V celém prostoru vychazi z Poissonovy rovnice konstantni slozka do sméru z.
Komponenta B, je potfeba fesit zvlast pro vnitfni a vnéjsi pfipady

Jo2 + <, <a,
B, = {/ég 03 T P (4.45)
77 P 2 a.
Celkové tak ziskame pole
2012 +< Jﬁ+@) , <a,
B(r)=q 0T Uk (4.46)
2C1z0 + o, p = a.

Nyni se musime vyporadat se vSemi konstantami. Vysledné vztahy obsahuji singularni cleny 1/p
a In p, které diverguji v nule. JelikoZz zadana konfigurace neobsahuje zadny zdroj, ktery by takovy
potencidl mohl vybudit, budou konstanty Cy, Cy a C5 rovné nule. V feSeni se vyskytuje konstantni
pole ve slozce B, = 2C. Tato ¢ast méa ospravedIni z teorie diferencidlnich rovnic, kdy pro n&jakou
funkci f v rovnici

daf

dz
mdzZeme nalézt feSeniv podobé kombinace partikularniho fesenf fy, které fesi plvodni problém
s pravou stranou (4.47),a homogenni ¢ast fi, kterd je feSenim problému s nulovou pravou stranou

af _
dr

k, (4.47)

0. (4.48)

V nasem feSeni je slozka B, homogennim FeSenim, které prfedstavuje magnetické pole vyvo-
lané externim zdrojem. JelikoZ vsak Zadny takovy zdroj v problému neuvazujeme, poloZzime také
konstantu C; rovnou nule?. Zbylé konstanty uréime ze spojitosti slozek A, a B, na poloméru a

2

—quan +Cy=CsIna+ Cg, (4.49)
a C

,U,()Jo* = j (4.50)
2 a

Jednu z konstant m@Zeme poloZit rovnou nule diky nejednozna¢nosti potencidlu3, napfiklad
Cy = 0. Ziskdme tak dvé rovnice o dvou neznamych, z nichZ jednu konstantu ihned vidime z

druhé rovnice

J 2
s = 1o 20“ : (4.57)

a druhou nédsledné dopodteme ze zbyvajici rovnice

a? ) Joa?

—MOJOZ

|na+C’6, (452)

kde je vysledkem

2
Cs = _“O‘ioa (Ina+2) (4.53)

2podobnou logikou bychom mohli vytesit jiz stanovené konstanty Co a Co
3Jednd se o stejny mechanismus, ktery zndme z elektrostatiky. Zde jsme zvolili nulovou hodnotu pro jednoduchost.
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Celkové feseni vektorového potencidlu je

Hodo 2
——1 P p<a,
A=Y poda 1 podua? (4.54)
Tnp—T(lna+2)z0, pZa
Magnetické pole je rovno
poJop
9 < a’?
B(r)={ 2 i ’ (4.55)
poJoa - '
2p %05 p=a.
Reseni Ampérovym zakonem
Nyni je nas vychozi vztah pro vypocet pole
fB-dEzuo/J-dS, (4.56)
¢ S

kde ¢ prfedstavuje integrac¢ni smycku obklopujici proud prochazejici objemem. Limitujicim fakto-
rem u feseni pole pomoci Ampérova zakona je nutnost znat slozku pole. U vypocltu pomoci vek-
torového potencidlu jsme zadny takovy predpoklad nepotfebovali. Vychazejice z pravidla pravé
ruky, kdy pravou rukou obtoc¢ime vodic¢ a palcem ukazujeme smér proudu, mdzeme provést za-
ver, ze magnetické pole bude mit pouze slozku B,,. Zdroveri mizeme také pomérné spolehlivé
odhadnout, Ze pole bude zavislé pouze na radidlni vzdalenosti p od vodice.

Mazeme pfistoupit k vyhodnocenilevé strany rovnice (4.56), kde jako integracni kfivku zvolime
kruznici s polomérem p a integrac¢nim elementem

de = pyp de. (4.57)
Samotna integrace pak je rovna
21 21
j{B - dl = /(Bso (p) o) - popde = By, (p)p/ dp = By (p) 2mp. (4.58)
4 0 0

Nyni pfistoupime k ziskani proudu. Zde musime uvazit, Ze pro kruznici s polomérem p < a
obklopime pouze ¢ast celkového proudu. Integrujeme pres plochu kruh s normalovym vektorem

do smeéru z
/

2w p
I= /J- 4§’ = //(Jozo)-zop/dp/dgo - J02w[%}z — Jomp?, (4.59)
s 0 0
kde jsme pouzili Carované proménné pro rozliSeni integracni proménné a poloméru integracéni
krivky. Obé strany mdzZeme porovnat

J
— Fodop p < a. (4.60)

By (p) 27p = poJomp® = By, (p) 5

Cast pole pro polomé&ry nad a ziskdme stejné&, kde uvazime proud I = Jyma? a pole

2 NOJOGQ
By (p) 2mp = poJoma”™ = By (p) = p 0 P > a. (4.61)
Vysledek je totozny s vysledkem z predchozi sekce
Ji
B(r)= 1oJoa? (4.62)
o> P Z a.

2p
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4.1.2 Proud na kruhové smycce

Setkdme se s pripady, kdy zkoumame magnetické pole generované vodi¢em zanedbatelného
prafezu. MGzeme pak pfejit od objemové verze Biot-Savartova zdkona (4.1) k jednodussimu

vztahu e )
po [1d€ X (r—r
B(r)= 10 ) (4.63)
) 47#4 lr —7'|°

4

V obrazku 4.1 mame zanesené jednotlivé rozmeéry a vektory pro danou Ulohu.

Obrdzek 4.1: Nakres studované konfigurace. Barevné Sipky pfedstavuji jednotkové vektory ve val-
cové soustave soufadnic. Smycka ma polomér a a lezi v roviné zy.

Vztah (4.63) pdsobi pomé&rné nevlidné. Po rozepsani jeho jednotlivych ¢asti se oviem pod-
statné zjednodussi. Zacnéme s kfivkovym elementem d¥, ktery rozepiSeme jako

de’ = pyady, (4.64)

kde jsme smérem ¢, zohlednili tvar nasi integracni drahy. Zaroven bylo potfeba vynasobit dife-
rencidl d¢’ polomérem smycky a. Tento fakt opét vychdzi z nutnosti zohlednéni velikosti Ghlo-
vého elementu v zavislosti na polomeéru. Pro nase dalsi Gcely si vyjddfime vektorovy element dé
v kartézské soufadné soustavé

dl' = pady’ = (—xgsing' +yycosy’)ady'. (4.65)

Transformace mezi jednotlivymi soustavami lze opét najit bud v souboru s identitami, nebo v
jakékoliv ucebnici elektromagnetického pole. Nyni potfebujeme vyjadrit vektor r — r’. Zacnéme
s observaénim vektorem. Zajima nds pole pouze na ose smycky, neboli

(4.66)

S
I
Sl=N<=

Ostatni souradnice v tomto pfikladu nebudeme pro jednoduchost uvazovat. Vektor ' popisuje
lokalizaci zdrojd. V nasem pfipadé se jednd o proud I, ktery tece na smycce. MlZeme jej tedy
vyjadfit jako
a cos ¢’
r=|asiny |. (4.67)
0
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Celkovy rozdilovy vektor tedy mdZeme zapsat jako

0 a cos ¢’ —acos ¢’
r—r'=[0] = [asing | = —asiny |, (4.68)
z 0 z
a jeho velikost ziskame jako
|r—7'|| = \/(—a cos ') + (—asing’)? + 22 = Va2 + 22. (4.69)

Potfebujeme uZ jen vyhodnotit vektorovy soucin ze vztahu (4.63). Oba vektory uvaZzujeme v kar-
tézské souradné soustaveé

—sing’ —acosy’ x zsing'
/ N / I i _ / ’
de' x (r—7') =ady'| cose asing’ yo|=ady’ | zcosy | . (4.70)
0 z 20 a

Nyni médme vSechny potfebné slozky vyhodnocené a mizeme pfristoupit k vypoctu integralu.
Integracni drdha je pro nds kruznice o polomeéru a. Kazdou slozku vypocitdme zvlast. Zacneme s
komponentou do x sméru

2 2
1 sin’ady’ 1 _
BI(T):T/W»,:TM:;/S'n‘PId‘PIZO' 4.77)
) (\/a2+z2) T (\/a2+22)

V integralu ndm zlstanou pouze funkce zavislé na ¢'. Jelikoz integrujeme harmonickou funkci
pfes celou periodu, vysledny integral bude roven nule. Pravdépodobné neni pfekvapenim, ze
vzhledem k symetrii problému dopadne stejné iy slozka

27 2m
I cos ¢'ady’ I
B, (r) Z/@sg _ fjlowg/cowfd@f — 0. (4.72)
d 5 (\/a2—|—22> d (\/a2+z2) 5

Nenulovd bude pouze z sloZzka, kterd ma hodnotu

27 21

B(T)Mof/ a’dg’ _ml o /d/uof @ gl @

z = 37 3 = 34T = 3
) G T ) ()
(4.73)
Findlni vztah pro magnetickou indukci ma tvar
I 2

Bry=H~t ¢ 0. (4.74)

4.2 Silové pusobeni v magnetickém poli

V tomto prikladu se zaméfime na silové plsobeni mezi dvéma vodici, kterymi protékaji proudy
I, a I,. Obrdzek 4.2 nastifiuje vySetfovanou situaci.
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Obrazek 4.2: Nakres studované konfigurace. Barevné Sipky pfedstavuji jednotkové vektory v kar-
tézské soustavé soufadnic. Vektor &g mifi smérem ke Ctenafi. Délka strany rovnostranného troj-
Uhelniku je a. Strana rovnobézna s nekoneé&né dlouhym vodi¢em ma polomér stfed v pocatku
souradné soustavy. Vzdalenost mezi trojuhelnikem a nekonecné dlouhym rovnobéznym vodi-
cem jed.

Silu zpldsobenou magnetickou interakci spodteme pomoci vztahu

F=[IdexB(r). (4.75)
/

Zde je ovSem nutné si uvédomit, co které veli¢iny ze vztahu zndzornuji. PfepiSme tedy vztah do
lepSi podoby z n&jz bude problematika jasnéjsi

F:/Il d£1XB2(T):/IQd£2XB1 (T) (476)
Kl ZZ

Magnetické pole B; je vybuzeno proudem I; a magnetické pole By je vybuzeno polem Ip. Ve
vypoctu sily uvazujeme jeden vodi¢ pomoci jeho tvaru a proudu a druhy vodi¢ zohlednime po-
moci magnetického pole, které vybudi v oblasti prvniho vodic¢e (B (r) kde r € ;). Oba vztahy
v rovnici (4.76) jsou ekvivalentni. Lisi se ovsem smérem vysledné sily, ktery je zde uvazovan po-
moci znaménka minus pred integrdlem na pravé strané rovnice. Tuto ekvivalenci mdzeme velmi
vwhodné& vyuzit, nebot uréit magnetické pole B vyZaduje vyfesit integral®

;Lo/lndfnx (r—7")

= 4.77
e : (4.77)
L

B, (r)

lr —||?
jehoz obecné reseni je komplikované, nebo témeér nemozné. VZdy se nam pfi vypoctu sily ze
vztahu (4.76) vyplati zvolit, ktery z situace je v konkrétnim pfipadé jednodussi.
V nasi uvazované konfiguraci zname magnetické pole nekoneéné dlouhého vodice

_ ol

B2 (’l") 27Tp

Po- (4.78)
Pfed dosazenim pole (4.78) do vztahu (4.76) potfebujeme pole prevést do kartézského systému
souradnic,

_ pola —yxo + xyY

4.79
2 22+ y? ( )

B2 (’I‘)

4Index n znadi, zdali po&itdme pole pro prvni nebo druhy vodié.
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viz sekce 1.2.3 s jednotlivymi pfevodnimi vztahy.

Trojuhelnikovd smycka je lokalizovana v roviné x = 0. Magnetické pole od nekonecné dlou-
hého vodice tedy mlzeme uvazovat pouze jako
_ koly —ymo  polrxo

= . 4
2 g2 27y (4.80)

B; (r)

Integracni kfivku £1 si rozdélime na tfi jednotlivé ¢asti, kde kazda uvazuje jednu stranu trojihel-
niku. Obrazek 4.3 nam ilustruje blize jednotlivé vrcholy A,B a C na kfivce. Vyslednou silu uréime
jako superpozici sil z jednotlivych stran

F=F +F,+ Fy. (4.81)
C (0,d, %) ,
|\\
| \\
| \\
a | \\
B cd+ 93 0) | >
I 7’
| ,/’
P
A (O,d,—%)
(a) (b) ©

Obrazek 4.3: Trojuhelnikové smycka. (a) Popis vrchold. (b) Soufadnice vrchold. (c) Rozdéleni na tfi
integracni krivky.

ZaCneme sintegracidrahy na Uselce AB. U vyhodnocovanikfivkového elementu d€jsme vét-
Sinou setkali s pfipady, kdy jsme mohli smér elementu vyjadfit pomoci néjakého jednotkového
vektoru z kartézské, valcové nebo sférické soustavy. Nyni ovsem musime pfistoupit ke standard-
nimu vypoctu pomoci parametrizace (1.4.6). Aplikujme tento vypocet na prvni &&st® kfivky 0.
Usecku si parametrizujeme jako

0 0 0
av3 a a
()= la+aB |- L|]t+| L |= <2t + d> Yo + (gt - 5) 20, (4.82)
O R — R
2 2

kde t € [0,1]. Jedna se o standardni zapis UseCky znamy z analytické geometrie. Jednotlivé kom-
ponenty udavaji, jak se transformuji jednotlivé soufadnice. Ve vztahu (4.80) se vyskytuje pouze
slozka y, do pole tedy dosadime

3
y = “Tt +d, (4.83)
a ziskdme vztah I
Hol2  —@g
By(r)="22__"_ (4.84)
V3
2m a3y 4 g
Jesté spocitdme derivaci ® (t), kterd je vzhledem k linearni zavislosti velmi jednoducha
d®|(t) a
e (\/§y0 i zo) (4.85)
Nyni mdZzeme prepsat vektorovy soucin
d®, (¢
Il dl1’| X BQ (7") = Il dt ( dlt( ) X 32 (7‘)> . (486)

SKfivku si rozli§ime na tfi ¢asti popsané fimskymi &islicemi.
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Vyraz vyhodnotime pomoci determinantu

_ pol2 1
0
27 a,f o
au[ 1 0 —1 o
0d2
Ldt|,. /3 :Izzwa\f dt|v3 0 1y,
8 0 Yo 7t_|_d 1 0 Z0
5 0 zZ0
a ol 1 0 a ol
:hi%fgjdt 1 :hg% (fy0+fz0) f dt. (4.87)
m
—a’2 t+d \V3 7t+d
Vysledek dale upravime k obdrZzeni prvni ¢ast sily
1
I
F, /h dly x By (r) :/113/202 <—yo+\fzo> \f di =
a
& 0 —t+d
I / LI i
a polo 2 1 polils 1
[ LR (— 3 ) dt = —(— 3 / - dt, (488
"2 2r yo + V320 /a\/§t+ 2d 21 /3 y0+\fz0 24 (4.88)
0 a\/g 0 a\f

kde jsme si posledniintegral pfipravili do podoby vhodné na konecnou integraci

1
1 2d |71 2d 2d av'3
7dt_[ln } :In(1+>—ln<>:|n 14 2V2 (4.89)
/ 2d a\/§ 0 (L\/g a\/§ 2d
o 1+ —F
av/3
Dame-li vSe dohromady, obdrzime findlni vztah pro F, jako
polily 1 av/3
F = — | 1 — . 4.
| o \/§n<+2d <y0+\/§zo) (4.90)

Velmi podobné probiha vypocet pro silu F, kterou ziskdme integraci po draze na Gsecce BC.
Opét zavedeme parametrizaci

0 0 0
a a a
@ (t) = g —|d+22 | |t+|d+2y2 ( \ft+\[+d>y0+2tzo, (4.91)
5 0 0
vyjadfime si soufadniciy
y=— f,ﬁ_,_ \/>_|_d (4.92)
2 2
a spocteme derivaci parametrizace
dd (t
5 () as

MOzZeme si povsSimnout podobnosti mezi parametrizacemi pro kfivky ¢, a ¢,. Vzhledem k nasi
Uloze nas tento fakt pravdépodobné neprekvapi. Na zdkladé symetrie vypoctd bychom mohli
vysledek jiz nyni odhadnout. OvSem spoclteme si jej opét cely. Nejdfive si spolteme integrand
I dly ) x By (r) vyhodnocenim vektorového soucinu

0 ol 1 -
a _ofiy e g
a,u()IlIg 1
Ldt| aV3 S (yo + \/§z0) dt. (4.94)
T 0 Yo 2 2r —a3y a3 4 g
5 0 Z0
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Vysledek dosadime do plvodniho integrdlu a zacneme s vypocltem

1
woli I 1

F, = /Il dl1 TS Bg /a 07172 o+ \/§Z0) f—dt. (4.95)

2 2nm W3 (1—t)+d

G 0

Vyraz ve jmenovateli si upravime za pomoci substituce u = 1 — t. Integracni element je nyni

du = — dt a meze integrdlu se transformuji jako 0 — 1 a1 — 0 a integrdl ma tvar

; d ; d
—/ u :/ 4 (4.96)
S ooButd ) SPutd

kde jsme jesté na konci provedlizaménu mezia znaménka. Po této Upravé fesime stejny problém
jako vySe. Vysledek pro druhou silu je

1

a,u,oflfg 2 1 ,u,()Il[Q 1 a\/g

Fy=—- < du=- —In {14+ 22 .
=T <y0+\/§z°> / o ad or 3\ T 2d <y0+\/§z0)

0 u + a\/§
(4.97)

Porovndme-lisily Fya F, vidime, Zze se jejich z komponenta vzdjemné anihiluje. Vzhledem k nasi
Uloze je to jev, se kterym mUzeme poditat. Trojuhelnfkova smycka ma vici nekonecné dlouhému
vodici symetrii a nenf tedy ddvod, aby na ni pdsobila sily ve sméru z.

Zbyva nam urcit silové pldsobeni mezi nekonecné dlouhym vodicem a tfetim Usekem smycky
¢y;. Oproti dv&ma predchozim pfipadim je tento podstatné jednodussi. Use&ka C' A je rovno-
béZnd s osou y. Element délky mlzZeme zapsat jako

df = —zqdz, (4.98)

kde znaménkem minus respektujeme smeér elektrického proudu. Kdybychom pouZili parametri-
zaci, dojdeme ke zcela stejnému vysledku

0 0 0 .
D (t) = da - g t+ g —a <t + 2) 20. (4.99)
2 2 2

V pfipadé elementu (4.98) musime pouze zohlednit integrac¢ni meze®, které jiZ nejsou interval
t € [0,1], ale interval z € [—a/2,a/2]. Vzhledem k tomu, Ze je tato strana trojuhelniku rovnobé&zna
s nekonecné dlouhym vodicem, je magnetické pole rovno

pol2 o

Vypocet sily zacneme vyhodnocenim skaldrniho soucinu

polr 1o
2nd

pol2 xo
I B = I (— _FoZ2 _
14 x B (1) =11 (—z0dz) x < o 4 )

I I
M012(z

4101
2md Yo dz, (4.101)

X @g) =

kde jsme vyuZili vlastnosti kartézského soufadného systému. Tento vyraz nyni velmi jednoduse
zintegrujeme

I I I 1
M012yd Holii2 a

ord J0°° T Top Yo (4.102)

Fy =

—lo

|

5Toto je v pripadé parametrizace zohledné&no vyndsobenim délkou strany a vektoru zo.
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Vyslednou silu ziskame jako soucet vSech jednotlivych slozek

F=F +F+F = fiol1 1 (a _ 2 In (a\/g + 1)) Yo- (4.103)

27 d /3 2d

ZGstaly nam pouze slozky do sméru y. Cést sily od vodorovného vodice bude pro d/a > 1 vzdy
vétsi nez silové plsobeni dvou zbylych stran. Vodice se tedy budou odpuzovat.
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