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3 Nová śıt’ pro pozorováńı gravitačńıch vln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1 Náhradńı propojeńı

Úspěšný projekt propojeńı správńıch budov na územı́ Graphlandu využil nejmoderněǰśı kvantové
kabely. Mezi každými dvěma budovami existuje spojeńı, ale nemuśı být př́ımé. Typicky, signál
na cestě z budovy A do budovy B může procházet i daľśımi budovami. Na začátku projektu byl
sestaven seznam dvojic budov a každé dvojici byla přǐrazena pevná hodnota představuj́ıćı cenu
kabelového propojeńı mezi těmito dvěma budovami. Po dokončeńı projektu jsou nyńı všechny
budovy propojeny pomoćı pouze některých dvojic ze seznamu a celková cena všech kabel̊u v śıti je
minimálńı možná.

Krátce po dokončeńı śıtě se ukázalo, že nejlevněǰśı kabel v śıti je nespolehlivý a jeho ne-
vratné selháńı je jen otázkou času. Ztráta tohoto kabelu by vedla k rozděleńı śıtě na dvě oddělené
části, které by spolu nemohly komunikovat. Byla proto sestavena technická komise, která navrhla
následuj́ıćı řešeńı: Pokud nejlevněǰśı kabel selže, bude zakoupen a nainstalován náhradńı kabel.
Ten povede mezi některou takovou dvojićı budov z p̊uvodńıho seznamu, které nyńı nejsou př́ımo
propojené. Dvojice budov muśı být vybrána tak, aby náhradńı kabel mezi nimi opět spojil oddělené
části śıtě a jeho cena nebyla ani př́ılǐs vysoká, ani př́ılǐs ńızká. Po deľśıch konzultaćıch s finančńım
odděleńım byly stanoveny přesné dolńı a horńı hranice ceny možné náhradńı hrany.

Obrázek 1: Schématický př́ıklad propojeńı budov. Stávaj́ıćı kabely jsou znázorněny tučnými čarami,
všechny ostatńı dvojice budov v seznamu jsou vyznačeny čárkovaně. Nejlevněǰśı kabel je zobrazen
červeně. Dolńı a horńı cenový limit pro náhradńı kabel je 24 a 28, možné polohy náhradńıho kabelu
jsou označeny cenami zvýrazněnými zeleně.

Úloha

Je dán seznam možných propojeńı mezi dvojicemi budov a jejich cen. Dále jsou dány dolńı a horńı
hranice ceny náhradńıho kabelu. Najděte v daném seznamu všechny dvojice budov, které splňuj́ı
podmı́nky dané technickou komiśı.

Vstup

Prvńı řádek vstupu obsahuje čtyři kladná celá č́ısla N , M , C1, C2 oddělená mezerami. N je počet
budov, M je počet dvojic budov, které lze př́ımo propojit kabelem, C1 a C2 jsou dolńı a horńı
hranice ceny náhradńıho kabelu. Předpokládáme, že budovy jsou oč́ıslovány 0, 1, 2, . . . , N − 1.
Následuje seznam dvojic budov, který se skládá z M řádk̊u, z nichž každý obsahuje tři celá č́ısla
A, B, C oddělená mezerami, přičemž A a B představuj́ı č́ısla budov, C představuje cenu kabelu,
který př́ımo propojuje A a B. Pořad́ı dvojic budov v seznamu je libovolné. Žádná dvojice budov
se v seznamu nevyskytuje v́ıce než jednou. Žádné dvě ceny kabel̊u v seznamu nejsou shodné.
Hodnota N nepřekroč́ı 2000, hodnota M nepřekroč́ı 1.5× 106.

Výstup

Výstup obsahuje v́ıce řádk̊u. Prvńı řádek obsahuje jedno celé č́ıslo – celkovou cenu p̊uvodńıho
dokončeného propojeńı budov. Tato cena je vždy kladná a menš́ı než 109. Následuje jeden nebo
v́ıce řádk̊u. Každý z nich obsahuje dvě č́ısla budov, které mohou být propojeny náhradńım kabelem,
a cenu tohoto kabelu, ve stejném formátu jako na vstupu úlohy. Hodnoty jsou odděleny mezerami,
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menš́ı č́ıslo budovy se ṕı̌se vždy jako prvńı. Řádky jsou seřazeny vzestupně lexikograficky, přičemž
každé celé č́ıslo je považováno za jeden symbol. Je zaručeno, že vždy existuje alespoň jedna dvojice
budov, která splňuje podmı́nky úlohy.

Př́ıklad 1

Vstup

16 24 24 28

0 1 28

1 2 14

2 3 11

4 5 4

5 6 20

6 7 16

8 9 15

9 10 6

10 11 23

12 13 21

13 14 12

14 15 13

0 4 3

4 8 27

8 12 9

1 5 26

5 9 5

9 13 29

2 6 24

6 10 2

10 14 25

3 7 7

7 11 10

11 15 8

Výstup

135

0 1 28

1 5 26

10 14 25

Př́ıklad 2

Vstup

8 13 8 11

0 1 11

1 4 10

4 7 6

7 6 8

6 3 9

3 0 7

0 2 12

2 5 1

5 7 13

1 2 2

2 3 4

4 5 3

5 6 5

Výstup

28

1 4 10

3 6 9

Př́ıklad 3

Vstup

5 10 105 125

0 1 3

0 2 4

0 3 6

0 4 9

1 2 130

1 3 120

1 4 110

2 3 7

2 4 5

3 4 8

Výstup

18

1 3 120

1 4 110

Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

V daném ohodnoceném neorientovaném grafu G určete váhu minimálńı kostry. Dále, v řezu defi-
novaném pomoćı hrany s minimálńı cenou v G, najděte všechny hrany, jejichž cena lež́ı v daném
rozmeźı ⟨C1, C2⟩. Hrana h, která je součást́ı kostry T grafu G, definuje řez R(h) v grafu G takto:
Po odstraněńı hrany h z kostry T se kostra rozpadne na dvě komponenty A a B. Součást́ı řezu
R(h) jsou právě všechny takové hrany grafu G, jejichž jeden koncový uzel lež́ı v komponentě A a
druhý v komponentě B.

— Rozbor a postup —

Pro vyřešeńı úlohy použijeme jednoduchou modifikaci Primova algoritmu. Sledujme obrázek v
zadáńı. Označme nejlaciněǰśı hranu v kostře (a, b). Na obrázku je to hrana (10, 6). Po odebráńı
nejlaciněǰśı hrany (a, b) se kostra rozpadá na dvě části. V jedné části jsou všechny uzly, které jsou
bĺıže k uzlu a než k uzlu b, ve druhé části jsou všechny uzly, které jsou bĺıže k uzlu b než k uzlu a.
Na obrázku jsou to v jedné části uzly 0, 4, 5, 8, 9, 10, 12 a ve druhé části uzly 1, 2, 3, 6, 7, 11, 13,
14, 15. Vzájemné vzdálenosti uzl̊u přitom měř́ıme výhradně v kostře. Takže např. vzdálenost uzlu
11 od uzlu 6 je rovna 10 + 16 = 20 a vzdálenost uzlu 11 od uzlu 10 je rovna 10 + 16 + 2 = 22.
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Obrázek 2: Schéma zadáńı

Každá možná záložńı hrana spojuje dva uzly z r̊uzných část́ı.
Pro nalezeńı všech možných náhradńıch hran tedy stač́ı proj́ıt
seznam všech hran v grafu a vybrat jen ty, které spojuj́ı uzly
z r̊uzných část́ı a kromě toho splňuj́ı cenový požadavek. Přitom
předpokládáme, že u každého uzlu bude zaznamenáno, do které
části patř́ı. Tuto informaci lze každému uzlu určit již při samotném
budováńı minimálńı kostry. Ve standardńı podobě Primova algo-
ritmu si u každého uzlu poznamenáváme jeho předch̊udce, abychom
mohli později, v př́ıpadě potřeby, minimálńı kostru rekonstruovat.
V našem př́ıpadě ale vlastně strukturu minimálńı kostry znát ne-
potřebujeme. Mı́sto jeho bezprostředńıho předch̊udce budeme u
každého uzlu poznamenávat, zda lež́ı bĺıže k uzlu a nebo k uzlu
b minimálńı hrany, to jest ve které ze dvou zmı́něných část́ı lež́ı.

Při inicializaci v počátečńı fázi modifikovaného Primova algoritmu vlož́ıme do fronty všechny sou-
sedy uzlu a a u všech těchto soused̊u, kromě uzlu b, zaznamenáme, že lež́ı bĺıže k a. U uzlu b
ovšem zaznamenáme, že lež́ı bĺıže k b. Dále již postup prob́ıhá stejně jako ve standardńım Primově
algoritmu, z fronty vyjmeme aktuálńı uzel, a všem jeho soused̊um, kteř́ı dosud nebyli uzavřeni,
aktualizujeme jejich cenu připojeńı k vznikaj́ıćı minimálńı kostře. Pokud se cena připojeńı souseda
k vznikaj́ıćı minimálńı kostře zmenš́ı, t.j. pokud dojde k relaxaci hrany mezi aktuálńım uzlem a
sousedem, pak zároveň tento soused převezme od aktuálńıho uzlu informaci, ke kterému z uzl̊u a,
b minimálńı hrany je aktuálńı uzel bĺıže. Stejně jako ve standardńım Primově algoritmu skonč́ıme,
když budou uzavřeny všechny uzly.

Všimněme si, že d́ıky tomu, že nezaznamenáváme bezprostředńıho předch̊udce každého uzlu v
minimálńı kostře, vlastně celou úlohu řeš́ıme, aniž bychom tuto minimálńı kostru vybudovali nebo
nějak reprezentovali v paměti.

— Asymptotická složitost —

Naše modifikace samotného Primova algoritmu neměńı jeho asymptotickou složitost, ta z̊ustává
O(m · log(n)), kde m a n představuj́ı po řadě počty hran a uzl̊u v grafu. Závěrečné procházeńı
hran má složitost O(m), přičemž ale je třeba hrany předt́ım uspořádat do pořad́ı požadovaného na
výstupu. Asymptotická složitost řazeńı hran nepřesáhne O(m · log(m)). Přitom v́ıme, že m < n2,
tud́ıž log(m) < 2 · log(n), tud́ıž asymptotická složitost řazeńı nepřesáhne asymptotickou složitost
modifikovaného Primova algoritmu. Asymptotická složitost celého řešeńı je tedy O(m · log(n)).

— Implementačńı poznámky —

V předloženém kódu je řazeńı nalezených hran na výstupu vyřešeno tak, že ihned po načteńı
grafu jsou u každého uzlu položky v seznamu jeho soused̊u uspořádány v rostoućım pořad́ı podle
identifikátor̊u soused̊u. Před závěrečným výstupem hledaných hran již pak hrany neńı nutno zvlášt’

řadit do požadovaného pořad́ı, stač́ı prostý pr̊uchod seznamem soused̊u aktuálńıho uzlu. Přitom
aktuálńı uzly se procházej́ı v rostoućım pořad́ı jejich identifikátor̊u, jak je ostatně běžné.

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.util.*;

4 import java.io.*;

5

6 public class Main{

7

8 // ------------------------------------------------------------------

9 // Limits defined in problem assignment, unused in the code:

10 // ------------------------------------------------------------------

11 static final int nodesLIMIT = 2000;

12 static final int edgesLIMIT = 1500000;

13 static final int edgeCostLIMIT = 1000000000;

14 static final int outputLIMIT = 1000000000;

15

16 // ------------------------------------------------------------------

17 // Problem solution variables
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18 // ------------------------------------------------------------------

19

20 static Graph graph;

21 static int C1, C2;

22 static int MSTcost;

23 static int CheapestEdgeCost, CheapestEdgeNode1, CheapestEdgeNode2;

24

25 // For each node, we have to register on which side in the MST,

26 // relative to the cheapest edge, the node is located. It is either

27 // the side connected directly to CheapestEdgeNode1 or to CheapestEdgeNode2.

28 // The array is indexed by node IDs.

29 static int [] nodeSide;

30

31 // ------------------------------------------------------------------

32 // M A I N

33 // ------------------------------------------------------------------

34

35 public static void main(String[] args) throws IOException {

36 load();

37 solution();

38 output();

39 }

40

41 // ------------------------------------------------------------------

42 // L O A D

43 // ------------------------------------------------------------------

44

45 static void load()throws IOException {

46 BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

47 StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

48 int n = Integer.valueOf(st.nextToken());

49 int m = Integer.valueOf(st.nextToken());

50 C1 = Integer.valueOf(st.nextToken());

51 C2 = Integer.valueOf(st.nextToken());

52

53 graph = new Graph( n );

54 nodeSide = new int [graph.N];

55

56 int n1, n2, cost;

57 CheapestEdgeCost = Integer.MAX_VALUE;

58

59 for(int i = 0; i < m; i++) {

60 st = new StringTokenizer(br.readLine());

61 n1 = Integer.valueOf(st.nextToken());

62 n2 = Integer.valueOf(st.nextToken());

63 cost = Integer.valueOf(st.nextToken());

64 graph.addedge( n1, n2, cost );

65 if (cost < CheapestEdgeCost) {

66 CheapestEdgeNode1 = n1;

67 CheapestEdgeNode2 = n2;

68 CheapestEdgeCost = cost;

69 }

70 }

71

72 if( CheapestEdgeNode1 > CheapestEdgeNode2 ){

73 swap = CheapestEdgeNode1;

74 CheapestEdgeNode1 = CheapestEdgeNode2;

75 CheapestEdgeNode2 = swap;

76 }

77

78 graph.sortNodeNeighboursInAscendingIdOrder();

79

80 // mere technicality: normalize cheapest edge info:

81 if( CheapestEdgeNode1 > CheapestEdgeNode2 ){

82 swap = CheapestEdgeNode1;

83 CheapestEdgeNode1 = CheapestEdgeNode2;
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84 CheapestEdgeNode2 = swap;

85 }

86

87 }

88

89 // ------------------------------------------------------------------

90 // S O L U T I O N

91 // ------------------------------------------------------------------

92

93 static void solution(){

94 int currnode, neigh, currEdgeCost; // current edge = (currnode, neigh)

95 long currnodecode;

96 int NodesInSpanningTree;

97 long queueCodeFactor = graph.N ;

98 int UNDEF = -1; // denotes an undefined integer value

99

100 // Each node in the priority queue is represented as [nodeCost, nodeId],

101 // and coded as long integer nodeCost*queueCodeFactor + nodeId, where

102 // queueCodeFactor is a factor greater than or equal to the number of nodes.

103

104 PriorityQueue<Long> nodesQ = new PriorityQueue<>();

105 boolean [] closed = new boolean[graph.N];

106 int [] nodeCost = new int[graph.N]; // node dist to the emerging MST

107 Arrays.fill( nodeCost, Integer.MAX_VALUE );

108

109 // initialize nodeSide

110 Arrays.fill( nodeSide, UNDEF );

111 nodeSide[CheapestEdgeNode1] = CheapestEdgeNode1;

112

113 // Extended initialization:

114 // Add all neighbors of CheapestEdgeNode1 to the queue.

115 for( int j = 0; j < graph.dg[CheapestEdgeNode1]; j++ ){

116 neigh = graph.edge[CheapestEdgeNode1][j];

117 nodeCost[neigh] = graph.cost[CheapestEdgeNode1][j];

118 nodeSide[neigh] = nodeSide[CheapestEdgeNode1];

119 nodesQ.add( nodeCost[neigh] * queueCodeFactor + neigh );

120 }

121 nodeSide[CheapestEdgeNode2] = CheapestEdgeNode2; // overwrite nodeside!

122 closed[CheapestEdgeNode1] = true;

123 NodesInSpanningTree = 1;

124

125 // standard Prim’s algorithm loop

126 while( NodesInSpanningTree < graph.N ){

127

128 // pop current node from queue and update MST cost

129 currnodecode = nodesQ.poll();

130 currnode = (int)( currnodecode % queueCodeFactor );

131 MSTcost += (int)( currnodecode / queueCodeFactor );

132 NodesInSpanningTree += 1;

133

134 // check all neighbours of current node

135 for( int j = 0; j < graph.dg[currnode]; j++ ){

136 neigh = graph.edge[currnode][j];

137 currEdgeCost = graph.cost[currnode][j];

138 if( !closed[neigh] && nodeCost[neigh] > currEdgeCost ) {

139 nodeCost[neigh] = currEdgeCost;

140 nodesQ.add( currEdgeCost * queueCodeFactor + neigh );

141 // modification of Prim’s algorithm:

142 // register on which side of min edge in MST the node is

143 nodeSide[neigh] = nodeSide[currnode];

144 } // if

145 }// for neighs

146

147 closed[currnode] = true;

148 } // while

149 }
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150

151 // ------------------------------------------------------------------

152 // O U T P U T

153 // ------------------------------------------------------------------

154

155 static void output() {

156 int neigh, ecost;

157 System.out.printf( "%d \n", MSTcost );

158 for( int id = 0; id < graph.N; id++ )

159 for( int j = 0; j < graph.dg[id]; j++ ){

160 neigh = graph.edge[id][j];

161 ecost = graph.cost[id][j];

162 if( id < neigh

163 && nodeSide[id] != nodeSide[neigh]

164 && C1 <= ecost && ecost <= C2

165 && !( id == CheapestEdgeNode1 && neigh == CheapestEdgeNode2 )

166 )

167 System.out.printf( "%d %d %d\n", id, neigh, ecost );

168 } // for j

169 }

170

171 } // end of class Main

172

173 // ------------------------------------------------------------------

174 // G R A P H class

175 // ------------------------------------------------------------------

176

177 public class Graph {

178

179 int N, M; // number of nodes and edges, respectively

180 int [][] edge, cost;

181 int [] dg;

182

183 public Graph (int n ){

184 this.N = n;

185 this.M = 0;

186 this.edge = new int[n][2];

187 this.dg = new int[n];

188 this.cost = new int[n][2];

189 }

190

191 public void addedge(int n1, int n2, int cc) {

192 // extend array of neighbours of a node, when array is too short

193 if( this.dg[n1] == this.edge[n1].length ) {

194 this.edge[n1] = Arrays.copyOf( this.edge[n1], 2*this.dg[n1] );

195 this.cost[n1] = Arrays.copyOf( this.cost[n1], 2*this.dg[n1] );

196 }

197 if( this.dg[n2] == this.edge[n2].length ) {

198 this.edge[n2] = Arrays.copyOf( this.edge[n2], 2*this.dg[n2] );

199 this.cost[n2] = Arrays.copyOf( this.cost[n2], 2*this.dg[n2] );

200 }

201 // Register the edge

202 this.cost[n1][this.dg[n1]] = cc;

203 this.cost[n2][this.dg[n2]] = cc;

204 this.edge[n1][this.dg[n1]++] = n2;

205 this.edge[n2][this.dg[n2]++] = n1;

206 this.M++;

207 }

208

209 public void sortNodeNeighboursInAscendingIdOrder(){

210 long [] sortarr = new long [this.N];

211 long storageFactor = 4294967296L; // 2^32

212

213 for( int id = 0; id < this.N; id++ ){

214 for( int j = 0; j < this.dg[id]; j++ )

215 sortarr[j] = this.edge[id][j]*storageFactor + this.cost[id][j];
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216 Arrays.sort( sortarr, 0, this.dg[id] );

217 for( int j = 0; j < this.dg[id]; j++ ){

218 this.edge[id][j] = (int) (sortarr[j] / storageFactor);

219 this.cost[id][j] = (int) (sortarr[j] % storageFactor);

220 } // for j

221 } // for id

222 }

223

224 }
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2 Laserové dálnice

Všechna města v zemi jsou propojena dálnicemi. Každá dálnice spojuje právě dvě města, přičemž
žádné dvě dálnice se nekř́ıž́ı mimo město. V dopravńım systému země se použ́ıvá pojem tzv. index
města. Index města je roven minimálńımu počtu dálnic, které muśı vozidlo projet, aby se dostalo
z daného města do hlavńıho města. Jinými slovy, index města je roven jedné plus minimálńımu
počtu měst (kromě výchoźıho města a hlavńıho města), přes která muśı vozidlo projet při cestě z
daného města do hlavńıho města. Index hlavńıho města je roven 0.

Hlavńı město má zásadńı ekonomický význam a śıt’ dálnic má být modernizována. Některé
pečlivě vybrané dálnice budou vybaveny kvantovými laserovými navigačńımi systémy. Takto mo-
dernizované dálnice nazýváme laserové dálnice. Množina všech laserových dálnic se nazývá laserová
śıt’. Cena modernizace každé dálnice neńı stejná a byla stanovena pro každou dálnici v zemi zvlášt’.
Cena laserové śıtě je součet všech modernizačńıch cen dálnic, které do laserové śıtě patř́ı. Lase-
rová śıt’ bude velmi nákladná a pravděpodobně nebude obsahovat všechny existuj́ıćı dálnice. Na
druhou stranu však śıt’ muśı poskytovat uživatel̊um adekvátńı výhody. Úřady se proto snaž́ı nalézt
rozumný kompromis.

Laserová śıt’ muśı splňovat následuj́ıćı tři pravidla:

1. Z každého města v zemi muśı být možné cestovat po laserové śıti do hlavńıho města.

2. Pokud vozidlo cestuje po laserové śıti z libovolného města do hlavńıho města, muśı být možné
zvolit takovou posloupnost laserových dálnic, že vozidlo nikdy nevjede do města, jehož index
je vyšš́ı než index kteréhokoli města, které vozidlo opustilo dř́ıve během cesty. (Posloupnost
index̊u navšt́ıvených měst je tedy neklesaj́ıćı při pohybu směrem k hlavńımu městu.)

3. Cena laserové śıtě muśı být minimálńı možná.

Obrázek 3: Schéma měst a dálnic. Je zde 16 měst a 24 dálnic. Hlavńı město má označeńı 9 a
je zvýrazněno. Laserová śıt’, zvýrazněná zeleně, je nejlevněǰśı laserová śıt’, která splňuje zadané
podmı́nky. Schéma ilustruje Př́ıklad 1 uvedený ńıže.

Úloha

Je dán seznam všech dálnic v zemi a cena modernizace každé dálnice na laserovou dálnici. Určete
minimálńı možnou cenu laserové śıtě.

Vstup

Prvńı řádek vstupu obsahuje tři celá č́ısla N , M , C, kde N je počet měst, M je počet dálnic, C je
označeńı hlavńıho města. Města jsou označena celými č́ısly 0, 1, 2, . . . , N − 1.
Seznam všech dálnic je uveden na následuj́ıćıch M řádćıch. Každý z těchto řádk̊u obsahuje tři celá
č́ısla a, b, p oddělená mezerami, kde a a b jsou označeńı dvou měst spojených dálnićı, p je cena
modernizace dálnice mezi těmito dvěma městy na laserovou dálnici. Pořad́ı dvojic měst v seznamu
je libovolné.
Plat́ı: N ≤ 2× 104, M ≤ 2× 106. Cena každé modernizace je kladné č́ıslo, které nepřesahuje 103.
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Výstup

Výstup obsahuje jeden řádek s jedńım celým č́ıslem – minimálńı možnou cenou laserové śıtě.

Př́ıklad 1

Vstup

16 24 9

0 1 4

1 2 60

2 3 4

4 5 60

5 6 50

6 7 65

8 9 30

9 10 40

10 11 45

12 13 45

13 14 3

14 15 55

0 4 3

1 5 3

2 6 6

3 7 7

4 8 6

5 9 5

6 10 2

7 11 1

8 12 9

9 13 2

10 14 5

11 15 4

Výstup

163

Př́ıklad 2

Vstup

7 9 6

0 1 5

2 3 5

4 5 90

4 6 5

5 6 100

0 2 10

2 4 5

1 3 10

3 5 5

Výstup

120

Př́ıklad 3

Vstup

10 22 6

1 6 16

0 1 15

1 7 17

6 8 10

3 4 10

2 4 13

2 5 14

4 6 13

4 5 19

5 8 18

5 6 13

1 9 18

0 9 11

0 8 15

0 7 18

2 3 17

1 4 10

3 6 12

1 3 11

1 8 12

2 6 16

3 9 13

Výstup

109

Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

Každému uzlu v grafu je přǐrazena jeho hranová vzdálenost od hlavńıho města. Hranová vzdálenost
mezi dvěma uzly je rovna počtu hran na nejkratš́ı cestě mezi těmito dvěma uzly. Máme naj́ıt cenu
takové kostry grafu, ve které podél každé cesty z hlavńıho města do libovolného jiného uzlu je
neklesaj́ıćı posloupnost hranových vzdálenost́ı z hlavńıho města do uzl̊u této cesty, a přitom je
cena této kostry minimálńı možná.

— Rozbor a postup —

Obrázek 4: Schéma zadáńı

Sledujme obrázek. Můžeme si představovat, že uzly jsou
rozděleny do jednotlivých vrstev podle svých hranových
vzdálenost́ı od hlavńıho města. V každé vrstvě maj́ı všechny
uzly stejnou hranovou vzdálenost od hlavńıho města, tu
označ́ıme jako index vrstvy. Je zřejmé, že hlavńı město sou-
sed́ı s každým uzlem ve vrstvě s indexem 1. Každý uzel ve
vrstvě s indexem 2 soused́ı s nějakým uzlem ve vrstvě s inde-
xem 1. Obecně, Každý uzel ve vrstvě s indexem i ( 0 < i )
soused́ı s alespoň jedńım uzlem ve vrstvě i − 1. V obrázku v
zadáńı lež́ı ve vrstvě s indexem 1 uzly 5, 8, 10, 13. Ve vrstvě
s indexem 2 lež́ı uzly 1, 4, 6, 11, 12, 14. Ve vrstvě s indexem
3 lež́ı uzly 0, 2, 7, 15. Ve vrstvě s indexem 4 lež́ı pouze uzel
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3. Uzly grafu máme tak rozdělené do jednotlivých vzájemně
disjunktńıch vrstev. O hranách grafu ted’ plat́ı, že krajńı uzly
každé hrany lež́ı bud’ ve vrstvě se stejným indexem, nebo ve
vrstvách sousedńıch, jejichž index se navzájem lǐśı právě o 1.

V obrázku v zadáńı neńı žádná hrana spojuj́ıćı uzly ve stejné vrstvě, v grafu v př́ıkladu 2 takové
hrany jsou (0, 1), (2, 3), (4, 5). Index uzlu pro nás bude index vrstvy, ve které uzel lež́ı, indexem
hrany bude pro nás maximum z index̊u obou jej́ıch krajńıch uzl̊u. V obrázku v zadáńı je index hrany
(5, 6) roven 2, index hrany (3, 7) je roven 4, apod. Index hrany bude zároveň určovat jej́ı prioritu.
Hrana s nižš́ım indexem má vyšš́ı prioritu než hrana s vyšš́ım indexem, bez ohledu na cenu těchto
dvou hran. Pokud maj́ı dvě hrany stejný index, má vyšš́ı prioritu hrana s nižš́ı cenou. Např́ıklad,
nejvyšš́ı prioritu tak budou mı́t všechny hrany incidentńı s hlavńım městem, nejnižš́ı prioritu budou
mı́t hrany incidentńı s uzly s maximálńımi indexy v grafu. K vyřešeńı celé úlohy stač́ı zjistit cenu
minimálńı kostry, v ńıž se mı́sto cen hran uvažuj́ı pouze jejich priority. Abychom viděli, že postup
funguje, představme si, že k hledáńı minimálńı kostry použijeme Primův algoritmus. Ten nejprve
připoj́ı optimálně k hlavńımu městu všechny uzly ve vrstvě s indexem 1. Zároveň, d́ıky tomu, jak
je konstruována priorita hran, algoritmus nebude připojovat uzly z vrstev s vyšš́ımi indexy. Analo-
gická situace nastane pro libovolnou vrstvu s indexem k větš́ım než 1. Dokud nebudou minimálńı
kostrou propojeny všechny uzly ve vrstvách s indexy k − 1 a nižš́ımi, nebudou se uzly ve vrstvě k
připojovat k minimálńı kostře. Potom, dokud nebudou minimálńı kostrou propojeny všechny uzly
ve vrstvě s indexem k−1 a nižš́ımi, nebudou se uzly ve vrstvě s indexem k nebo vyšš́ım připojovat
k minimálńı kostře. Bude tak zaručeno splněńı podmı́nky úlohy, že cestovatel, který cestuje takto
vybudovanou minimálńı kostrou směrem k hlavńımu městu, bude vždy nějakou dobu setrvávat ve
vrstvě s indexem k a poté přejde do vrstvy s indexem k− 1, tedy bĺıže k hlavńımu městu, a nikdy
se nedostane do města s indexem větš́ım než k. Protože použijeme algoritmus hledáńı minimálńı
kostry, bude tak zaručeno, že najdeme minimálńı ze všech koster, které splňuj́ı danou podmı́nku
cestováńı v kostře. Zároveň, během budováńı kostry, budeme mı́sto priority každé hrany přidané
do kostry, započ́ıtávat do celkové ceny kostry pouze p̊uvodńı cenu této hrany.

— Asymptotická složitost —

Určeńı priorit hran má stejnou složitost jako BFS, j́ımž se urč́ı indexy uzl̊u, tedy O(n+m)), kde
n a m představuj́ı po řadě počty uzl̊u a hran v grafu. Algoritmus hledáńı minimálńı kostry bude
obohacen pouze o přidaný výpočet ceny kostry, která bude uvažovat jen p̊uvodńı ceny hran. To
proběhne v konstantńım čase pro každou hranu přidanou do kostry, proto celková náročnost této
přidané operace bude O(n), což neovlivńı asymptotickou složitost algoritmu hledáńı minimálńı
kostry.

— Implementačńı poznámky —

Priorita hrany má dvě nezávislé složky – prvńı složka je větš́ı z index̊u jej́ıch krajńıch uzl̊u a druhá
složka je p̊uvodńı cena hrany. V jednoduché implementaci jako je tato můžeme obě složky uložit
do jednoho celého č́ısla, které vypočteme podle vztahu
Priorita hrany = (index hrany krát maximálńı cena hrany) plus cena hrany.
Pomoćı operace celoč́ıselného děleńı a zbytku po děleńı (modulo), pak z priority źıskáme opět index
hrany a jej́ı p̊uvodńı cenu.V mnoha programovaćıch jazyćıch, a zejména v Javě je manipulace s
jediným celým č́ıslem technicky jednodušš́ı než manipulace s dvojićı č́ısel, které v Javě vyžaduje de-
finici specifického typu dvojice č́ısel atd. V kódu proto udržujeme priority hran v datové struktuře,
která je p̊uvodně vyhrazena pro ceny hran. Mohli bychom pro větš́ı přehlednost ukládat priority
hran do separátńı struktury, ale t́ım bychom zbytečně udržovali informaci o cenách hran na dvou
mı́stech současně.

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.util.*;

4 import java.io.*;

5

6 public class Main {

7

8 // ------------------------------------------------------------------

12



9 // Values defined in problem assignment, unused in the code:

10 // ------------------------------------------------------------------

11 static final int nodesLIMIT = 20000;

12 static final int edgesLIMIT = 2000000;

13 static final int edgeCostLIMIT = 1000;

14 static final int outputLIMIT = 20000000;

15

16 // ------------------------------------------------------------------

17 // problem solution variables

18 // ------------------------------------------------------------------

19

20 static Graph graph;

21 static int MSTcost;

22 static int capitalID;

23

24 // For each node, register its distance to the node representing the capital.

25 // The array is indexed by node IDs.

26 static int [] distToCapital;

27

28 static int edgePriorityFactor; // used for effective edge cost recalcualtion

29

30 // ------------------------------------------------------------------

31 // M A I N

32 // ------------------------------------------------------------------

33

34 public static void main(String[] args) throws IOException {

35 load();

36 BFSfromCapital();

37 turnEdgeCostsIntoEdgePriorities();

38 int MSTvalue = PrimAlgorithmWithEdgePriorities();

39 System.out.printf( "%d\n", MSTvalue );

40 }

41

42

43 // ------------------------------------------------------------------

44 // L O A D

45 // ------------------------------------------------------------------

46

47 static void load() throws IOException {

48 BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

49 StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

50 int n = Integer.valueOf(st.nextToken());

51 graph = new Graph( n );

52 int m = Integer.valueOf(st.nextToken());

53 capitalID = Integer.valueOf(st.nextToken());

54

55 int n1, n2, cost, maxEdgeCost = 0;

56 for(int i = 0; i < m; i++) {

57 st = new StringTokenizer(br.readLine());

58 n1 = Integer.valueOf(st.nextToken());

59 n2 = Integer.valueOf(st.nextToken());

60 cost = Integer.valueOf(st.nextToken());

61 graph.addedge( n1, n2, cost );

62 maxEdgeCost = Math.max( maxEdgeCost, cost );

63 }

64 // Each edge priority is calculated as

65 // edge priority = edgeIndex * edgePriorityFactor + edgeCost

66 // Thus, edgePriorityFactor must be greater than maximum edge cost.

67 edgePriorityFactor = maxEdgeCost + 1;

68 }

69

70 // ------------------------------------------------------------------

71 // S O L U T I O N

72 // ------------------------------------------------------------------

73

74 static void BFSfromCapital( ){
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75

76 distToCapital = new int[graph.N];

77 Arrays.fill( distToCapital, Integer.MAX_VALUE);

78 distToCapital[capitalID] = 0;

79

80 int [] queue = new int[graph.N];

81 queue[0] = capitalID;

82 int head = 0;

83 int tail = 0;

84

85 int currnode, neigh;

86 while( head <= tail ){

87 currnode = queue[head++];

88 for( int j = 0; j < graph.dg[currnode]; j++ ){

89 neigh = graph.edge[currnode][j];

90 if( distToCapital[neigh] == Integer.MAX_VALUE ){

91 distToCapital[neigh] = distToCapital[currnode]+1;

92 queue[++tail] = neigh;

93 } // if

94 } // for

95 } // while

96 }

97

98

99 // Substitute each edge cost by priority of that edge.

100 // Store the priority in the original cost array.

101 // Each edge priority is calculated as

102 // edge priority = edgeIndex * edgePriorityFactor + edgeCost

103 static void turnEdgeCostsIntoEdgePriorities(){

104 int neigh, edgeIndex;

105 // scan all edges:

106 for( int node = 0; node < graph.N; node++ )

107 for( int j = 0; j < graph.dg[node]; j++ ){

108 neigh = graph.edge[node][j];

109 edgeIndex = Math.max(distToCapital[node], distToCapital[neigh]);

110 graph.cost[node][j] = edgeIndex * edgePriorityFactor + graph.cost[node][j];

111 } // for j

112 }

113

114 static int PrimAlgorithmWithEdgePriorities() {

115

116 boolean [] closed = new boolean[graph.N];

117 long [] nodePrio = new long[graph.N]; // node distance to the emerging MST

118 Arrays.fill( nodePrio, Integer.MAX_VALUE );

119

120 int UNDEF = -1; // denotes an undefined integer value

121 int MSTcost = 0;

122 int NodesInSpanningTree = 0;

123 long queueCodeFactor = graph.N; // must be grater than maximum node ID.

124

125 // Each node in the priority queue is represented as [nodePriority, nodeId],

126 // and coded as long integer: nodePriority * queueCodeFactor + nodeId.

127

128 PriorityQueue<Long> nodesQ = new PriorityQueue<>();

129 nodesQ.add( 0 * queueCodeFactor + capitalID );

130

131 // standard Prim’s algorithm loop with its local variables:

132

133 int currnode, neigh;

134 long currEdgePrio; // currEdge from curr to neigh

135 long currnodecode;

136

137 while( NodesInSpanningTree < graph.N ){

138

139 // pop current node from queue

140 currnodecode = nodesQ.poll();
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141 currnode = (int)( currnodecode % queueCodeFactor );

142

143 // duplicate nodes in the queue have to be dealt with properly

144 if( closed[currnode] ) continue;

145

146 // update MST size and cost

147 NodesInSpanningTree += 1;

148 MSTcost += (int)( (currnodecode / queueCodeFactor) % edgePriorityFactor );

149

150 // check all neighbours of current node and relax edges (currnode -- neigh)

151 for( int j = 0; j < graph.dg[currnode]; j++ ){

152 neigh = graph.edge[currnode][j];

153 currEdgePrio = graph.cost[currnode][j];

154 if( !closed[neigh] && nodePrio[neigh] > currEdgePrio ) {

155 nodePrio[neigh] = currEdgePrio;

156 nodesQ.add( currEdgePrio * queueCodeFactor + neigh );

157 } // if

158 }// for

159

160 closed[currnode] = true;

161 } // while

162

163 return MSTcost;

164 }

165

166 } // end of class Main

167

168

169 // ------------------------------------------------------------------

170 // G R A P H class

171 // ------------------------------------------------------------------

172

173 public class Graph {

174 int N, M;

175

176 int [][] edge;

177 long [][] cost;

178 int [] dg;

179

180 public Graph (int n ){

181 this.N = n;

182 this.edge = new int[n][2];

183 this.dg = new int[n];

184 this.cost = new long[n][2];

185 this.E = 0;

186 }

187

188 public void addedge(int n1, int n2, int cc) {

189 // enlarge the list of neighbours of a node, if necessary

190 if( this.dg[n1] == edge[n1].length ) {

191 this.edge[n1] = Arrays.copyOf( this.edge[n1], 2*this.dg[n1] );

192 this.cost[n1] = Arrays.copyOf(this.cost[n1], 2*this.dg[n1] );

193 }

194 if( this.dg[n2] == this.edge[n2].length ) {

195 this.edge[n2] = Arrays.copyOf( this.edge[n2], 2*this.dg[n2] );

196 this.cost[n2] = Arrays.copyOf(this.cost[n2], 2*this.dg[n2] );

197 }

198

199 // Register the edge

200 this.cost[n1][this.dg[n1]] = cc;

201 this.cost[n2][this.dg[n2]] = cc;

202 this.edge[n1][this.dg[n1]++] = n2;

203 this.edge[n2][this.dg[n2]++] = n1;

204 this.M++;

205 }

206
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207 }
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3 Nová śıt’ pro pozorováńı gravitačńıch vln

Observatoř ALIGO II (Advanced Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory Two)
procháźı rozsáhlou modernizaćı. Je nutné vybudovat kalibračńı śıt’ propojuj́ıćı všechny detektory
vln. Každé propojeńı dvojice detektor̊u je finančně nákladné, a proto topologie śıtě nesmı́ obsaho-
vat žádné cykly.
Cena každého propojeńı je úměrná jeho délce. Polohy všech detektor̊u jsou pevně dané. Náklady
na propojeńı každé možné dvojice detektor̊u jsou tedy předem známé. Pokud by délka byla je-
diným rozhoduj́ıćım parametrem, pak by se śıt’ měla vybudovat ve tvaru minimálńı kostry úplného
grafu, který obsahuje všechna možná propojeńı a jejich délky. Jak se ale dalo očekávat, u projektu
takového rozsahu je třeba zohlednit i daľśı okolnosti. Teoretické výpočty ukázaly, že spolehlivost
systému výrazně roste, pokud některá propojeńı v śıti maj́ı stejnou délku. Dokonce se ukázalo, že
v této specifické śıti klesá rušivý šum exponenciálně s počtem propojeńı stejné délky. Na základě
této teorie rozhodla technická rada observatoře, že strategie budováńı śıtě bude respektovat tři
základńı pravidla:

1. Śıt’ bude mı́t stromovou topologii.

2. Śıt’ bude obsahovat maximálńı možný počet propojeńı určité konkrétńı délky, a to bez ohledu
na cenu těchto propojeńı.

3. Cena śıtě bude minimálńı možná.

Obrázek 5: Schémata možných propojeńı mezi dvojicemi detektor̊u. Detektory jsou znázorněny jako
uzly, možná propojeńı jako hrany. Propojeńı, která mohou tvořit požadovanou śıt’, jsou zvýrazněna
červeně. Př́ıpady a), b), c) odpov́ıdaj́ı př́ıklad̊um 1, 2 a 3 ńıže. V některých př́ıpadech (např. b a
c) může existovat v́ıce śıt́ı, které splňuj́ı požadovaná pravidla. Všechny takové śıtě ale maj́ı stejnou
celkovou délku. Upozorňujeme také, že př́ıpad a) ilustruje d̊uležitost pravidla 3. Existuj́ı kostry
obsahuj́ıćı hrany (1, 5) a (5, 4), které splňuj́ı pravidlo 2, ale nesplňuj́ı pravidlo 3, protože jejich
celková délka je alespoň 17.

Úloha

Je dán seznam všech možných propojeńı mezi detektory a délka každého z nich. Určete celkovou
délku śıtě, která splňuje všechna tři pravidla stanovená technickou radou.

Vstup

Prvńı řádek vstupu obsahuje dvě celá č́ısla N a M oddělená mezerou. Hodnota N udává počet
detektor̊u. Hodnota M udává počet možných propojeńı mezi dvojicemi detektor̊u. Následuje M
řádk̊u, každý reprezentuje jedno možné propojeńı. Řádek obsahuje tři celá č́ıslaD1,D2, L oddělená
mezerou, což znamená, že délka možného propojeńı mezi detektory D1 a D2 je rovna L. Detektory
jsou oč́ıslovány od 1 do N . Pořad́ı dvojic je libovolné.
Plat́ı: N ≤ 30000 a M ≤ 300000. Každá délka propojeńı je nejvýše 109.

Výstup

Výstup obsahuje jeden řádek s jedńım celým č́ıslem – minimálńı možnou délkou laserové śıtě,
přičemž délka śıtě je rovna součtu všech délek propojeńı zahrnutých v śıti.
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Př́ıklad 1

Vstup

5 6

1 2 6

2 3 6

5 3 1

5 4 5

1 5 5

4 1 2

Výstup

15

Př́ıklad 2

Vstup

5 9

1 2 1

2 4 3

4 3 2

3 1 2

1 4 2

3 5 2

1 5 1

2 5 1

4 5 3

Výstup

7

Př́ıklad 3

Vstup

9 20

1 2 5

2 3 1

3 4 2

4 5 2

5 6 1

6 7 7

7 8 6

8 1 6

9 1 5

9 2 7

9 3 3

9 4 5

9 5 4

9 6 7

9 7 4

9 8 3

7 1 4

1 3 6

3 5 2

5 7 3

Výstup
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Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

Abstraktńı jádro úlohy je prakticky zformulováno již v zadáńı. Máme naj́ıt takovou kostru váženého
grafu, pro kterou plat́ı, že obsahuje maximálńı možný počet hran se stejnou cenou. Při zachováńı
tohoto požadavku má být cena kostry co nejmenš́ı.

— Rozbor a postup —

Úloha je poměrně př́ımočará. Pro každou skupinu hran stejné délky zjist́ıme cenu minimálńı kostry,
která obsahuje maximálńı možný počet hran z této skupiny. Předt́ım si muśıme uvědomit, že
pro určitou skupinu hran nemuśı nutně platit, že všechny jej́ı hrany lze použ́ıt v nějaké kostře.
Ve skupině hran mohou existovat kružnice, jako např́ıklad v prostředńım obrázku v zadáńı, kde
skupina čtyř hran s cenou 2 obsahuje kružnici délky 3 procházej́ıćı uzly 1, 3, 4. Je tedy třeba
pro každou skupinu hran se stejnou cenou nejprve zjistit, kolik nejv́ıce těchto hran lze použ́ıt v
kostře. Tento počet pojmenujme jako použitelnost (usability) skupiny. Je zřejmé, že pro řešeńı
úlohy připadaj́ı v úvahu pouze ty skupiny hran se stejnou cenou, které maj́ı největš́ı použitelnost
ze všech těchto skupin. Určeńı použitelnosti skupiny hran se stejnou cenou provedeme s pomoćı
Union-Find struktury.

Union-Find strukturu využijeme stejně, jako se využ́ıvá např. v Kruskalově algoritmu. Představ́ıme
si že v daném grafu máme k dispozici pouze hrany z této skupiny. Nejprve Union-Find struk-
turu inicializujeme uzly grafu, z nichž každý představuje iniciálńı samostatnou množinu, a potom
postupně sjednocujeme množiny pomoćı jednotlivých hran ve větš́ı celky představuj́ıćı malé sa-
mostatné podstromy ve vznikaj́ıćı kostře. Přitom odmı́tneme hrany, které by ve vznikaj́ıćı kostře
vytvořily kružnici. Když takto projdeme všechny hrany v dané skupině hran se stejnou cenou, pak
počet hran použitých a neodmı́tnutých během této konstrukce představuje právě použitelnost (usa-
bility) této skupiny. Vypočtená použitelnost skupiny nezáviśı na pořad́ı přidávaných hran. Bude
rovna počtu hran v kostře podgrafu indukovaného právě hranami v dané skupině hran. Podgraf
je také graf, a počet hran v kostře libovolného grafu je dán jednoznačně, je to počet uzl̊u v grafu
zmenšený o počet komponent grafu.
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Pro všechny skupiny hran se stejnou cenou, které obsahuj́ı alespoň 2 hrany, urč́ıme jejich
použitelnost. Potom pro každou skupinu hran se stejnou cenou a s maximálńı použitelnost́ı najdeme
minimálńı kostru grafu, která obsahuje maximálńı možný počet hran této skupiny. To provedeme
tak, že nejprve do kostry vlož́ıme maximálńı možný počet hran této skupiny, analogicky jako při
určováńı použitelnosti. Dále budeme pokračovat jako v libovolném algoritmu hledáńı minimálńı
kostry. Protože jsme v předchoźı fázi použili Union-Find strukturu, nab́ıźı se automaticky, že ji
využijeme i nadále a aplikujeme Kruskal̊uv algoritmus na hledáńı minimálńı kostry. Jako řešeńı
celé úlohy potom vrát́ıme minimálńı nalezenou cenu ze všech koster.

— Asymptotická složitost —

Je zřejmé, že nalezeńı jedné minimálńı kostry trvá deľśı dobu než určeńı použitelnosti skupiny
hran, protože součást́ı hledáńı minimálńı kostry je právě také vložeńı všech př́ıslušných hran této
skupiny do kostry. Minimálńı kostru budeme muset hledat pro každou skupinu hran se stejnou
cenou a s maximálńı použitelnost́ı. Pokud jsou tyto skupiny malé, může jich být řádově celkem až
tolik, kolik je hran v grafu. Celkem tedy, protože poč́ıtáme s nejhorš́ım možným př́ıpadem, vycháźı
asymptotická složitost řešeńı jako složitost jednoho hledáńı minimálńı kostry, násobená počtem
hran v grafu, tedy O(e · e · log(n)).

— Implementačńı poznámky —

Předkládané řešeńı kompletně využ́ıvá myšlenku Kruskalova algoritmu. Minimálńı kostry hledá
podle postupu popsaného výše, přičemž seřazeńı hran podle jejich cen provede pouze jednou na
začátku řešeńı celé úlohy. T́ım se složitost hledáńı každé minimálńı kostry sńıž́ı na hodnotu př́ımo
úměrnou pouze počtu hran v grafu, celé řešeńı má pak složitost O(e · e). Když uváž́ıme, že horńı
mez počtu hran grafu v úloze je 3 · 105 , vycháźı nám, že na velkých datech může implementace
být nucena zpracovat až téměř 1011 hran. Pokud optimisticky předpokládáme, že řádově cca 108

hran lze běžně zpracovat v řádu jedné sekundy, vycháźı nám, že v nejhorš́ım př́ıpadě může výpočet
trvat výrazně přes deśıtku minut. Vyhodnoceńı ve školńım systému však běž́ı pouze několik sekund,
takže je zřejmé, že autoři do vyhodnoceńı vložili data, která jsou výrazně méně časově náročná.

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.util.*;

4 import java.io.*;

5

6 // ------------------------------------------------------------------

7 // S U P P O R T S T R U C T U R E S

8 // EdgeRecord and EdgeGroup

9 // ------------------------------------------------------------------

10 // Sorted edges are stored in in non-decreasing order of weights

11 // in an array of EdgeRecord type.

12 // Groups of all edges with equal weight occupy certain ranges in that array.

13 // Each group contains at least two edges.

14 // We register all those groups in a extra list of type EdgeGroup.

15 // Type EdgeGroup registers the first and the last index of the

16 // edges in the group in the sorted array,

17 // and the maximum number of edges in the group which can be used in a MST.

18 // this maximum number is called usability of the group.

19 // Note that last index respects Java paradigm of being the first index past the range,

20 // the so called half-open range convention.

21

22 /*

23 Example Graph:

24

25 20

26 2 ----- 4

27 / | |

28 30/ |30 |20

29 / | |

30 1 ----- 3 ----- 5
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31 30 10

32

33 Sorted array of edge record type,

34 each item contains IDs of edge endnodes, and edge cost.

35 0 1 2 3 4 5

36 +--------+--------+--------+--------+--------+--------+

37 | 3 5 10 | 4 5 20 | 2 4 20 | 2 3 30 | 1 2 30 | 1 3 30 |

38 +--------+--------+--------+--------+--------+--------+

39 group1 group1 group2 group2 group2

40

41 In the sorted array, there are two edge groups, recorded initially in the list as :

42 0 1

43 +........+........+

44 | 1 3 2 | 3 6 3 |

45 +........+........+

46

47 However, the usability of the second group in the list is smaller than 3,

48 because edges in this group form a cycle in the graph. Thus, at most 2 of them

49 can appear in a spanning tree. In subsequent procesing of the list of the groups,

50 before separate spannig trees are built and analyzed,

51 the usability of the second group will be decreased to 2.

52 */

53

54 // ------------------------------------------------------------------

55 // E D G E R E C O R D class

56 // ------------------------------------------------------------------

57 class EdgeRecord implements Comparable<EdgeRecord> {

58 int n1, n2, cost;

59

60 public EdgeRecord( int a, int b, int c ) {

61 n1 = a; n2 = b; cost = c;

62 }

63 @Override

64 public int compareTo(EdgeRecord e2) {

65 return (int) Math.signum( this.cost - e2.cost );

66 }

67 } // class

68

69 // ------------------------------------------------------------------

70 // E D G E G R O U P class

71 // ------------------------------------------------------------------

72 class EdgeGroup implements Comparable<EdgeGroup> {

73 int start, end, usability;

74

75 public EdgeGroup( int st, int en, int uc ) {

76 start = st; end = en; usability = uc;

77 }

78

79 @Override

80 public int compareTo(EdgeGroup c2) {

81 return (int) Math.signum( (this.end-this.start) - (c2.end - c2.start));

82 }

83 } // class

84

85

86 // ------------------------------------------------------------------

87 // M A I N class

88 // ------------------------------------------------------------------

89

90 public class Main {

91

92 // ------------------------------------------------------------------

93 // Values defined in problem assignment, unused in the code:

94 // ------------------------------------------------------------------

95 static final int nodesLIMIT = 30000;

96 static final int edgesLIMIT = 300000;
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97 static final int edgeCostLIMIT = 1000000000;

98 static final int outputLIMIT = 1073741824; // = 2^30

99

100 // ------------------------------------------------------------------

101 // problem solution variables

102 // ------------------------------------------------------------------

103 static Graph graph;

104 static ArrayList <EdgeGroup> edgeGroups; // edge groups in sortedEdges in graph;

105 static UnionFind UF; // Union-Find

106

107 static int maxUsabilityOfEdgeGroup;

108 static long currTreeCost;

109 static long minTreeCost = Long.MAX_VALUE;

110

111

112 // ------------------------------------------------------------------

113 // M A I N program

114 // ------------------------------------------------------------------

115

116 public static void main(String[] args) throws IOException {

117 load();

118 Arrays.sort( graph.sortedEdges);

119 registerEdgeGroups();

120 UF = new UnionFind( graph.N );

121 setUsabilityOfEdgeGroups();

122 evaluateAllCandidateTrees();

123 System.out.printf( "%d\n", minTreeCost );

124 }

125

126 // ------------------------------------------------------------------

127 // L O A D

128 // ------------------------------------------------------------------

129

130 static void load() throws IOException {

131 int maxEdgeCost = 0;

132 BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

133 StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

134

135 int n = Integer.valueOf(st.nextToken());

136 int m = Integer.valueOf(st.nextToken());

137 graph = new Graph( n, m );

138

139 int n1, n2, cost;

140 for(int i = 0; i < m; i++) {

141 st = new StringTokenizer(br.readLine());

142 n1 = Integer.valueOf(st.nextToken());

143 n2 = Integer.valueOf(st.nextToken());

144 cost = Integer.valueOf(st.nextToken());

145 // Re-index nodes so that node indexing starts from 0

146 graph.addedge( n1-1, n2-1, cost);

147 }

148 }

149

150 // ------------------------------------------------------------------

151 // S O L U T I O N

152 // ------------------------------------------------------------------

153

154 static void registerEdgeGroups() { // supposes sorted edges.

155 // Register only groups of size 2 or bigger

156 // Use technique of sliding window [istart, iend] to detect groups

157 edgeGroups = new ArrayList<>();

158 int istart = 0;

159 for( int iend = 1; iend < graph.M; iend++ )

160 if( graph.sortedEdges[iend-1].cost != graph.sortedEdges[iend].cost ) {

161 if( iend - istart >= 2 )

162 edgeGroups.add( new EdgeGroup( istart, iend, iend-istart ) );
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163 istart = iend;

164 }

165 edgeGroups.add( new EdgeGroup( istart, graph.M, graph.M-istart ) );

166 }

167

168 static void setUsabilityOfEdgeGroups() {

169 maxUsabilityOfEdgeGroup = 0;

170 for( EdgeGroup edgeGroup : edgeGroups ) {

171 // skip groups with no perspective of being used in MST

172 if( edgeGroup.end - edgeGroup.start < maxUsabilityOfEdgeGroup )

173 continue;

174 UF.reset(); // should run more efficiently

175 edgeGroup.usability = addEdgesToTree( edgeGroup.start, edgeGroup.end, 0 );

176 maxUsabilityOfEdgeGroup =

177 Math.max( maxUsabilityOfEdgeGroup, edgeGroup.usability );

178 }

179 }

180

181 static int addEdgesToTree(int ieStart, int ieEnd, int edgesSoFar) {

182 if( ieStart >= ieEnd ) return edgesSoFar;

183 int boss1, boss2;

184

185 if( UF.numberOfSets == 1 )

186 return edgesSoFar;

187

188 for( int iEdge = ieStart; iEdge < ieEnd; iEdge++ ) {

189 boss1 = UF.find( graph.sortedEdges[iEdge].n1 );

190 boss2 = UF.find( graph.sortedEdges[iEdge].n2 );

191 if( boss1 != boss2 ) {

192 UF.union( boss1, boss2 );

193 // not needed in setUsabilityOfEdgeGroups():

194 currTreeCost += (long) graph.sortedEdges[iEdge].cost;

195 edgesSoFar += 1;

196 if( UF.numberOfSets == 1) break; // tiny optimization

197 } //if

198 } //for

199 return edgesSoFar;

200 }

201

202 static void evaluateAllCandidateTrees() {

203 int edgesSoFar;

204 for( EdgeGroup edgeGroup : edgeGroups ) {

205 if( edgeGroup.usability < maxUsabilityOfEdgeGroup ) continue;

206 currTreeCost = 0;

207 UF.reset(); // should run more efficiently

208 edgesSoFar = addEdgesToTree( edgeGroup.start, edgeGroup.end, 0 );

209 edgesSoFar += addEdgesToTree( 0, edgeGroup.start, edgesSoFar );

210 edgesSoFar += addEdgesToTree( edgeGroup.end, graph.M, edgesSoFar );

211 minTreeCost = Math.min(minTreeCost, currTreeCost);

212 } //for

213 }

214

215 } // Main class

216

217

218 // ------------------------------------------------------------------

219 // G R A P H class

220 // ------------------------------------------------------------------

221

222 // The graph is represented by sorted list of edges, in the entire problem.

223 class Graph {

224 int N, M;

225 int MSTcost;

226 EdgeRecord [] sortedEdges;

227

228 public Graph( int n, int m ){
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229 this.N = n;

230 this.sortedEdges = new EdgeRecord[m];

231 this.M = 0;

232 }

233

234 public void addedge ( int n1, int n2, int cost ){

235 this.sortedEdges[M] = new EdgeRecord( n1, n2, cost );

236 M += 1;

237 }

238

239 } // Graph class

240

241

242 // ------------------------------------------------------------------

243 // U N I O N - F I N D class

244 // ------------------------------------------------------------------

245

246 public class UnionFind {

247

248 int [] boss;

249 int [] rank;

250 int numberOfSets;

251

252 // constructor

253 public UnionFind ( int n ) {

254 boss = new int [n];

255 rank = new int [n];

256 reset();

257 }

258

259 public void reset() {

260 for( int i = 0; i < boss.length; i++ ) {

261 boss[i] = i;

262 rank[i] = 0;

263 }

264 numberOfSets = boss.length;

265 }

266

267 public void union( int a, int b ) {

268 if( rank[b] > rank[a] )

269 boss[a] = b;

270 else {

271 boss[b] = a;

272 if( rank[b] == rank[a] )

273 rank[a]++;

274 }

275 this.numberOfSets--;

276 }

277

278 public int find( int a ) {

279 return ( boss[a] == a ? a : ( boss[a] = find( boss[a] ) ) );

280 }

281

282 }
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4 Modré promenády

Promenáda délky L (L ≥ 0) v orientovaném neohodnoceném grafu G je posloupnost vrchol̊u
(v0, v1, . . . , vL) s následuj́ıćımi vlastnostmi:

A. Pár (vk, vk+1) je orientovaná hrana v G pro každé k = 0, 1, . . . , L− 1.

B. Libovolný vrchol se může v posloupnosti objevit v́ıcekrát.

Každý vrchol grafu G je bud’ b́ılý, nebo modrý.

Obrázek 6: Př́ıklady orientovaných graf̊u s přesně jedńım modrým vrcholem v každé silně souvislé
komponentě. a) Promenáda (7, 8, 2, 0, 1, 3, 8, 4) má minimálńı délku mezi všemi promenádami, které
obsahuj́ı všechny modré vrcholy. b) Promenáda (9, 4, 5, 1, 0, 4, 5, 1, 2, 6, 7, 3) má minimálńı délku
mezi promenádami, které obsahuj́ı 6 modrých vrchol̊u. Neexistuje promenáda obsahuj́ıćı všech 7
modrých vrchol̊u. c) Promenáda (12, 13, 7, 10, 5, 4, 8) má minimálńı délku mezi promenádami, které
obsahuj́ı 4 modré vrcholy. Neexistuje promenáda obsahuj́ıćı 5 nebo v́ıce modrých vrchol̊u.

Úloha

Je dán orientovaný graf, v němž každá silně souvislá komponenta obsahuje právě jeden modrý
vrchol. Určete minimálńı délku promenády, která obsahuje maximálńı počet modrých vrchol̊u,
kterými jedna promenáda může procházet.

Vstup

Vstup zač́ıná řádkem se třemi celými č́ısly N , B, M oddělenými mezerami. N je počet všech
vrchol̊u, B je počet modrých vrchol̊u a M je počet hran. Předpokládáme, že vrcholy jsou oč́ıslovány
0, 1, . . . , N − 1. Následuj́ıćı řádek obsahuje B celých č́ısel - seznam č́ısel všech modrých vrchol̊u.
Č́ısla jsou oddělena mezerami. Pořad́ı č́ısel je libovolné. Dále následujeM řádk̊u, kde každý popisuje
jednu orientovanou hranu (a, b) pomoćı dvojice č́ısel a, b (v tomto pořad́ı) oddělených mezerou.
Pořad́ı hran na vstupu je libovolné.

Plat́ı 1 ≤ B ≤ N ≤ 105, 0 ≤ M ≤ 106.
Je zaručeno, že každá silně souvislá komponenta obsahuje právě jeden modrý vrchol.

Výstup

Výstup tvoř́ı jeden řádek se dvěma celými č́ısly V, L oddělenými mezerou. V je maximálńı počet
modrých vrchol̊u, které může obsahovat jedna promenáda v daném grafu. L je minimálńı možná
délka promenády, která obsahuje V modrých vrchol̊u.
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Př́ıklad 1
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Př́ıklad 2
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Př́ıklad 3
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Výstup

4 6

Grafy z Př́ıklad̊u 1–3 jsou znázorněny na Obrázku 6.

Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

V orientovaném grafu G = (V,E) mezi sledy s maximálńım počtem modrých vrchol̊u hledáme ten
sled, který má nejmenš́ı počet hran.

— Rozbor a postup —

Úlohu převedeme na hledáńı cesty v acyklickém grafu silně souvislých komponent (kondenzace
grafu G označená G′), která projde maximálńı počet komponent. Mezi všemi takovými cestami
pak zvoĺıme tu, která má nejmenš́ı délku (počet hran v p̊uvodńım grafu G).

Každá silná komponenta C grafu G obsahuje právě jeden modrý vrchol; označme jej jako
blue(C). Pro nalezeńı komponent i jejich topologického uspořádáńı použijeme Tarjan̊uv algoritmus.

Abychommohli ohodnotit hrany mezi komponentami vG′, potřebujeme znát hranové vzdálenosti
uvnitř jednotlivých komponent. V každé komponentě C spust́ıme dva pr̊uchody do š́ı̌rky:

• BFS z blue(C) v grafu G → źıskáme pole distFromBlue[v],

• BFS z blue(C) v reverzńım grafu GR s obrácenými hranami → źıskáme pole distToBlue[v],
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přičemž distFromBlue[v] je hranová vzdálenost z blue(C) do v a distToBlue[v] je hranová vzdálenost
z v do blue(C).

Pro každou hranu (v, w), která vede z komponenty C1 do C2 (kde C1 ̸= C2), spočteme “cenu”
přechodu mezi modrými vrcholy:

cost(C1, C2) = min
(v,w)∈E,v∈C1,w∈C2

(distFromBlue[v] + 1 + distToBlue[w]) .

V ohodnoceném DAGu G′ hledáme cestu, která projde maximálńım počtem vrchol̊u a mezi
všemi takovými cestami má minimálńı součet cen hran. Aplikujeme dynamické programováńı na
topologicky uspořádaný graf G′. Během DP pro každý vrchol C udržujeme dvojici

(blueCount[C],minLength[C]) ,

kde blueCount[C] je maximálńı počet vrchol̊u cesty konč́ıćı v C a minLength[C] je minimálńı cena
takové cesty.

— Asymptotická složitost —

Celková časová složitost je O(N +M), jelikož neńı překročena žádnou z popsaných fáźı:

• Tarjan̊uv algoritmus: O(N +M),

• BFS v komponentách: O(N +M),

• ohodnoceńı hran kondenzace: O(M),

• dynamické programováńı v DAG: O(B +M).

— Implementačńı poznámky —

V přiloženém kódu je každá komponenta zpracována ihned po svém detekováńı v rámci Tarjanova
algoritmu. Podobně i dynamické programováńı v DAG prob́ıhá implicitně při uzav́ıráńı komponent
v topologickém pořad́ı během DFS návratu.

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.util.*;

4 import java.io.*;

5

6 public class Promenades {

7

8 static int NIL = -1;

9

10 // graph data

11 static int N, B;

12 static boolean[] isBlue;

13 static int[][] e;

14 static int[][] erev;

15 static int[] dg;

16 static int[] dgrev;

17

18 // Tarjan algorithm arrays

19 static int[] pred; // pred is is defined for nodes on the stack (open ones),

20 // closed nodes have NIL pred

21 static int[] index; // it is an usual open time, in fact

22 static int[] lowlink;

23 static int S; // top of Tarjan Stack. the Stack, in fact, is stored in the pred array

24 static int[] sccBoss; // boss - representant node of the scc

25 static int indexCounter = 0; // open time

26

27 // BFS arrays

28 static int[] dToBlue, dFromBlue;

29 static int[] q;
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30 static int head, tail;

31 static boolean[] used;

32

33 // solution arrays

34 static int[] maxPathBlue;

35 static int[] maxPathLen;

36 static int maxPathBlueGlobal, maxPathLenGlobal;

37

38 static void addedge(int n1, int n2) {

39 if (dg[n1] == e[n1].length) {

40 e[n1] = Arrays.copyOf(e[n1], dg[n1] * 2);

41 }

42 e[n1][dg[n1]++] = n2;

43 if (dgrev[n2] == erev[n2].length) {

44 erev[n2] = Arrays.copyOf(erev[n2], dgrev[n2] * 2);

45 }

46 erev[n2][dgrev[n2]++] = n1;

47 }

48

49 static void inCompoBFS(int boss) {

50 // S is the id of the node at the stack top

51 // pred[x] != nil for exactly all nodes in this compo

52 int node = S, neigh, blueroot = NIL;

53

54 while (true) {

55 if (isBlue[node]) {

56 blueroot = node;

57 break;

58 }

59 node = pred[node];

60 }

61

62 // forward search

63 head = tail = 0;

64 q[head] = blueroot;

65 dToBlue[blueroot] = dFromBlue[blueroot] = 0;

66 used[blueroot] = true;

67

68 while (head <= tail) {

69 node = q[head++];

70 for (int j = 0; j < dg[node]; j++) {

71 neigh = e[node][j];

72 if (used[neigh] == false && sccBoss[neigh] == boss) {

73 q[++tail] = neigh;

74 dFromBlue[neigh] = dFromBlue[node] + 1;

75 used[neigh] = true;

76 }

77 }

78 } // while

79 // backwardsearch

80 node = S;

81 while (true) {

82 used[node] = false;

83 if (node == boss) {

84 break;

85 }

86 node = pred[node];

87 }

88

89 head = tail = 0;

90 q[head] = blueroot;

91 used[blueroot] = true;

92 while (head <= tail) {

93 node = q[head++];

94 for (int j = 0; j < dgrev[node]; j++) {

95 neigh = erev[node][j];
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96 if (used[neigh] == false && sccBoss[neigh] == boss) {

97 q[++tail] = neigh;

98 dToBlue[neigh] = dToBlue[node] + 1;

99 used[neigh] = true;

100 }

101 }

102 } // while

103 }

104

105 static void find_SCC_blue(int v) {

106 int w, copyS;

107 index[v] = lowlink[v] = ++indexCounter;

108 pred[v] = S;

109 S = v; // push( v )

110

111 for (int j = 0; j < dg[v]; j++) {

112 w = e[v][j];

113 if (index[w] == NIL) { // fresh w, move fd and register the edge cost

114 find_SCC_blue(w);

115 lowlink[v] = Math.min(lowlink[v], lowlink[w]);

116 } else if (pred[w] != NIL) { // ** instack[w] ) // w is open

117 lowlink[v] = Math.min(lowlink[v], index[w]);

118 }

119 }

120

121 // closing the component

122 if (index[v] == lowlink[v]) { // v is the boss of the component

123

124 // register all scc nodes

125 sccBoss[v] = v;

126 copyS = S;

127 while (copyS != v) {

128 sccBoss[copyS] = v;

129 copyS = pred[copyS];

130 }

131

132 // BFS

133 inCompoBFS(v);

134

135 do {

136 // collect the blue info of the entire component

137 for (int j = 0; j < dg[S]; j++) {

138 int neigh = e[S][j];

139 if (pred[neigh] != NIL || sccBoss[neigh] == v) {

140 } // edge inside component

141 else { // edge between components

142 if (maxPathBlue[v] < maxPathBlue[sccBoss[neigh]] + 1) {

143 maxPathBlue[v] = maxPathBlue[sccBoss[neigh]] + 1;

144 maxPathLen[v] = dFromBlue[S] + 1 + dToBlue[neigh] + maxPathLen

[sccBoss[neigh]];

145 } else if (maxPathBlue[v] == maxPathBlue[sccBoss[neigh]] + 1) {

146 maxPathLen[v] = Math.min(maxPathLen[v], dFromBlue[S] + 1 +

dToBlue[neigh] + maxPathLen[sccBoss[neigh]]);

147 }

148 }

149 }

150 copyS = S;

151 S = pred[S];

152 pred[copyS] = NIL; // original remove S from stack

153 } while (copyS != v);

154

155 if (maxPathBlueGlobal < maxPathBlue[v]) {

156 maxPathBlueGlobal = maxPathBlue[v];

157 maxPathLenGlobal = maxPathLen[v];

158 } else if (maxPathBlueGlobal == maxPathBlue[v]) {

159 maxPathLenGlobal = Math.min(maxPathLenGlobal, maxPathLen[v]);

28



160 }

161 } // closing part

162 }

163

164 static void Tarjan_blue() {

165 indexCounter = 0;

166 for (int v = N - 1; v >= 0; v--) {

167 if (index[v] == NIL) {

168 S = v;

169 pred[v] = v; // this registers v as a pred of v

170 find_SCC_blue(v);

171 }

172 }

173 }

174

175 // -------------------------------------------------------------------------

176 // M A I N

177 // -------------------------------------------------------------------------

178 public static void main(String[] args) throws IOException {

179 loadAndAllocate();

180 maxPathBlueGlobal = 0;

181 maxPathLenGlobal = N;

182 Tarjan_blue();

183 System.out.printf("%d %d\n", maxPathBlueGlobal, maxPathLenGlobal);

184 }

185

186 static void loadAndAllocate() throws IOException {

187 BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

188 StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

189 N = Integer.valueOf(st.nextToken());

190 B = Integer.valueOf(st.nextToken());

191 int m = Integer.valueOf(st.nextToken());

192

193 e = new int[N][2];

194 erev = new int[N][2];

195

196 isBlue = new boolean[N];

197

198 dg = new int[N];

199 dgrev = new int[N];

200

201 pred = new int[N];

202 Arrays.fill(pred, NIL);

203 index = new int[N];

204 Arrays.fill(index, NIL);

205 lowlink = new int[N];

206 sccBoss = new int[N];

207 Arrays.fill(sccBoss, NIL);

208

209 dToBlue = new int[N];

210 dFromBlue = new int[N];

211 q = new int[N];

212 used = new boolean[N]; // filled with false;

213

214 maxPathBlue = new int[N];

215 Arrays.fill(maxPathBlue, 1);

216 maxPathLen = new int[N];

217 Arrays.fill(maxPathLen, 0);

218

219 st = new StringTokenizer(br.readLine());

220 for (int i = 0; i < B; i++) {

221 isBlue[Integer.valueOf(st.nextToken())] = true;

222 }

223

224 int n1, n2;

225 for (int i = 0; i < m; i++) {
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226 st = new StringTokenizer(br.readLine());

227 n1 = Integer.valueOf(st.nextToken());

228 n2 = Integer.valueOf(st.nextToken());

229 addedge(n1, n2);

230 }

231 } // load

232

233 }
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5 Identifikace molekul podle struktury

Dostali jsme vzorek komplexńıch organických molekul, které maj́ı stejný počet atomů a vazeb.
Kromě toho splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky:

• Každý atom je spojen jednou, dvěma nebo třemi vazbami s jinými atomy.

• Některé atomy tvoř́ı cykly.

• Pokud má atom právě dvě vazby, je vždy součást́ı nějakého cyklu.

• Každý cyklus obsahuje právě jeden atom se třemi vazbami.

Naš́ım ćılem je určit počet r̊uzných struktur obsažených ve vzorku. Dvě molekuly maj́ı stejnou
strukturu, pokud mezi jejich atomy existuje prosté zobrazeńı, které zachovává vazby. V takovém
př́ıpadě ř́ıkáme, že molekuly jsou strukturálně totožné. (Zd̊urazněme, že tato definice nebere v
úvahu chemické prvky ani typy vazeb.)

Obrázek 7: Ilustrace čtyř molekul, každá obsahuj́ıćı 14 atomů (zobrazených jako vrcholy) a 16 vazeb
(hrany). V každé molekule jsou 3 cykly. Jedinou dvojici strukturálně totožných molekul tvoř́ı prvńı
a posledńı molekula (obarveno modře).

Úloha

Pro daný vzorek molekul reprezentovaný jako množina neorientovaných graf̊u rozdělte molekuly do
skupin podle jejich struktury a vypǐste počty strukturálně totožných molekul pro každou zjǐstěnou
tř́ıdu.

Vstup

Vstup obsahuje tři celoč́ıselné hodnoty M , A a B oddělené mezerami, přičemž M je počet molekul,
kde každá z molekul obsahuje A atomů a B vazeb.

Následuje M seznamů, kde každý seznam sestává z B řádk̊u popisuj́ıćıch vazby jedné molekuly.
Každý řádek obsahuje dvě celá č́ısla A1 a A2 oddělená mezerou. Tato dvojice označuje vazbu mezi
atomy A1 a A2. Pro každou molekulu jsou jej́ı atomy oč́ıslovány od 1 do A v náhodném pořad́ı.

Plat́ı: 1 ≤ M ≤ 1000, 4 ≤ A ≤ 9000, A ≤ B ≤ 10000.

Výstup

Výstup tvoř́ı jeden řádek obsahuj́ıćıN celých č́ısel C1, C2, . . . , CN oddělených mezerami a seřazených
vzestupně.

N je počet nalezených tř́ıd strukturálně totožných molekul. Každé Ci udává počet molekul
nálež́ıćıch do i-té tř́ıdy. Součet všech Ci je roven M .
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Př́ıklad 1

Vstup

2 9 10

7 6

7 8

8 6

6 5

4 5

3 4

4 1

3 2

1 2

5 9

8 7

6 8

7 6

3 5

5 6

3 1

3 4

2 1

2 4

9 5

Výstup

2

Př́ıklad 2

Vstup

4 14 16

13 8

7 8

7 13

1 7

2 1

11 5

5 2

5 6

6 9

9 10

10 11

3 14

12 1

4 14

4 2

4 3

2 6

5 1

3 5

6 10

10 1

2 5

4 3

11 3

13 14

13 12

12 11

12 14

7 9

8 9

8 11

8 7

6 5

6 7

7 8

8 9

2 9

8 5

11 12

11 10

10 9

4 10

4 12

13 14

13 3

2 1

2 3

3 14

4 11

12 11

3 13

3 12

13 12

5 9

9 6

10 11

7 6

5 10

8 7

8 5

10 14

1 14

1 2

2 14

Výstup

1 1 2

Data z Př́ıkladu 2 jsou zobrazena na Obrázku 7.

Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

Na vstupu je dáno M neorientovaných, souvislých graf̊u. V rámci každého grafu plat́ı, že stupeň
uzlu je vždy nejvýše 3, každý uzel stupně 2 je součást́ı právě jednoho cyklu a každý cyklus obsahuje
právě jeden uzel stupně 3.

Úlohou je rozdělit grafy do tř́ıd podle izomorfismu, tj. identifikovat takové grafy, na jejichž
vrcholech existuje prostá bijekce zachovávaj́ıćı incidenci hran. Výsledkem jsou velikosti jednotlivých
tř́ıd strukturálně totožných molekul.

— Rozbor a postup —

Pozorujme nejprve strukturu grafu. Podle zadáńı má každý uzel stupně 2 právě jednu př́ıslušnost
k cyklu a každý cyklus obsahuje právě jeden uzel stupně 3. To znamená, že každý cyklus je se
zbytkem grafu spojen právě jednou hranou: přes jediný vrchol stupně 3.

Pokud každý cyklus nahrad́ıme jedńım vrcholem s atributem, který odpov́ıdá délce daného
cyklu, źıskáme strom, jehož některé vrcholy obsahuj́ı celoč́ıselné značky. Pro takto vzniklé struktury
lze použ́ıt certifikát rozš́ı̌rený o kódováńı list̊u i s atributy. Namı́sto kódováńı 01 voĺıme v listu (s),
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kde s je délka cyklu vyjádřená v deśıtkové soustavě a převedená na řetězec. Závorková notace
zajǐst’uje jednoznačnost reprezentace, protože se nekř́ıž́ı s č́ıselnými atributy.

Cykly detekujeme pomoćı pr̊uchodu grafem do hloubky (DFS). Spust́ıme jej na libovolný uzel
stupně 3. Tak máme zaručeno, že do každého cyklu vstouṕıme v uzlu u stupně 3. Když takový u
dosáhneme podruhé, v́ıme, že DFS uzavřelo cyklus; můžeme tedy zapsat délku cyklu do u, který
se stane reprezentantem cyklu.

Hrany, které patř́ı do cyklu, následně odstrańıme z grafu. T́ım se struktura zredukuje na strom.
Každý źıskaný certifikát ulož́ıme jako kĺıč do HashMap, kde hodnota udává četnost výskyt̊u.

— Asymptotická složitost —

Časová složitost DFS pro jeden graf je O(B). Certifikát vytvoř́ıme v čase O(A) (v daném uzlu
tř́ıd́ıme vždy konstantńı počet d́ılč́ıch certifikát̊u, protože stupeň uzlu je maximálně 3). Výsledná
časová složitost je proto O(M(A+B)) = O(MB).

— Implementačńı poznámky —

V implementaci jsou použita tř́ıda Node, která uchovává sousedy uzlu, př́ıznaky př́ıslušnosti k
cyklu, délku cyklu a vnitřńı certifikáty potomk̊u. Při DFS je nav́ıc využita proměnná dist (hloubka
zanořeńı při DFS) k detekci zpětných hran a výpočtu délky cyklu.

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.io.*;

4 import java.util.*;

5

6 public class Isomers {

7

8 static int N, M, S;

9 static Node[][] nodes;

10 static Node[] start;

11

12 public static class Node {

13

14 public int id;

15 public int cycleLen = 0;

16 public int dist = -1;

17 public int deg = 0;

18 public boolean isInCycle;

19 public boolean isClosed;

20 public List<Integer> neighbors;

21 public List<Integer> neighbToDelete;

22 public List<String> innerCerts;

23

24 public Node(int id) {

25 this.id = id;

26 neighbors = new ArrayList<>(4);

27 innerCerts = new ArrayList<>(4);

28 neighbToDelete = new ArrayList<>();

29 }

30

31 public void addEdge(int to) {

32 neighbors.add(to);

33 deg++;

34 }

35

36 public String getCertificate() {

37 StringBuilder buf = new StringBuilder();

38 buf.append(’(’);

39 if (cycleLen > 0) {

40 buf.append(Integer.toString(cycleLen));
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41 } else {

42 Collections.sort(innerCerts);

43 for (String str : innerCerts)

44 buf.append(str);

45 }

46 buf.append(’)’);

47 return buf.toString();

48 }

49 }

50

51 public static void dfs(Node node, Node prev, int s, int d) {

52 node.dist = d;

53 for (int n : node.neighbors) {

54 Node node2 = nodes[s][n];

55 if (node2 == prev || node2.isClosed)

56 continue;

57 if (node2.dist >= 0) {

58 node2.neighbToDelete.add(node.id);

59 node2.cycleLen = d - node2.dist + 1;

60 node.isInCycle = true;

61 } else {

62 int origCycleLen = node.cycleLen;

63 dfs(node2, node, s, d+1);

64 if (node.cycleLen != origCycleLen) {

65 node.neighbToDelete.add(node2.id);

66 } else if (node2.isInCycle)

67 node.isInCycle = true;

68 }

69 }

70 node.isClosed = true;

71 }

72

73 public static String certificate(Node[] nds) {

74 LinkedList<Node> list = new LinkedList<>();

75 LinkedList<Node> list2 = null;

76 int counter = nds.length;

77 for (Node n : nds) {

78 for (int toDel : n.neighbToDelete)

79 n.neighbors.remove((Integer)toDel);

80 if (n.neighbors.size() == 1)

81 list.add(n);

82 if (n.isInCycle)

83 counter--;

84 }

85 while (counter > 2) {

86 list2 = new LinkedList<>();

87 while (!list.isEmpty()) {

88 Node node = list.removeFirst();

89 Node parent = nds[node.neighbors.get(0)];

90 int index = parent.neighbors.indexOf(node.id);

91 parent.neighbors.remove(index);

92 if (parent.neighbors.size() == 1)

93 list2.add(parent);

94 parent.innerCerts.add(node.getCertificate());

95 counter--;

96 }

97 list = list2;

98 }

99 if (list2.size() == 1)

100 return list2.getFirst().getCertificate();

101 List<String> comp = new ArrayList<>();

102 comp.add(list2.removeFirst().getCertificate());

103 comp.add(list2.removeFirst().getCertificate());

104 Collections.sort(comp);

105 Iterator<String> iter = comp.iterator();

106 return iter.next() + iter.next();
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107 }

108

109 public static int[] solve() {

110 HashMap<String,Integer> map = new HashMap<>();

111 for (int s = 0; s < S; s++) {

112 dfs(start[s], null, s, 0);

113 String cert = certificate(nodes[s]);

114 Integer c = map.get(cert);

115 if (c == null)

116 c = 0;

117 map.put(cert, c + 1);

118 }

119 ArrayList<Integer> results = new ArrayList<>();

120 for (Map.Entry<String, Integer> entry : map.entrySet())

121 results.add(entry.getValue());

122 Collections.sort(results);

123 int[] res = new int[results.size()];

124 for (int i = 0; i < results.size(); i++)

125 res[i] = results.get(i);

126 return res;

127 }

128

129 public static void loadData() throws IOException {

130 BufferedReader reader = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

131 StringTokenizer tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());

132 S = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken());

133 N = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken());

134 M = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken());

135 nodes = new Node[S][N];

136 start = new Node[S];

137 for (int t = 0; t < S; t++)

138 for (int n = 0; n < N; n++)

139 nodes[t][n] = new Node(n);

140 for (int t = 0; t < S; t++) {

141 for (int e = 0; e < M; e++) {

142 tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());

143 int n1 = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken()) - 1;

144 int n2 = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken()) - 1;

145 nodes[t][n1].addEdge(n2);

146 nodes[t][n2].addEdge(n1);

147 }

148 for (int n = 0; n < N; n++) {

149 if (nodes[t][n].deg > 2) {

150 start[t] = nodes[t][n];

151 break;

152 }

153 }

154 }

155 }

156

157 public static void main(String[] args) throws IOException {

158 loadData();

159 int[] result = solve();

160 for (int i = 0; i < result.length; i++) {

161 System.out.print(result[i]);

162 if (i < result.length - 1)

163 System.out.print(" ");

164 }

165 System.out.println();

166 }

167

168 }
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6 Výprava nákladńıch vlak̊u

Dispečer na železničńı stanici řeš́ı úlohu, jak optimálně rozdělit vagony do skupin tak, aby každou
skupinu bylo možné jedńım vlakem dopravit do skladu. Každý vagon je naložen nákladem určitého
typu. Je přesně předepsáno, jak má vypadat složeńı soupravy převezené jedńım vlakem do skladu
(je dána uspořádaná posloupnost typ̊u náklad̊u ve vagonech).

Vagony ve stanici stoj́ı na jedné koleji. V každém okamžiku může dispečer odeslat pouze několik
prvńıch vagon̊u jedńım vlakem, přičemž jejich pořad́ı muśı z̊ustat zachováno. Tento proces se
opakuje, dokud nejsou všechny vagony vypraveny. Pořad́ı vagon̊u ve stanici obvykle neodpov́ıdá
požadované formaci.

Naštěst́ı dispečer nemuśı úplně dodržet požadovanou formaci již při odjezdu, protože složeńı
vlaku lze opravit během cesty do skladu. V některých stanićıch jsou k dispozici mezisklady a jeřáby,
které mohou:

• odstranit vagon z formace,

• vložit nový vagon s libovolným typem nákladu na libovolné mı́sto,

• vyměnit náklad v libovolném vagonu za jiný typ nákladu.

Z d̊uvod̊u zajǐstěńı plynulosti dopravy je však možné provést pouze omezený počet takových
změn na každé vlakové soupravě.

Dispečer se zaj́ımá o dvě varianty řešeńı. Počet vypravených vlak̊u má být bud’:

• minimálńı (pro sńıžeńı ceny a zajǐstěńı co nejrychleǰśı dopravy), nebo

• maximálńı (aby se zvýšilo celkové množstv́ı nákladu dopraveného do skladu).
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Obrázek 8: Př́ıklady požadovaných formaćı (zelené vagony) a rozděleńı vagon̊u na stanici do skupin
(pomoćı červených čar). Typ nákladu je označen malým ṕısmenem. Nejprve je zobrazeno rozděleńı
s minimálńım počtem skupin, poté rozděleńı s maximálńım počtem skupin. Nad každou skupinou
je červeně uveden počet změn nutných k úpravě formace. Limit změn je v př́ıpadě a) roven 1, v
př́ıpadě b) 2.

Úloha

Je dána posloupnost vagon̊u s typy jejich náklad̊u ve stanici, požadovaná formace vagon̊u ve skladu
a maximálńı počet změn, které je možné během přepravy provést. Určete minimálńı i maximálńı
počet vlak̊u, které jsou schopny přepravit všechny vagony do skladu.
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Vstup

Prvńı a druhý řádek vstupu obsahuj́ı posloupnost znak̊u z množiny {a, . . . , z}. Prvńı posloupnost
udává typy náklad̊u ve vagonech ve stanici, druhá posloupnost popisuje požadovanou formaci pro
sklad.

Třet́ı řádek obsahuje celé č́ıslo C, což je maximálńı počet změn, které lze provést pro opravu
formace.

Označme počet vagon̊u ve stanici jako W a délku požadované formace jako F . Plat́ı:

W ≤ 7000, F ≤ 120, W · F ≤ 230000, 1 ≤ C < F.

Je zaručeno, že pro vstupńı data lze přepravu vagon̊u vždy realizovat podle předepsaných pravidel.

Výstup

Výstup tvoř́ı jeden řádek se dvěma celými č́ısly oddělenými mezerou. Prvńı č́ıslo je minimálńı a
druhé č́ıslo maximálńı počet vlak̊u, které mohou přepravit všechny vagony do skladu.

Př́ıklad 1

Vstup

aabbcabbb

ab

1

Výstup

4 7

Data a řešeńı Př́ıkladu 1 jsou znázorněna na Obrázku 8a.

Př́ıklad 2

Vstup

jedevede

jede

2

Výstup

2 3

Data a řešeńı Př́ıkladu 2 jsou znázorněna na Obrázku 8b.

Př́ıklad 3

Vstup

tntlsdtnttntlsdlsdtnt

lstnnt

4

Výstup

3 8
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Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

Úlohu lze formalizovat jako problém rozděleńı vstupńıho řetězce na souvislé podřetězce tak, aby
každý z nich bylo možné transformovat na zadaný vzor pomoćı nejvýše C editačńıch operaćı. Tyto
operace odpov́ıdaj́ı výpočtu Levenshteinovy vzdálenosti, a proto každý vypravený vlak odpov́ıdá
jednomu podřetězci textu, jehož vzdálenost od vzoru nepřesahuje C.

Ćılem je nalézt dvě r̊uzná optimálńı rozděleńı celého vstupńıho řetězce:

• rozděleńı s nejmenš́ım možným počtem podřetězc̊u (minimálńı počet vlak̊u),

• rozděleńı s největš́ım možným počtem podřetězc̊u (maximálńı počet vlak̊u),

přičemž každý podřetězec muśı splňovat podmı́nku maximálně C změn v̊uči požadované formaci.

— Rozbor a postup —

Řešeńı prob́ıhá ve třech fáźıch.

1. Výpočet nejmenš́ıch vzdálenost́ı pro podřetězce textu
Nejprve vypočteme tabulku Levenshteinových vzdálenost́ı D, kde D[i][j] označuje editačńı

vzdálenost mezi prefixem vzoru délky i a prefixem textu nějaké délky konč́ıćım na pozici j.

2. Identifikace všech vyhovuj́ıćıch podřetězc̊u
Pro každou pozici j, u ńıž plat́ı D[F ][j] ≤ C, soustřed́ıme pozornost pouze na podřetězce délek

v intervalu [F − C,F + C], které na pozici j konč́ı, nebot’ mimo tento rozsah již nelze dosáhnout
vzdálenosti nejvýše C.

Pro každý takový kandidátńı podřetězec explicitně dopoč́ıtáme jeho Levenshteinovu vzdálenost
ke vzoru pomoćı standardńıho dynamického programováńı. Pokud je vzdálenost nejvýše C, ulož́ıme
počátečńı index daného podřetězce do seznamu positions[j]. Tento seznam tedy určuje všechny
možné začátky souprav konč́ıćıch na pozici j.

3. Optimalizace rozděleńı na vlaky
Nad množinou všech př́ıpustných podřetězc̊u provedeme daľśı dynamické programováńı. Defi-

nujeme:

• minDivisions[i] – minimálńı počet vlak̊u, jimiž lze pokrýt prefix textu délky i,

• maxDivisions[i] – maximálńı počet vlak̊u, jimiž lze pokrýt tentýž prefix.

Pro každou pozici i uvažujeme všechny možné začátky vlak̊u p ∈ positions[i] a aplikujeme
rekurentńı vztahy

minDivisions[i] = min
p∈positions[i]

(
minDivisions[p− 1] + 1

)
,

maxDivisions[i] = max
p∈positions[i]

(
maxDivisions[p− 1] + 1

)
.

Výsledkem jsou hodnoty pro celou délku textu W .

— Asymptotická složitost —

Výpočet základńı tabulky vzdálenost́ı má časovou složitost

O(W · F ).

Na každé pozici zkoumáme nejvýše 2C + 1 kandidátńıch podřetězc̊u délky do F + C, přičemž
každý test provád́ı standardńı výpočet editovaćı vzdálenosti v čase O(F (F + C)). Celkový čas
druhé fáze tedy čińı

O(W · C · F (F + C)).

Závěrečné dynamické programováńı prob́ıhá v čase

O(W · C),

nebot’ na každé pozici zpracováváme nejvýše 2C + 1 možnost́ı.
Celková časová složitost algoritmu je tedy

O(WCF (F + C)).
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— Implementačńı poznámky —

Pro efektivńı výpočet Levenshteinovy vzdálenosti použ́ıváme dvě pracovńı tabulky:

• tabulku velikosti (F + 1)× (W + 1) pro prvńı fázi,

• tabulku velikosti (F + 1)× (F + C + 1) pro opakované testováńı jednotlivých podřetězc̊u.

Druhá tabulka se při výpočtech přepisuje a znovu využ́ıvá.

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.io.*;

4 import java.util.*;

5

6 public class Wagons {

7

8 static int C;

9 static char[] text;

10 static char[] pattern;

11 static int[][] table;

12 static int[][] distance;

13 static ArrayList<Integer>[] positions;

14 static int[] minDivisions;

15 static int[] maxDivisions;

16 static int[] parent_min;

17 static int[] parent_max;

18

19 public static int computeLD(int start, int length) {

20 for (int j = 0; j <= length; j++)

21 table[0][j] = j;

22 for (int i = 0; i <= pattern.length; i++)

23 table[i][0] = i;

24 for (int i = 1; i <= pattern.length; i++)

25 for (int j = 1; j <= length; j++)

26 table[i][j] = Math.min(

27 Math.min(table[i - 1][j] + 1,

28 table[i][j - 1] + 1),

29 table[i - 1][j - 1] + ((pattern[i - 1] == text[start + j - 1]) ? 0

: 1));

30 return table[pattern.length][length];

31 }

32

33 public static void computeLD() {

34 distance = new int[pattern.length + 1][text.length + 1];

35 for (int j = 0; j <= text.length; j++)

36 distance[0][j] = 0;

37 for (int i = 0; i <= pattern.length; i++)

38 distance[i][0] = i;

39 for (int i = 1; i <= pattern.length; i++) {

40 for (int j = 1; j <= text.length; j++) {

41 if (pattern[i - 1] == text[j - 1])

42 distance[i][j] = distance[i - 1][j - 1];

43 else

44 distance[i][j] = 1 + Math.min(Math.min(distance[i - 1][j], distance[i

][j - 1]), distance[i - 1][j - 1]);

45 }

46 }

47 }

48

49 public static int[] solve() {

50 computeLD();

51 table = new int[pattern.length + 1][pattern.length + 1 + C];

52 positions = new ArrayList[text.length];
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53 minDivisions = new int[text.length];

54 maxDivisions = new int[text.length];

55 parent_min = new int[text.length];

56 parent_max = new int[text.length];

57 for (int i = 0; i < text.length; i++) {

58 if (distance[pattern.length][i+1] <= C) {

59 positions[i] = new ArrayList<>();

60 int from = Math.max(0, i - pattern.length + 1 - C);

61 int to = Math.min(i, i - pattern.length + 1 + C);

62 for (int start = from; start <= to; start++)

63 if (computeLD(start, i - start + 1) <= C)

64 positions[i].add(start);

65 }

66 }

67 for (int i = 0; i < text.length; i++) {

68 minDivisions[i] = Integer.MAX_VALUE;

69 maxDivisions[i] = -1;

70 parent_min[i] = -1;

71 parent_max[i] = -1;

72 if (positions[i] == null)

73 continue;

74 for (int prev : positions[i]) {

75 int prevMinDivs = prev == 0 ? 0 : minDivisions[prev-1];

76 int prevMaxDivs = prev == 0 ? 0 : maxDivisions[prev-1];

77 if (prevMinDivs < Integer.MAX_VALUE && prevMinDivs + 1 < minDivisions[i])

{

78 minDivisions[i] = prevMinDivs + 1;

79 parent_min[i] = prev - 1;

80 }

81 if (prevMaxDivs >= 0 && prevMaxDivs + 1 > maxDivisions[i]) {

82 maxDivisions[i] = prevMaxDivs + 1;

83 parent_max[i] = prev - 1;

84 }

85 }

86 }

87 return new int[] {minDivisions[text.length - 1], maxDivisions[text.length - 1]};

88 }

89

90 public static void loadData() throws IOException {

91 BufferedReader reader = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

92 text = reader.readLine().toCharArray();

93 pattern = reader.readLine().toCharArray();

94 C = Integer.valueOf(reader.readLine());

95 }

96

97 public static void main(String[] args) throws IOException {

98 loadData();

99 int[] result = Wagons.solve();

100 System.out.println(result[0] + " " + result[1]);

101 }

102

103 }
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7 Určeńı LCG z posloupnosti vygenerovaných č́ısel

Lineárńı kongruentńı generátor (LCG) je trojice celých kladných č́ısel (A,C,M), která se použ́ıvá
ke generováńı pseudonáhodných č́ısel podle vzorce

xn+1 = (Axn + C) mod M

aplikovaného opakovaně na zvolenou počátečńı hodnotu x0 (tzv. seed). Generovaná posloupnost
dosahuje maximálńı možné periody délkyM právě tehdy, když současně plat́ı následuj́ıćı podmı́nky
(Hull-Dobellova věta):

• C a M jsou nesoudělná č́ısla,

• každý prvoč́ıselný faktor M děĺı A− 1,

• pokud 4 děĺı M , pak 4 děĺı také A− 1.

Úloha

Je dána posloupnost č́ısel x1, . . . , xN , která vznikla opakovaným generováńım po sobě jdoućıch
hodnot za použit́ı neznámého LCG (A,C,M) s plnou periodou.

Plat́ı, že M ≤ Mmax, kde Mmax je zadaná horńı mez. Také v́ıme, že M je druhá mocnina
součinu několika r̊uzných prvoč́ısel z intervalu [5, Pmax], neboli

M = (p1p2 . . . pF )
2

s r̊uznými prvoč́ısly pi, přičemž každé z nich neńı menš́ı než 5 a neńı větš́ı než Pmax. Počet těchto
prvoč́ısel (faktor̊u M) však neńı znám.

Ćılem je určit parametry použitého generátoru.

Pokyn

Úloha vyžaduje řešit rovnice typu ax mod b = c pro neznámou x a kladná, celá č́ısla a, b, c (jde o
tzv. lineárńı kongruenci v jedné neznámé). Pokud je gcd(a, b) = 1, pak v intervalu [0, b−1] existuje
jediné řešeńı a spoč́ıtá se

x = c · a−1 mod b,

kde a−1 je modulárńı multiplikativńı inverze amodulo b, jež lze určit pomoćı rozš́ı̌reného Eukleidova
algoritmu.

1 public long multiplicativeInverse(long a, long modulus) {

2 long s = 0, r = modulus, old_s = 1, old_r = a;

3 while (r != 0) {

4 long quotient = old_r / r;

5 long temp = r;

6 r = old_r - quotient * r;

7 old_r = temp;

8 temp = s;

9 s = old_s - quotient * s;

10 old_s = temp;

11 }

12 return old_s < 0 ? old_s + modulus : old_s;

13 }

Vstup

Vstup se skládá ze dvou řádk̊u. Prvńı řádek obsahuje č́ısla Pmax, Mmax, N oddělená mezerami.
Druhý řádek obsahuje N pseudonáhodných č́ısel oddělených mezerami. Plat́ı následuj́ıćı omezeńı:

5 ≤ Pmax ≤ 503, 52 ≤ Mmax ≤ 2 · 1018, 10 ≤ N ≤ 30.

Je zaručeno, že existuje právě jedno řešeńı.
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Výstup

Výstup obsahuje jeden řádek s č́ısly A, C, M oddělenými mezerami.

Př́ıklad 1

Vstup

11 250 10

10 14 8 17 16 5 9 3 12 11

Výstup

11 4 25

Př́ıklad 2

Vstup

13 287 10

31 48 30 26 36 11 0 3 20 2

Výstup

22 3 49

Př́ıklad 3

Vstup

31 105305 10

24787 37631 1646 44850 39225 48780 9506 49421 40507 46773

Výstup

7338 194 64009

Poznámka: 64009 = 112232.

Př́ıklad 4

Vstup

23 1016255 15

25862 130986 69020 136414 36718 66382 77181 69115 42184 144613 79952 144651 42260 69229 77333

Výstup

45816 19 148225

Poznámka: 148225 = 5272112.

Řešeńı úlohy

— Abstraktńı jádro úlohy —

Abstraktńı jádro př́ımo plyne z formálńıho zadáńı úlohy.
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— Rozbor a postup —

Nejprve sestroj́ıme seznam kandidát̊u na prvoč́ıselné faktory modulu M . K tomu použijeme Era-
tosthenovo śıto a vygenerujeme všechna prvoč́ısla z intervalu [5, Pmax], jejichž druhá mocnina
nepřesahuje Mmax. Zároveň odstrańıme ta prvoč́ısla, která jsou zjevně př́ılǐs malá, jelikož muśı
platit M > maxNi=1(xi), kde {xi}Ni=1 je zadaná posloupnost vygenerovaných č́ısel. T́ım źıskáme
pole primesM potenciálńıch faktor̊u modulu M .

V daľśı fázi rekurzivně generujeme všechny podmnožiny množiny primesM. Každé prvoč́ıslo
bud’ do rozkladu zahrneme, nebo jej vynecháme, přičemž rekurze pokračuje pouze v př́ıpadě, že
součin zat́ım vybraných faktor̊u nepřekroč́ı

√
Mmax. Každá takováto podmnožina dává kandidátńı

hodnotu modulu M , která je následně testována ve funkci evaluate, kde se pokuśıme dopoč́ıtat
odpov́ıdaj́ıćı parametry A a C. Využijeme vztahu pro diferenci mezi dvěma po sobě vygenerovanými
hodnotami:

xi+2 − xi+1 ≡ A(xi+1 − xi) (mod M).

Označme ∆i = xi+1 − xi. Pokud plat́ı gcd(∆i,M) = 1, lze parametr A určit jednoznačně pomoćı
modulárńı inverze:

A ≡ (∆i+1 ·∆−1
i ) mod M.

V př́ıpadě, že je ∆i nesoudělné s M , výpočet neprovád́ıme a zkouš́ıme daľśı index i. Jelikož je k
dispozici až 30 hodnot, s vysokou jistotou nalezneme vhodný pár rozd́ıl̊u.

Jakmile máme kandidátńı hodnotu A, spoč́ıtáme parametr C ze základńı rovnice generátoru:

C ≡ xi+1 −Axi (mod M).

Nakonec pro celou trojici (A,C,M) ověř́ıme, zda splňuje podmı́nky Hull-Dobellovy věty pro
plnou periodu a zda generuje zadanou posloupnost (simulaćı generátoru).

Jakmile nalezneme vyhovuj́ıćı trojici, algoritmus se ukonč́ı, jelikož zadáńı garantuje existenci
právě jednoho řešeńı.

— Asymptotická složitost —

Horńı mez časové složitosti nelze vyjádřit jednoduchým uzavřeným vztahem, nebot’ záviśı předevš́ım
na počtu možných kombinaćı prvoč́ıselných rozklad̊u modulu M . V nejhorš́ım př́ıpadě je složitost
exponenciálńı vzhledem k počtu kandidátńıch prvoč́ısel, avšak v praxi je množina velmi omezená
horńımi mezemi Pmax a Mmax. Pro každého kandidáta na M je dopoč́ıtáńı a ověřeńı parametr̊u
lineárńı v N , tedy O(N).

Celkově je navržený algoritmus pro zadané limity dostatečně rychlý.

— Implementačńı poznámky —

Při výpočtech s hodnotami bĺızkými 1018 je nutné zabránit přetečeńı celoč́ıselného typu long. Proto
je modulárńı násobeńı realizováno pomoćı funkce moduloMult(a, b, M), která provád́ı násobeńı
opakovaným zdvojováńım a sč́ıtáńım v modulu M .

Java kód

1 package pal;

2

3 import java.io.*;

4 import java.util.*;

5

6 public class SeqToLCG {

7

8 public static long M_max, maxMsqrt, minMsqrt;

9 public static int P_min, P_max, N;

10 public static long[] genSequence;

11 public static int[] primesM;

12 public static boolean[] used;

13 public static long A, C, M;

14

15 public static long inverse(long a, long modulus) {

16 long s = 0, r = modulus, old_s = 1, old_r = a;

17 while (r != 0) {
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18 long quotient = old_r / r;

19 long temp = r;

20 r = old_r - quotient * r;

21 old_r = temp;

22 temp = s;

23 s = old_s - quotient * s;

24 old_s = temp;

25 }

26 return old_s < 0 ? old_s + modulus : old_s;

27 }

28

29 public static int[] sieve(int min, int max) {

30 boolean prime[] = new boolean[max+1];

31 for (int i=0; i<=max; i++)

32 prime[i] = true;

33

34 for (int p = 2; p*p <=max; p++) {

35 if (prime[p] == true) {

36 for (int i = p*p; i <= max; i += p)

37 prime[i] = false;

38 }

39 }

40 List<Integer> list = new ArrayList<>();

41 for (int i = min; i <= max; i++) {

42 if (prime[i] == true)

43 list.add(i);

44 }

45 int[] res = new int[list.size()];

46 for (int i = 0; i < list.size(); i++)

47 res[i] = list.get(i);

48 return res;

49 }

50

51 static long moduloMult(long a, long b, long mod) {

52 long res = 0;

53 a %= mod;

54 while (b > 0) {

55 if ((b & 1) > 0)

56 res = (res + a) % mod;

57 a = (2 * a) % mod;

58 b >>= 1;

59 }

60 return res;

61 }

62

63 public static boolean isCoprime(long num) {

64 for (int i = 0; i < used.length; i++)

65 if (used[i] && num % primesM[i] == 0)

66 return false;

67 return true;

68 }

69

70 public static boolean checkA(long a, long m) {

71 a -= 1;

72 for (int i = 0; i < used.length; i++)

73 if (used[i] && a % primesM[i] != 0)

74 return false;

75 if (m % 4 == 0 && a % 4 != 0)

76 return false;

77 return true;

78 }

79

80 public static boolean checkSequence(long a, long c, long m) {

81 for (int i = 0; i < genSequence.length-1; i++) {

82 if (genSequence[i+1] != (moduloMult(a, genSequence[i], m)+c)%m)

83 return false;
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84 }

85 return true;

86 }

87

88 public static boolean evaluate(long m) {

89 long a = -1, c = -1;

90 for (int i = 0; i < N-2; i++) {

91 long delta = genSequence[i+1] - genSequence[i];

92 if (delta < 0)

93 delta += m;

94 if (!isCoprime(delta))

95 continue;

96 long inv = inverse(delta, m);

97 long delta2 = genSequence[i+2] - genSequence[i+1];

98 if (delta2 < 0)

99 delta2 += m;

100 a = moduloMult(delta2, inv, m);

101 c = genSequence[i+1] - moduloMult(a, genSequence[i], m);

102 if (c < 0)

103 c += m;

104 break;

105 }

106 if (a == -1)

107 return false;

108 if (checkA(a, m) && isCoprime(c) && checkSequence(a, c, m)) {

109 A = a;

110 C = c;

111 M = m;

112 return true;

113 }

114 return false;

115 }

116

117 public static void generateFactors(int index, long prod) {

118 long m = prod*primesM[index];

119 if (m > maxMsqrt)

120 return;

121 if (m >= minMsqrt) {

122 used[index] = true;

123 if (evaluate(m*m))

124 return;

125 used[index] = false;

126 }

127 if (index+1 < primesM.length) {

128 used[index] = true;

129 generateFactors(index+1, m);

130 used[index] = false;

131 generateFactors(index+1, prod);

132 }

133 }

134

135 public static long[] solve() {

136 P_min = 5;

137 long M_min = 0;

138 for (int i = 0; i < genSequence.length; i++)

139 if (genSequence[i] > M_min)

140 M_min = genSequence[i];

141 minMsqrt = (int)Math.floor(Math.sqrt(M_min));

142 maxMsqrt = (int)Math.floor(Math.sqrt(M_max));

143 primesM = sieve(P_min, P_max);

144 used = new boolean[primesM.length];

145 generateFactors(0, 1);

146 return new long[] {A, C, M};

147 }

148

149 public static void loadData() throws IOException {
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150 BufferedReader reader = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));

151 StringTokenizer tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());

152 P_max = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken());

153 M_max = Long.valueOf(tokenizer.nextToken());

154 N = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken());

155 genSequence = new long[N];

156 tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());

157 for (int i = 0; i < N; i++)

158 genSequence[i] = Long.valueOf(tokenizer.nextToken());

159 }

160

161 public static void main(String[] args) throws IOException {

162 loadData();

163 long[] result = SeqToLCG.solve();

164 for (int i = 0; i < result.length; i++) {

165 System.out.print(result[i]);

166 if (i < result.length - 1)

167 System.out.print(" ");

168 }

169 System.out.println();

170 }

171 }
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