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1 Nahradni propojeni

Ijspéény projekt propojeni spravnich budov na tzemi Graphlandu vyuzil nejmodernéjsi kvantové
kabely. Mezi kazdymi dvéma budovami existuje spojeni, ale nemusi byt piimé. Typicky, signal
na cesté z budovy A do budovy B muze prochazet i dalsimi budovami. Na zac¢atku projektu byl
sestaven seznam dvojic budov a kazdé dvojici byla pfifazena pevnd hodnota predstavujici cenu
kabelového propojeni mezi témito dvéma budovami. Po dokonceni projektu jsou nyni vSechny
budovy propojeny pomoci pouze nékterych dvojic ze seznamu a celkové cena vech kabelu v siti je
miniméln{ mozna.

Kréatce po dokonceni sité se ukazalo, ze nejlevnéjsi kabel v siti je nespolehlivy a jeho ne-
vratné selhdni je jen otazkou ¢asu. Ztrata tohoto kabelu by vedla k rozdéleni sité na dvé oddélené
casti, které by spolu nemohly komunikovat. Byla proto sestavena technicka komise, ktera navrhla
nasledujici feseni: Pokud nejlevnéjsi kabel selze, bude zakoupen a nainstalovdan nahradni kabel.
Ten povede mezi nékterou takovou dvojici budov z puvodniho seznamu, které nyni nejsou piimo
propojené. Dvojice budov musi byt vybrana tak, aby nahradni kabel mezi nimi opét spojil oddélené
Casti sité a jeho cena nebyla ani piili§ vysokéd, ani pfili§ nizkd. Po delsich konzultacich s finanénim
oddélenim byly stanoveny piesné dolni a horni hranice ceny mozné nahradni hrany.

Obrazek 1: Schématicky ptiklad propojeni budov. Stéavajici kabely jsou zndzornény tuénymi ¢arami,
vSechny ostatni dvojice budov v seznamu jsou vyznaceny ¢arkované. Nejlevnéjsi kabel je zobrazen
¢ervené. Dolni a horni cenovy limit pro ndhradni kabel je 24 a 28, mozné polohy ndhradniho kabelu
jsou oznaceny cenami zvyraznénymi zelené.

Uloha

Je dan seznam moznych propojeni mezi dvojicemi budov a jejich cen. Déle jsou dany dolni a horni
hranice ceny ndhradniho kabelu. Najdéte v daném seznamu vSechny dvojice budov, které splnuji
podminky dané technickou komisi.

Vstup

Prvni fadek vstupu obsahuje ¢tyti kladné celd ¢isla N, M, C'1, C'2 oddélend mezerami. N je pocet
budov, M je pocet dvojic budov, které lze piimo propojit kabelem, C1 a C2 jsou dolni a horni
hranice ceny ndhradniho kabelu. Pfedpokladame, ze budovy jsou oc¢islovany 0,1,2,..., N — 1.
Nésleduje seznam dvojic budov, ktery se sklada z M fadku, z nichz kazdy obsahuje tii celd ¢isla
A, B, C oddélend mezerami, pficemz A a B predstavuji ¢isla budov, C' pfedstavuje cenu kabelu,
ktery pifmo propojuje A a B. Poradi dvojic budov v seznamu je libovolné. Zédns dvojice budov
se v seznamu nevyskytuje vice nez jednou. Zadné dvé ceny kabeli v seznamu nejsou shodné.
Hodnota N nepiekroéi 2000, hodnota M nepiekroci 1.5 x 106.

Vystup

Vystup obsahuje vice fadka. Prvni fadek obsahuje jedno celé ¢islo — celkovou cenu puvodniho
dokonéeného propojeni budov. Tato cena je vzdy kladnd a mensi nez 10°. Nésleduje jeden nebo
vice fadku. Kazdy z nich obsahuje dvé ¢isla budov, které mohou byt propojeny ndhradnim kabelem,
a cenu tohoto kabelu, ve stejném formatu jako na vstupu tlohy. Hodnoty jsou oddéleny mezerami,



mensi &slo budovy se pise vzdy jako prvni. Radky jsou sefazeny vzestupné lexikograficky, pricemz
kazdé celé ¢islo je povazovano za jeden symbol. Je zaruceno, ze vzdy existuje alespoil jedna dvojice
budov, ktera spliuje podminky tlohy.

Priklad 1 Priklad 2 Priklad 3
Vstup Vstup Vstup
16 24 24 28 8 13 8 11 5 10 105 125
01 28 0111 013
12 14 14 10 02 4
2 3 11 47 6 036
454 768 049
56 20 639 1 2 130
6 7 16 307 13 120
8 9 15 0212 1 4 110
9 10 6 251 237
10 11 23 57 13 245
12 13 21 122 348
13 14 12 2 34

14 15 13 453 Vystup
043 565

4827 Vystu 18
812 9 ystup 13120
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377

7 11 10

11 15 8

Vystup
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01 28
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Reseni tlohy
— Abstraktni jadro tlohy —

V daném ohodnoceném neorientovaném grafu G urcete vahu minimalni kostry. Dale, v fezu defi-
novaném pomoci hrany s minimalni cenou v G, najdéte vSechny hrany, jejichz cena lez{ v daném
rozmezi (C1, C2). Hrana h, kterd je sou¢dst{ kostry T grafu G, definuje fez R(h) v grafu G takto:
Po odstranéni hrany h z kostry T se kostra rozpadne na dvé komponenty A a B. Soucasti fezu
R(h) jsou pravé viechny takové hrany grafu G, jejichz jeden koncovy uzel lezi v komponenté A a
druhy v komponenté B.

— Rozbor a postup —

Pro vyfeseni tlohy pouzijeme jednoduchou modifikaci Primova algoritmu. Sledujme obrazek v
zadani. Oznacme nejlacinéjsi hranu v kostie (a, b). Na obrdzku je to hrana (10, 6). Po odebrani
nejlacingjsi hrany (a, b) se kostra rozpadd na dvé éasti. V jedné édsti jsou vsechny uzly, které jsou
blize k uzlu a nez k uzlu b, ve druhé ¢asti jsou vsechny uzly, které jsou blize k uzlu b nez k uzlu a.
Na obrazku jsou to v jedné ¢asti uzly 0, 4, 5, 8, 9, 10, 12 a ve druhé ¢asti uzly 1, 2, 3, 6, 7, 11, 13,
14, 15. Vzijemné vzdalenosti uzlu pritom méfime vyhradné v kostie. Takze napi. vzdédlenost uzlu
11 od uzlu 6 je rovna 10 4+ 16 = 20 a vzdalenost uzlu 11 od uzlu 10 je rovna 10 + 16 + 2 = 22.



Kazda mozné zdlozni hrana spojuje dva uzly z ruznych ¢asti.
Pro nalezeni vSech moznych ndhradnich hran tedy staci projit
seznam vSech hran v grafu a vybrat jen ty, které spojuji uzly
z ruznych ¢asti a kromé toho spliuji cenovy pozadavek. Pfitom
predpokladame, ze u kazdého uzlu bude zaznamendno, do které
casti patti. Tuto informaci Ize kazdému uzlu uréit jiz pfi samotném
budovani minimalni kostry. Ve standardni podobé Primova algo-
ritmu si u kazdého uzlu poznamenavame jeho predchudce, abychom
mohli pozdéji, v pripadé potieby, minimalni kostru rekonstruovat.
V naSem piipadé ale vlastné strukturu minimélni kostry znat ne-
potfebujeme. Misto jeho bezprostiedniho predchudce budeme u
kazdého uzlu poznamenévat, zda lezi blize k uzlu a nebo k uzlu
b minimélni hrany, to jest ve které ze dvou zminénych casti lezi.
Pfi inicializaci v poc¢atetni fazi modifikovaného Primova algoritmu vlozime do fronty vSechny sou-
sedy uzlu a a u vsech téchto sousedu, kromé uzlu b, zaznamendme, ze lezi blize k a. U uzlu b
ovSem zaznamename, ze lezi blize k b. Dale jiz postup probiha stejné jako ve standardnim Primové
algoritmu, z fronty vyjmeme aktudlni uzel, a vSem jeho sousedum, ktefi dosud nebyli uzavieni,
aktualizujeme jejich cenu pfipojeni k vznikajici minimalni kostfe. Pokud se cena pfipojeni souseda
k vznikajici minimalni kostfe zmensi, t.j. pokud dojde k relaxaci hrany mezi aktudlnim uzlem a
sousedem, pak zaroven tento soused prevezme od aktudlniho uzlu informaci, ke kterému z uzlu a,
b minimdlni hrany je aktualni uzel blize. Stejné jako ve standardnim Primové algoritmu skoncime,
kdyz budou uzavieny vSechny uzly.

Vsimnéme si, ze diky tomu, Ze nezaznamenavame bezprostiedniho predchudce kazdého uzlu v
minimélni kostfe, vlastné celou ulohu fesime, aniz bychom tuto minimalni kostru vybudovali nebo
néjak reprezentovali v paméti.

Obrazek 2: Schéma zadani

— Asymptoticka slozitost —

Nase modifikace samotného Primova algoritmu neméni jeho asymptotickou slozitost, ta zustava
O(m - log(n)), kde m a n predstavuji po fadé pocty hran a uzla v grafu. Zavéretné prochédzeni
hran m4 slozitost O(m), pficemz ale je tfeba hrany predtim usporddat do pofadi pozadovaného na
vystupu. Asymptoticka slozitost fazen{ hran neptesdhne O(m - log(m)). Pfitom vime, ze m < n?,
tudiz log(m) < 2 -log(n), tudiz asymptotickd slozitost fazeni nepfesdhne asymptotickou slozitost
modifikovaného Primova algoritmu. Asymptotickd sloZitost celého feseni je tedy O(m - log(n)).

— Implementaéni poznamky —

V predlozeném kédu je razeni nalezenych hran na vystupu vyreSeno tak, Ze ihned po nacteni
grafu jsou u kazdého uzlu polozky v seznamu jeho sousedt usporadény v rostoucim poradi podle
identifikdtort sousedii. Pfed zdvéreénym vystupem hledanych hran jiz pak hrany nenf nutno zvlast
radit do pozadovaného poradi, stac¢i prosty pruchod seznamem sousedu aktualniho uzlu. Ptitom
aktudlni uzly se prochézeji v rostoucim poradi jejich identifikdtort, jak je ostatné bézné.

Java kod

package pal;

import java.util.x*;
import java.io.x*;

public class Main{

e
// Limits defined in problem assignment, unused in the code:

S =
static final int nodesLIMIT = 2000;

static final int edgesLIMIT = 1500000;

static final int edgeCostLIMIT = 1000000000;

static final int outputLIMIT = 1000000000;

e e

// Problem solution variables



static Graph graph;
static int
static int
static int

// For each node, we have to register on which side in the MST,
// relative to the

C1, C2;
MSTcost;

CheapestEdgeCost, CheapestEdgeNodel, CheapestEdgeNode2;

cheapest edge,

// The array tis indezed by node IDs.
static int [] nodeSide;

public static void main(String[] args) throws IOException {

load();

solution();

output();

static void load()throws IOException {

BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));
StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

int n
int m
C1
Cc2

Integer.valueOf (st.nextToken()) ;
Integer.valueOf (st.nextToken()) ;
Integer.valueOf (st.nextToken()) ;
Integer.valueOf (st.nextToken()) ;

graph = new Graph( n );
= new int [graph.N];

nodeSid

e

int nl, n2, cost;
CheapestEdgeCost = Integer.MAX_VALUE;

for(int i = 0; i < m; i++) {

st
nil
n2
cost

}
}

if ( CheapestEdgeNodel > CheapestEdgeNode2 ){

swap

CheapestEdgeNodel =
CheapestEdgeNode2
graph.sortNodeNeighboursInAscendingIdOrder () ;

// mere technicality: normalize cheapest edge info:
if ( CheapestEdgeNodel > CheapestEdgeNode2 ){

swap

new StringTokenizer(br.readLine());

Integer.valueOf (st.nextToken()) ;

Integer.valueOf (st.nextToken());

Integer.valueOf (st.nextToken());

graph.addedge( nl, n2, cost );

if (cost < CheapestEdgeCost) {
CheapestEdgeNodel
CheapestEdgeNode2
CheapestEdgeCost

CheapestEdgeNodel =

ni;
n2;
cost;

CheapestEdgeNodel;
CheapestEdgeNode2;
swap;

CheapestEdgeNodel;
CheapestEdgeNode2;

the node is located. It ©s either

// the side connected directly to CheapestEdgeNodel or to CheapestEdgeNode2.



CheapestEdgeNode2 = swap;

static void solution(){
int currnode, neigh, currEdgeCost; // current edge = (currnode, neigh)
long currnodecode;

int NodesInSpanningTree;
long queueCodeFactor = graph.N ;
int UNDEF = -1; // denotes an undefined integer value

// Each node in the priority queue is represented as [nodeCost, nodeld],
// and coded as long integer nodeCost*queueCodeFactor + nodeld, where
// queueCodeFactor is a factor greater than or equal to the number of nodes.

PriorityQueue<Long> nodesQ = new PriorityQueue<>();
boolean [] closed = new boolean[graph.N];
int [] nodeCost = new int[graph.N]; // node dist to the emerging MST
Arrays.fill( nodeCost, Integer.MAX_VALUE );

// initialize nodeSide
Arrays.fill( nodeSide, UNDEF );
nodeSide [CheapestEdgeNodel] = CheapestEdgeNodel;

// Extended initialization:

// Add all neighbors of CheapestEdgeNodel to the queue.

for( int j = 0; j < graph.dgl[CheapestEdgeNodel]; j++ ){
neigh graph.edge [CheapestEdgeNodel] [j];
nodeCost [neigh] = graph.cost[CheapestEdgeNodel] [j];
nodeSide [neigh] = nodeSide[CheapestEdgeNodel];
nodesQ.add( nodeCost[neigh] * queueCodeFactor + neigh );

}

nodeSide [CheapestEdgeNode2] = CheapestEdgeNode2; // overwrite nodeside!

closed[CheapestEdgeNodel] true;

NodesInSpanningTree =1;

// standard Prim’s algorithm loop
while( NodesInSpanningTree < graph.N ){

// pop current node from queue and update MST cost
currnodecode = nodesQ.poll();

currnode = (int) ( currnodecode 7 queueCodeFactor );
MSTcost += (int) ( currnodecode / queueCodeFactor ) ;
NodesInSpanningTree += 1;

// check all neighbours of current node
for( int j = 0; j < graph.dglcurrnode]; j++ ){
neigh = graph.edge [currnode] [j];
currEdgeCost = graph.cost[currnode] [j];
if ( 'closed[neigh] && nodeCost[neigh] > currEdgeCost ) {
nodeCost [neigh] = currEdgeCost;
nodesQ.add( currEdgeCost * queueCodeFactor + neigh );
// modification of Prim’s algorithm:
// register on which side of min edge in MST the node is
nodeSide[neigh] = nodeSide[currnode];
Y //if
}Y// for neighs

closed[currnode] = true;
} // while
}
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static void output() {
int neigh, ecost;
System.out.printf( "%d \n", MSTcost );
for( int id = 0; id < graph.N; id++ )
for( int j = 0; j < graph.dglid]; j++ ){
neigh = graph.edge[id] [j];
ecost = graph.cost[id] [j];
if( id < neigh
&& nodeSide[id] != nodeSide[neighl]
&& Cl <= ecost && ecost <= C2
&& !'( id == CheapestEdgeNodel && neigh == CheapestEdgeNode2 )
)
System.out.printf( "%d %d %d\n", id, neigh, ecost );
Y // for g
}

} // end of class Main

public class Graph {

int N, M; // number of nodes and edges, respectively
int [J[] edge, cost;

int [] dg;

public Graph (int n ){

this.N = n;

this.M = 0;

this.edge = new int[n][2];
this.dg = new int[n];
this.cost = new int[n] [2];

public void addedge(int nl, int n2, int cc) {

// extend array of neighbours of a node, when array is too short
if( this.dg[nl] == this.edge[nl].length ) {
this.edge[nl] = Arrays.copyOf( this.edgel[nl], 2*this.dg[n1] );
this.cost[ni] Arrays.copyOf ( this.cost[n1], 2xthis.dg[nl] );
}
if( this.dg[n2] == this.edge[n2].length ) {
this.edge[n2] = Arrays.copyOf( this.edge[n2], 2#this.dg[n2] );
this.cost[n2] = Arrays.copy0f( this.cost[n2], 2*this.dg[n2] );

}

// Register the edge

this.cost[n1] [this.dg[n1]] = cc;
this.cost[n2] [this.dg[n2]] = cc;
this.edge[n1] [this.dg[n1]++] = n2;
this.edge[n2] [this.dg[n2]++] = nil;

this.M++;

}

public void sortNodeNeighboursInAscendingIdOrder (){
long [] sortarr = new long [this.N];
long storageFactor = 4294967296L; // 2732

for( int id = 0;
for( int j =
sortarr[j]

id < this.N; id++ ){
; j < this.dglidl; j++ )
this.edge[id] [j]l*storageFactor + this.cost[id][j];

o -~




Arrays.sort( sortarr, O, this.dg[id] );
for( int j = 0; j < this.dglid]l; j++ ){
this.edge[id] [j] = (int) (sortarr[j] / storageFactor);
this.cost[id] [j] = (int) (sortarr[j] % storageFactor);
Y // for j
} // for id



2 Laserové dalnice

Vsechna meésta v zemi jsou propojena dalnicemi. Kazda dalnice spojuje pravé dvé mésta, piicemz
zadné dvé délnice se nekiizi mimo mésto. V dopravnim systému zemé se pouzivd pojem tzv. index
mésta. Index mésta je roven minimalnimu poctu délnic, které musi vozidlo projet, aby se dostalo
z daného mésta do hlavniho mésta. Jinymi slovy, index mésta je roven jedné plus minimélnimu
poctu meést (kromé vychoziho mésta a hlavniho meésta), pfes kterd musi vozidlo projet pfi cesté z
daného mésta do hlavniho mésta. Index hlavniho meésta je roven 0.

Hlavni mésto mé zésadni ekonomicky vyznam a sit dalnic mé byt modernizovana. Nékteré
peclivé vybrané dédlnice budou vybaveny kvantovymi laserovymi naviga¢nimi systémy. Takto mo-
dernizované délnice nazyvame laserové dalnice. Mnozina vsech laserovych dalnic se nazyva laserova
sff. Cena modernizace kazdé ddlnice nenf stejnd a byla stanovena pro kazdou ddlnici v zemi zvI4st.
Cena laserové sité je soutet vsech modernizacnich cen dalnic, které do laserové sité patii. Lase-
rové sit bude velmi nakladnd a pravdépodobné nebude obsahovat vSechny existujici délnice. Na
druhou stranu vak sif musf poskytovat uzivatelim adekvatn{ vyhody. Urady se proto snazi nalézt
rozumny kompromis.

Laserov4 sff musf spliiovat nasledujici t¥i pravidla:

1. Z kazdého mésta v zemi musi byt mozné cestovat po laserové siti do hlavniho mésta.

2. Pokud vozidlo cestuje po laserové siti z libovolného mésta do hlavniho mésta, musi byt mozné
zvolit takovou posloupnost laserovych dalnic, ze vozidlo nikdy nevjede do mésta, jehoz index
je vyssi nez index kteréhokoli meésta, které vozidlo opustilo difve béhem cesty. (Posloupnost
indextu navstivenych meést je tedy neklesajici pfi pohybu smérem k hlavnimu meéstu.)

3. Cena laserové sité musi byt minimalni mozn4.

Obréazek 3: Schéma mést a dalnic. Je zde 16 meést a 24 dalnic. Hlavni mésto ma oznaceni 9 a
je zvyraznéno. Laserovd sitf, zvyraznénd zelené, je nejlevnéjsi laserovd sit, kterd spliiuje zadané
podminky. Schéma ilustruje Piiklad 1 uvedeny nize.

Uloha

Je dan seznam vSech dalnic v zemi a cena modernizace kazdé ddlnice na laserovou ddalnici. Urcete
minimalni moznou cenu laserové sité.

Vstup

Prvni #ddek vstupu obsahuje tii celd ¢isla N, M, C, kde N je pocet mést, M je pocet dalnic, C je
oznaceni hlavniho mésta. Mésta jsou oznacena celymi ¢isly 0,1,2,..., N — 1.

Seznam vSech déalnic je uveden na néasledujicich M fadcich. Kazdy z téchto radku obsahuje tii cela
¢isla a, b, p oddélend mezerami, kde a a b jsou oznaceni dvou mést spojenych délnici, p je cena
modernizace dalnice mezi témito dvéma mésty na laserovou dalnici. Poradi dvojic mést v seznamu
je libovolné.

Plati: N <2 x 10%, M < 2 x 10%. Cena kazdé modernizace je kladné é&islo, které nepiesahuje 103.
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Vystup

Vystup obsahuje jeden tadek s jednim celym ¢islem — minimalni moznou cenou laserové sité.

Priklad 1
Vstup
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Priklad 2 Priklad 3
Vstup Vstup
796 10 22 6
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235 01 15
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465 6 8 10
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245 25 14
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Reseni tlohy

— Abstraktni jadro tlohy —

Kazdému uzlu v grafu je pfifazena jeho hranova vzdédlenost od hlavniho mésta. Hranova vzdalenost
mezi dvéma uzly je rovna poctu hran na nejkratsi cesté mezi témito dvéma uzly. Mame najit cenu
takové kostry grafu, ve které podél kazdé cesty z hlavniho mésta do libovolného jiného uzlu je
neklesajici posloupnost hranovych vzdalenosti z hlavniho mésta do uzlu této cesty, a pfitom je

cena této kostry minimalni mozna.

— Rozbor a postup —

Obrazek 4: Schéma zadani

Sledujme obrézek. Muzeme si piedstavovat, ze uzly jsou
rozdéleny do jednotlivych vrstev podle svych hranovych
vzdélenosti od hlavniho mésta. V kazdé vrstvé maji vSechny
uzly stejnou hranovou vzddlenost od hlavniho meésta, tu
oznacime jako index vrstvy. Je zfejmé, ze hlavni mésto sou-
sedi s kazdym uzlem ve vrstvé s indexem 1. Kazdy uzel ve
vrstvé s indexem 2 sousedi s néjakym uzlem ve vrstvé s inde-
xem 1. Obecné, Kazdy uzel ve vrstvé s indexem ¢ (0 < 7 )
sousedi s alespon jednim uzlem ve vrstvé ¢ — 1. V obrazku v
zadani lezi ve vrstvé s indexem 1 uzly 5, 8, 10, 13. Ve vrstvé
s indexem 2 lezi uzly 1, 4, 6, 11, 12, 14. Ve vrstvé s indexem
3 lezi uzly 0, 2, 7, 15. Ve vrstvé s indexem 4 lezi pouze uzel
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3. Uzly grafu mame tak rozdélené do jednotlivych vzajemné

disjunktnich vrstev. O hranich grafu ted plati, Ze krajni uzly

kazdé hrany lezi bud’ ve vrstvé se stejnym indexem, nebo ve

vrstvach sousednich, jejichz index se navzajem lisi pravé o 1.
V obrézku v zadani neni zadna hrana spojujici uzly ve stejné vrstvé, v grafu v piikladu 2 takové
hrany jsou (0, 1), (2, 3), (4, 5). Index uzlu pro nés bude index vrstvy, ve které uzel lezi, indexem
hrany bude pro nds maximum z indexu obou jejich krajnich uzlu. V obrazku v zadéni je index hrany
(5, 6) roven 2, index hrany (3, 7) je roven 4, apod. Index hrany bude zéroven urcovat jeji prioritu.
Hrana s niz$im indexem ma vyssi prioritu nez hrana s vyssim indexem, bez ohledu na cenu téchto
dvou hran. Pokud maji dvé hrany stejny index, ma vyssi prioritu hrana s nizsi cenou. Napiiklad,
mit hrany incidentni s uzly s maximalnimi indexy v grafu. K vyfeSeni celé ulohy staci zjistit cenu
minimélni kostry, v niz se misto cen hran uvazuji pouze jejich priority. Abychom vidéli, ze postup
funguje, predstavme si, ze k hleddni minimaln{ kostry pouzijeme Primuv algoritmus. Ten nejprve
pripoji optimalné k hlavnimu méstu vsechny uzly ve vrstvé s indexem 1. Zaroven, diky tomu, jak
je konstruovédna priorita hran, algoritmus nebude ptipojovat uzly z vrstev s vy$simi indexy. Analo-
gickd situace nastane pro libovolnou vrstvu s indexem k vétsim nez 1. Dokud nebudou miniméalni
kostrou propojeny vSechny uzly ve vrstvach s indexy k£ — 1 a niz§imi, nebudou se uzly ve vrstvé k
pripojovat k minimalni kostfe. Potom, dokud nebudou minimalni kostrou propojeny vSechny uzly
ve vrstvé s indexem k — 1 a niz8imi, nebudou se uzly ve vrstvé s indexem k nebo vyssim pripojovat
k minimaln{ kostie. Bude tak zaruceno splnéni podminky tlohy, ze cestovatel, ktery cestuje takto
vybudovanou minimalni kostrou smérem k hlavnimu méstu, bude vzdy néjakou dobu setrvavat ve
vrstvé s indexem k a poté pfejde do vrstvy s indexem k — 1, tedy blize k hlavnimu méstu, a nikdy
se nedostane do mésta s indexem vétsim nez k. Protoze pouzijeme algoritmus hledani minimdini
kostry, bude tak zaruceno, ze najdeme minimélni ze vSech koster, které spliuji danou podminku
cestovani v kostfe. Zaroven, béhem budovani kostry, budeme misto priority kazdé hrany pridané
do kostry, zapocitavat do celkové ceny kostry pouze puvodni cenu této hrany.

— Asymptoticka slozitost —

Urcen{ priorit hran m4 stejnou slozitost jako BFS, jimz se ur¢i indexy uzlu, tedy O(n +m)), kde
n a m predstavuji po fadé pocty uzlu a hran v grafu. Algoritmus hledédni minimalni kostry bude
obohacen pouze o pridany vypocet ceny kostry, kterd bude uvazovat jen puvodni ceny hran. To
probéhne v konstantnim c¢ase pro kazdou hranu pfidanou do kostry, proto celkova narocnost této
pridané operace bude O(n), coz neovlivni asymptotickou slozitost algoritmu hledédni minimaln{
kostry.

— Implementaéni poznamky —

Priorita hrany ma dvé nezavislé slozky — prvni slozka je vétsi z indext jejich krajnich uzlu a druhé
slozka je puvodni cena hrany. V jednoduché implementaci jako je tato muzeme obé slozky ulozit
do jednoho celého ¢isla, které vypocteme podle vztahu

Priorita hrany = (index hrany krdt maximélni cena hrany) plus cena hrany.

Pomoci operace celo¢iselného délen{ a zbytku po déleni (modulo), pak z priority ziskdme opét index
hrany a jeji puvodni cenu.V mnoha programovacich jazycich, a zejména v Javé je manipulace s
jedinym celym ¢islem technicky jednodussi nez manipulace s dvojici ¢isel, které v Javé vyzaduje de-
finici specifického typu dvojice ¢isel atd. V kédu proto udrzujeme priority hran v datové struktufte,
kterd je puvodné vyhrazena pro ceny hran. Mohli bychom pro vétsi prehlednost ukladat priority
hran do separatni struktury, ale tim bychom zbyte¢né udrzovali informaci o cendch hran na dvou
mistech soucasné.

Java kéd
package pal;

import java.util.*;
import java.io.x;

public class Main {
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// Values defined in problem assignment, unused in the code:

e

static final int nodesLIMIT = 20000;

static final int edgesLIMIT = 2000000;

static final int edgeCostLIMIT = 1000;

static final int outputLIMIT = 20000000;

)
// problem solution variables

S

static Graph graph;
static int MSTcost;
static int capitallD;

// For each node, register tts distance to the node representing the capital.
// The array is indezed by node IDs.
static int [T distToCapital;

static int  edgePriorityFactor; // used for effective edge cost recalcualtion

public static void main(String[] args) throws IOException {
load();
BFSfromCapital();
turnEdgeCostsIntoEdgePriorities();
int MSTvalue = PrimAlgorithmWithEdgePriorities();
System.out.printf( "Jd\n", MSTvalue );

static void load() throws IOException {
BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader (System.in));
StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());
int n = Integer.valueOf (st.nextToken());
graph = new Graph( n );
int m = Integer.valueOf (st.nextToken());
capitalID = Integer.valueOf (st.nextToken());

int nl, n2, cost, maxEdgeCost = 0;

for(int i = 0; i < mj; i++) {
st = new StringTokenizer(br.readLine());
ni Integer.valueOf (st.nextToken()) ;
n2 Integer.valueOf (st.nextToken()) ;
cost = Integer.valueOf (st.nextToken());
graph.addedge( nl, n2, cost );
maxEdgeCost = Math.max( maxEdgeCost, cost );

¥

// Each edge priority is calculated as

// edge priority = edgelndex * edgePriorityFactor + edgeCost

// Thus, edgePriorityFactor must be greater than mazimum edge cost.
edgePriorityFactor = maxEdgeCost + 1;

static void BFSfromCapital( ){
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distToCapital = new int[graph.N];
Arrays.fill( distToCapital, Integer.MAX_VALUE);
distToCapital[capitalID] = O;

int [] queue = new int[graph.N];
queue [0] = capitallD;

int head = 0;

int tail = O;

int currnode, neigh;
while( head <= tail ){
currnode = queue[head++];
for( int j = 0; j < graph.dglcurrnode]; j++ ){
neigh = graph.edge[currnode] [j];
if ( distToCapital [neigh] == Integer.MAX_VALUE ){
distToCapital [neigh] = distToCapital [currnode]+1;
queue [++tail] neigh;
Y /7 Af
Y // for
} // while
}

// Substitute each edge cost by priority of that edge.

// Store the priority in the original cost array.

// Each edge priority is calculated as

// edge priority = edgeIndex * edgePriorityFactor + edgeCost

static void turnEdgeCostsIntoEdgePriorities(){

int neigh, edgelndex;
// scan all edges:
for( int node = 0; node < graph.N; node++ )
for( int j = 0; j < graph.dgl[node]; j++ ){
neigh graph.edge [node] [j1;
edgelIndex = Math.max(distToCapital[node], distToCapitall[neighl);
graph.cost[node] [j] = edgeIndex * edgePriorityFactor + graph.cost[node] [j];
Y // for j

}

static int PrimAlgorithmWithEdgePriorities() {

boolean [] closed = new boolean[graph.N];
long [] nodePrio = new longlgraph.N]; // node distance to the emerging MST
Arrays.fill( nodePrio, Integer.MAX_VALUE );

int UNDEF = -1; // denotes an undefined integer value

int MSTcost 0;

int NodesInSpanningTree = 0;

long queueCodeFactor graph.N; // must be grater than mazimum node ID.

// Each node in the priority queue ts represented as [nodePriority, nodeld],
// and coded as long integer: nodePriority * queueCodeFactor + nodeld.

PriorityQueue<Long> nodesQ = new PriorityQueue<>();
nodesQ.add( O * queueCodeFactor + capitallD );

// standard Prim’s algorithm loop with its local wvariables:
int currnode, neigh;
long currEdgePrio; // currEdge from curr to neigh
long currnodecode;
while( NodesInSpanningTree < graph.N ){
// pop current node from queue

currnodecode = nodesQ.poll();
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}

currnode = (int) ( currnodecode % queueCodeFactor );

// duplicate nodes in the queue have to be dealt with properly
if ( closed[currnode] ) continue;

// update MST size and cost
NodesInSpanningTree += 1;
MSTcost += (int) ( (currnodecode / queueCodeFactor) % edgePriorityFactor );

// check all neighbours of current node and relaz edges (currnode -- neigh)
for( int j = 0; j < graph.dglcurrnode]; j++ ){
neigh = graph.edge [currnode] [j];

currEdgePrio = graph.cost[currnode] [j];
if ( 'closed[neigh] && nodePrio[neigh] > currEdgePrio ) {

nodePrio[neigh] = currEdgePrio;
nodesQ.add( currEdgePrio * queueCodeFactor + neigh );
Y //af
}Y// for

closed[currnode] = true;
// while

return MSTcost;

}

} // end of class Main

public class Graph {

int N, M;

int [J1[] edge;
long [1[] cost;
int [] dg;

public Graph (int n ){

this.N = n;

this.edge = new int[n][2];
this.dg = new int[n];
this.cost = new long[n] [2];
this.E = 0;

}

public void addedge(int nl, int n2, int cc) {

// enlarge the list of netghbours of a node, tf necessary
if( this.dg[nl] == edgel[nl].length ) {

}

this.edge[nl] = Arrays.copyOf( this.edge[n1], 2*this.dg[ni1] );
this.cost[nl] = Arrays.copyOf (this.cost[n1], 2+*this.dg[nl] );

if ( this.dg[n2] == this.edge[n2].length ) {

this.edge[n2] = Arrays.copy0Of( this.edge[n2], 2*this.dg[n2] );
this.cost[n2] = Arrays.copyOf (this.cost[n2], 2*this.dg[n2] );

}

// Register the edge
this.cost[n1] [this.dg[n1]] = cc;
this.cost[n2] [this.dg[n2]] = cc;
this.edge[n1] [this.dg[n1]++] = n2;
this.edge[n2] [this.dg[n2]++] = ni;

this.M++;
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3 Nova sit pro pozorovani gravita¢nich vin

Observator ALIGO II (Advanced Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory Two)
prochdzi rozsahlou modernizaci. Je nutné vybudovat kalibraéni sif propojujici viechny detektory
vin. Kazdé propojeni dvojice detektoru je finanéné nakladné, a proto topologie sité nesmi obsaho-
vat zadné cykly.

Cena kazdého propojeni je imérna jeho délce. Polohy vsech detektoru jsou pevné dané. Naklady
na propojeni kazdé mozné dvojice detektoru jsou tedy predem zndmé. Pokud by délka byla je-
dinym rozhodujicim parametrem, pak by se sit méla vybudovat ve tvaru minimélni kostry iplného
grafu, ktery obsahuje vSechna mozna propojeni a jejich délky. Jak se ale dalo oéekdvat, u projektu
takového rozsahu je tfeba zohlednit i dalsi okolnosti. Teoretické vypocty ukézaly, Zze spolehlivost
systému vyrazné roste, pokud nékterd propojeni v siti maji stejnou délku. Dokonce se ukézalo, ze
v této specifické siti klesa rusivy Sum exponencidlné s poc¢tem propojeni stejné délky. Na zakladé
této teorie rozhodla technickd rada observatofe, ze strategie budovani sité bude respektovat tii
zékladni pravidla:

1. Sif bude mit stromovou topologii.

2. Sit bude obsahovat maximalni mozny pocet propojeni uréité konkrétni délky, a to bez ohledu
na cenu téchto propojeni.

3. Cena sité bude minimalni mozn4.

a) b) c)

Obrézek 5: Schémata moznych propojeni mezi dvojicemi detektoru. Detektory jsou znézornény jako
uzly, mozn4 propojeni jako hrany. Propojeni, kterd mohou tvofit pozadovanou sit, jsou zvyraznéna
cervené. Piipady a), b), ¢) odpovidaji pitkladum 1, 2 a 3 nize. V nékterych ptipadech (napi. b a
¢) muze existovat vice siti, které spliuji pozadovand pravidla. Vsechny takové sité ale maji stejnou
celkovou délku. Upozoriujeme také, ze piipad a) ilustruje dulezitost pravidla 3. Existuji kostry
obsahujici hrany (1, 5) a (5, 4), které spliuji pravidlo 2, ale nespliuji pravidlo 3, protoze jejich
celkova délka je alespon 17.

Uloha

Je dan seznam vSech moznych propojeni mezi detektory a délka kazdého z nich. Urcete celkovou
délku sité, kterd spliuje vsechna tfi pravidla stanovend technickou radou.

Vstup

Prvni fadek vstupu obsahuje dvé celad ¢isla N a M oddélena mezerou. Hodnota N udava pocet
detektoru. Hodnota M uddvéa pocet moznych propojeni mezi dvojicemi detektoru. Néasleduje M
fadki, kazdy reprezentuje jedno mozné propojeni. Rédek obsahuje tii cels ¢isla D1, D2, L oddélens,
mezerou, coz znamena, ze délka mozného propojeni mezi detektory D1 a D2 je rovna L. Detektory
jsou o¢islovany od 1 do N. Poradi dvojic je libovolné.

Plati: N < 30000 a M < 300000. Kazd4 délka propojeni je nejvyse 10°.

Vystup

Vystup obsahuje jeden fadek s jednim celym ¢islem — minimalni moznou délkou laserové sité,
pricemz délka sité je rovna souctu vSech délek propojeni zahrnutych v siti.
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Reseni tlohy
— Abstraktni jadro tlohy —

Abstraktni jadro ulohy je prakticky zformulovéno jiz v zadani. Mame najit takovou kostru vazeného
grafu, pro kterou plati, Ze obsahuje maximdlni mozny pocet hran se stejnou cenou. Pii zachovani
tohoto pozadavku ma byt cena kostry co nejmensi.

— Rozbor a postup —

Uloha je pomérné piimocara. Pro kazdou skupinu hran stejné délky zjistime cenu minimalni kostry,
ktera obsahuje maximalni mozny pocet hran z této skupiny. Pfedtim si musime uvédomit, ze
pro urc¢itou skupinu hran nemusi nutné platit, ze vSechny jeji hrany lze pouzit v néjaké kostte.
Ve skupiné hran mohou existovat kruznice, jako napiiklad v prostfednim obrazku v zadéani, kde
skupina ¢ty hran s cenou 2 obsahuje kruznici délky 3 prochézejici uzly 1, 3, 4. Je tedy tieba
pro kazdou skupinu hran se stejnou cenou nejprve zjistit, kolik nejvice téchto hran lze pouzit v
kostfe. Tento pocet pojmenujme jako pouzitelnost (usability) skupiny. Je zfejmé, Ze pro Feseni
ilohy pfipadaji v ivahu pouze ty skupiny hran se stejnou cenou, které maji nejvétsi pouzitelnost
ze vSech téchto skupin. Uréeni pouzitelnosti skupiny hran se stejnou cenou provedeme s pomoci
Union-Find struktury.

Union-Find strukturu vyuzijeme stejné, jako se vyuziva napf. v Kruskalové algoritmu. Predstavime
si ze v daném grafu mame k dispozici pouze hrany z této skupiny. Nejprve Union-Find struk-
turu inicializujeme uzly grafu, z nichz kazdy predstavuje inicidlni samostatnou mnozinu, a potom
postupné sjednocujeme mnoziny pomoci jednotlivych hran ve vétsi celky predstavujici malé sa-
mostatné podstromy ve vznikajici kostfe. Pritom odmitneme hrany, které by ve vznikajici kostie
vytvorily kruznici. Kdyz takto projdeme vSechny hrany v dané skupiné hran se stejnou cenou, pak
pocet hran pouzitych a neodmitnutych béhem této konstrukce predstavuje pravé pouzitelnost (usa-
bility) této skupiny. Vypoc¢tend pouzitelnost skupiny nezdvisi na porad{ priddvanych hran. Bude
rovna poc¢tu hran v kostie podgrafu indukovaného préavé hranami v dané skupiné hran. Podgraf
je také graf, a pocet hran v kostfe libovolného grafu je ddn jednoznacné, je to pocet uzlu v grafu
zmenseny o poCet komponent grafu.
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Pro vSechny skupiny hran se stejnou cenou, které obsahuji alespon 2 hrany, ur¢ime jejich
pouzitelnost. Potom pro kazdou skupinu hran se stejnou cenou a s maximalni pouzitelnosti najdeme
minimélni kostru grafu, kterd obsahuje maximalni mozny pocet hran této skupiny. To provedeme
tak, ze nejprve do kostry vlozime maximélni mozny pocet hran této skupiny, analogicky jako pii
urcovani pouzitelnosti. Déle budeme pokracovat jako v libovolném algoritmu hledani minimalni
kostry. Protoze jsme v pfedchozi fazi pouzili Union-Find strukturu, nabizi se automaticky, ze ji
vyuzijeme i nadéle a aplikujeme Kruskaluv algoritmus na hleddni minimalni kostry. Jako FeSeni
celé tlohy potom vratime minimalni nalezenou cenu ze vSech koster.

— Asymptoticka slozitost —

Je zfejmé, ze nalezeni jedné minimalni kostry trva delsi dobu nez urceni pouzitelnosti skupiny
hran, protoze soucasti hledani minimalni kostry je pravé také vlozeni vSech piislusnych hran této
skupiny do kostry. Minimélni kostru budeme muset hledat pro kazdou skupinu hran se stejnou
cenou a s maximélni pouzitelnosti. Pokud jsou tyto skupiny malé, muze jich byt fddové celkem az
tolik, kolik je hran v grafu. Celkem tedy, protoze pocitame s nejhor$im moznym ptipadem, vychézi
asymptoticka slozitost feSeni jako slozitost jednoho hledani minimélni kostry, ndsobena poctem
hran v grafu, tedy O(e - e - log(n)).

— Implementaéni poznamky —

Predklddané feseni kompletné vyuziva myslenku Kruskalova algoritmu. Minimalni kostry hleda
podle postupu popsaného vyse, pricemz sefazeni hran podle jejich cen provede pouze jednou na
zacatku feSeni celé ulohy. Tim se slozitost hledani kazdé minimalni kostry snizi na hodnotu pfimo
umeérnou pouze poctu hran v grafu, celé feseni mé pak slozitost O(e - e). Kdyz uvédzime, ze horni
mez poctu hran grafu v tloze je 3 - 10° | vychazi ndm, Ze na velkych datech miize implementace
byt nucena zpracovat az téméi 10'' hran. Pokud optimisticky piedpokldddme, ze fddové cca 108
hran lze bézné zpracovat v fddu jedné sekundy, vychézi ndm, Ze v nejhor§im piipadé muze vypocet
trvat vyrazné pres desitku minut. Vyhodnoceni ve skolnim systému v8ak bézi pouze nékolik sekund,
takze je zfejmé, ze autoii do vyhodnoceni vlozili data, kterd jsou vyrazné méné ¢asové narocna.

Java kod

package pal;

import java.util.x*;
import java.io.x;

e e
// SUPPORT STRUCTURES

// EdgeRecord and EdgeGroup

e e

// Sorted edges are stored in in non-decreasing order of weights

// in an array of EdgeRecord type.

// Groups of all edges with equal weight occupy certain rTanges in that array.

// Each group contains at least two edges.

// We register all those groups in a extra list of type EdgeGroup.

// Type EdgeGroup registers the first and the last indexz of the

// edges in the group in the sorted array,

// and the mazimum number of edges in the group which can be used in a MST.

// this mazimum number s called usability of the group.

// Note that last index respects Java paradigm of being the first index past the range,
// the so called half-open range convention.

/*
Ezample Graph:
20
2 - 4
/7 /
30/ 130 /20
/ / /
1 -==== 3 —==== 5
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31 30 10

33 | Sorted array of edge record type,
34 | each item contains IDs of edge endnodes, and edge cost.

35 0 1 2 3 4 5

36 | #m——m———m B e B T B +
37 | 3510/ 4520/ 24202330/ 12301330/
38 Fm—————— F-——————— Fm—————— Fo——————— Fm—————— Fm—————— +

39 groupl  groupl  group2 group2  group2

a1 | In the sorted array, there are two edge groups, recorded initially in the list as :

42 0 1

13 Foiii o +
44 /| 132 | 363 |
A5 Foiii. oo +

a7 | However, the usability of the second group in the list is smaller than 3,

18 | because edges 1in this group form a cycle in the graph. Thus, at most 2 of them

19 | can appear in a spanning tree. In subsequent procesing of the list of the groups,
50 | before separate spannig trees are built and analyzed,

51 | the usability of the second group will be decreased to 2.

52 | %/

53

54 | /) e e
55 | // EDGE RECUORD class

56 // __________________________________________________________________
57 | class EdgeRecord implements Comparable<EdgeRecord> {

58 int nl, n2, cost;

59

60 public EdgeRecord( int a, int b, int c ) {

61 nl = a; n2 = b; cost = c;

62 }

63 @0verride

64 public int compareTo(EdgeRecord e2) {

65 return (int) Math.signum( this.cost - e2.cost );

66 }

67 |} // class

68

69 // __________________________________________________________________
w0 | // EDGE GROUP class

71| ) mm
7> | class EdgeGroup implements Comparable<EdgeGroup> {

73 int start, end, usability;

75 public EdgeGroup( int st, int en, int uc ) {

76 start = st; end = en; usability = uc;

7 }

78

79 @0verride

80 public int compareTo(EdgeGroup c2) {

81 return (int) Math.signum( (this.end-this.start) - (c2.end - c2.start));
82 }

s3 |} // class

84

85

86 | /) mmmm
g7 | /S MAIN class

88 | // ——mmmmmm e e

90 | public class Main {

92 // __________________________________________________________________
o3 | // Values defined in problem assignment, unused in the code:

94 | [/ T e
o5 | static final int nodesLIMIT = 30000;

o6 | static final int edgesLIMIT = 300000;
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static final int edgeCostLIMIT
static final int outputLIMIT

1000000000
1073741824; // = 2730

/T

// problem solution variables

/T

static Graph graph;

static ArrayList <EdgeGroup> edgeGroups; // edge groups in sortedEdges in graph;
static UnionFind UF; // Union-Find

static int maxUsabilityOfEdgeGroup;
static long currTreeCost;
static long minTreeCost = Long.MAX_VALUE;

2
V4 M A IN program
/) ST
public static void main(String[] args) throws IOException {

load();

Arrays.sort( graph.sortedEdges);

registerEdgeGroups () ;

UF = new UnionFind( graph.N );
setUsabilityOfEdgeGroups();
evaluateAllCandidateTrees();
System.out.printf( "%d\n", minTreeCost );

static void load() throws IOException {
int maxEdgeCost = 0;
BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader (System.in));
StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

int n = Integer.valueOf (st.nextToken());
int m = Integer.valueOf (st.nextToken());
graph = new Graph( n, m );

int nl, n2, cost;
for(int i = 0; i < m; i++) {

st = new StringTokenizer (br.readLine());

nl = Integer.valueOf (st.nextToken());
Integer.valueOf (st.nextToken()) ;
cost = Integer.valueOf (st.nextToken());
// Re-index nmodes so that node indexing starts from O
graph.addedge( n1-1, n2-1, cost);

B
N
1]

static void registerEdgeGroups() { // supposes sorted edges.
// Register only groups of size 2 or bigger
// Use technique of sliding window [istart, tend] to detect groups
edgeGroups = new ArrayList<>();
int istart = O;
for( int iend = 1; iend < graph.M; iend++ )
if ( graph.sortedEdges[iend-1].cost != graph.sortedEdges[iend].cost ) {
if( iend - istart >= 2 )
edgeGroups.add( new EdgeGroup( istart, iend, iend-istart ) );
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163

164

165

168

169

170

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

istart = iend;
}
edgeGroups.add( new EdgeGroup( istart, graph.M, graph.M-istart ) );
}

static void setUsabilityOfEdgeGroups() {
maxUsabilityOfEdgeGroup = O;
for( EdgeGroup edgeGroup : edgeGroups ) {
// skip groups with no perspective of being used in MST
if( edgeGroup.end - edgeGroup.start < maxUsabilityOfEdgeGroup )
continue;
UF.reset(); // should run more efficiently
edgeGroup.usability = addEdgesToTree( edgeGroup.start, edgeGroup.end, 0 );
maxUsabilityOfEdgeGroup =
Math.max( maxUsabilityOfEdgeGroup, edgeGroup.usability );
X
}

static int addEdgesToTree(int ieStart, int ieEnd, int edgesSoFar) {
if ( ieStart >= ieEnd ) return edgesSoFar;
int bossl, boss2;

if ( UF.numberOfSets == 1 )
return edgesSoFar;

for( int iEdge = ieStart; iEdge < ieEnd; iEdge++ ) {

bossl = UF.find( graph.sortedEdges[iEdge] .nl );

boss2 = UF.find( graph.sortedEdges[iEdge] .n2 );

if( bossl != boss2 ) {
UF.union( bossl, boss2 );
// not needed in setUsabilityOfEdgeGroups():
currTreeCost += (long) graph.sortedEdges[iEdge].cost;
edgesSoFar  += 1;
if ( UF.numberOfSets == 1) break; // tiny optimization

Y //if

} //for

return edgesSoFar;

}

static void evaluateAllCandidateTrees() {
int edgesSoFar;
for( EdgeGroup edgeGroup : edgeGroups ) {
if ( edgeGroup.usability < maxUsabilityOfEdgeGroup ) continue;
currTreeCost = 0;
UF.reset(); // should run more efficiently
edgesSoFar = addEdgesToTree( edgeGroup.start, edgeGroup.end, O );

edgesSoFar += addEdgesToTree ( 0, edgeGroup.start, edgesSoFar );
edgesSoFar += addEdgesToTree( edgeGroup.end, graph.M, edgesSoFar );
minTreeCost = Math.min(minTreeCost, currTreeCost);

} //for

}

} // Main class

/7 GRAPH class

// The graph is represented by sorted list of edges, in the entire problem.
class Graph {

int N, M;

int MSTcost;

EdgeRecord [] sortedEdges;

public Graph( int n, int m ){
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this.N = n;
this.sortedEdges = new EdgeRecord[m];
this.M = 0;

public void addedge ( int nl, int n2, int cost ){
this.sortedEdges[M] = new EdgeRecord( ni, n2, cost );
M +=1;

}

} // Graph class

// UNION-FIND class

public class UnionFind {

int [] boss;
int [] rank;
int numberQOfSets;

// constructor

public UnionFind ( int n ) {
boss = new int [n];
rank = new int [n];
reset();

}

public void reset() {
for( int i = 0; i < boss.length; i++ ) {
boss[i] = 1i;
rank[i] = 0;
}
number0fSets = boss.length;
}

public void union( int a, int b ) {
if ( rank[b] > rank[a] )
boss[a] = b;
else {
boss[b] = a;
if( rank[b] == rank[a] )
rank[a]++;
}
this.number0fSets--;

}
public int find( int a ) {
return ( boss[al] == a ? a : ( boss[a] = find( boss[a]l ) ) );

}

}
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4 Modré promenady

Promenada délky L (L > 0) v orientovaném neohodnoceném grafu G je posloupnost vrcholu
(v, v1,...,vr) s nasledujicimi vlastnostmi:

A. Par (vg,vg4+1) je orientovand hrana v G pro kazdé k =0,1,...,L — 1.
B. Libovolny vrchol se muze v posloupnosti objevit vicekréat.

q‘
@fﬁ@/z/,
N
> D
VRS

Obréazek 6: Piiklady orientovanych grafu s pfesné jednim modrym vrcholem v kazdé silné souvislé
komponenté. a) Promendda (7, 8,2,0, 1, 3, 8,4) md minimélni délku mezi vSemi promenddami, které
obsahuji vSechny modré vrcholy. b) Promenada (9,4,5,1,0,4,5,1,2,6,7,3) md minimdln{ délku
mezi promenadami, které obsahuji 6 modrych vrcholi. Neexistuje promendda obsahujici vSech 7
modrych vrcholt. ¢) Promendda (12, 13,7, 10, 5,4, 8) ma minimaln{ délku mezi promenddami, které
obsahuji 4 modré vrcholy. Neexistuje promenada obsahujici 5 nebo vice modrych vrcholu.
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Uloha

Je dén orientovany graf, v némz kazda silné souvisld komponenta obsahuje pravé jeden modry
vrchol. Uréete minimdlni délku promenddy, kterd obsahuje maximalni pocet modrych vrcholu,
kterymi jedna promendda muze prochézet.

Vstup

Vstup zacind fddkem se tifemi celymi ¢isly N, B, M oddélenymi mezerami. N je pocet vSech
vrcholua, B je pocet modrych vrcholu a M je pocet hran. Predpokladame, Zze vrcholy jsou oc¢islovany
0,1,..., N — 1. Nésledujici fadek obsahuje B celych ¢isel - seznam ¢isel vSech modrych vrcholi.
Cisla jsou oddélena mezerami. Poradi &isel je libovolné. Déle nasleduje M Fadki, kde kazdy popisuje
jednu orientovanou hranu (a,b) pomoci dvojice ¢isel a,b (v tomto poradi) oddélenych mezerou.
Poradi hran na vstupu je libovolné.

Plati 1 < B < N <10°,0 < M < 108,

Je zaruceno, ze kazda silné souvislda komponenta obsahuje pravé jeden modry vrchol.

Vystup

Vystup tvori jeden fadek se dvéma celymi ¢isly V, L oddélenymi mezerou. V' je maximalni pocet
modrych vrchola, které muze obsahovat jedna promendda v daném grafu. L je minimélni mozna
délka promenédy, kterd obsahuje V' modrych vrcholu.
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Priklad 1 Priklad 2 Priklad 3
Vstup Vstup Vstup
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Grafy z Pifkladi 1-3 jsou zndzornény na Obrézku [6]

Reseni tlohy
— Abstraktni jadro tlohy —

V orientovaném grafu G = (V, E) mezi sledy s maximalnim po¢tem modrych vrcholu hleddme ten
sled, ktery m& nejmensi pocet hran.

— Rozbor a postup —

Ulohu prevedeme na hleddni cesty v acyklickém grafu silné souvislych komponent (kondenzace
grafu G oznacend G’), kterd projde maximélni pocet komponent. Mezi vSemi takovymi cestami
pak zvolime tu, kterd md nejmensi délku (pocet hran v puvodnim grafu G).
Kazda silnd komponenta C' grafu G obsahuje pravé jeden modry vrchol; ozna¢me jej jako
blue(C). Pro nalezeni komponent i jejich topologického usporddéni pouzijeme Tarjanuv algoritmus.
Abychom mohli ohodnotit hrany mezi komponentami v G, potiebujeme znat hranové vzddlenosti
uvniti jednotlivych komponent. V kazdé komponenté C spustime dva pruchody do sitky:

e BFS z blue(C) v grafu G — ziskdme pole distFromBluev],

e BFS z blue(C) v reverznim grafu G® s obrdcenymi hranami — ziskdme pole distToBlue[v],
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N

pricemz distFromBlue[v] je hranové vzdalenost z blue(C) do v a dist ToBlue[v] je hranové vzdalenost
z v do blue(C').

Pro kazdou hranu (v, w), kterd vede z komponenty C; do Cs (kde C; # Cs), spocteme “cenu”
prechodu mezi modrymi vrcholy:

cost(Cq,Cs) = min (distFromBlue[v] + 1 4 distToBlue[w]) .
(v,w)EEweCT,weCs

V ohodnoceném DAGu G’ hleddme cestu, kterd projde maximalnim poc¢tem vrcholi a mezi
viemi takovymi cestami ma minimélni soucet cen hran. Aplikujeme dynamické programovani na
topologicky usporddany graf G’. Béhem DP pro kazdy vrchol C udrzujeme dvojici

(blueCount[C], minLength[C]) ,

kde blueCount[C] je maximéln{ pocet vrcholu cesty konéici v C' a minLength[C] je minimdln{ cena
takové cesty.

— Asymptoticka slozitost —

Celkovd casova slozitost je O(N + M), jelikoz neni prekrocena zaddnou z popsanych fdzi:

e Tarjanuv algoritmus: O(N + M),

BFS v komponentach: O(N + M),

ohodnoceni hran kondenzace: O(M),

dynamické programovéni v DAG: O(B + M).

— Implementaéni poznamky —

V prilozeném kédu je kazda komponenta zpracovana ihned po svém detekovani v rdmci Tarjanova
algoritmu. Podobné i dynamické programovéani v DAG probihd implicitné pii uzavirdni komponent
v topologickém poradi béhem DFS navratu.

Java kéd
package pal;

import java.util.*;
import java.io.x;

public class Promenades {
static int NIL = -1;

// graph data

static int N, B;

static boolean[] isBlue;
static int[1[] e;

static int[][] erev;
static int[] dg;

static int[] dgrev;

// Tarjan algorithm arrays

static int[] pred; // pred is is defined for nodes on the stack (open ones),

// closed nodes have NIL pred

static int[] index; // 4t is an usual open time, in fact

static int[] lowlink;

static int S; // top of Tarjan Stack. the Stack, in fact, is stored in the pred array
static int[] sccBoss; // boss - representant node of the scc

static int indexCounter = 0; // open time

// BFS arrays

static int[] dToBlue, dFromBlue;
static int[] q;
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static int head, tail;
static boolean[] used;

// solution arrays
static int[] maxPathBlue;
static int[] maxPathLen;

static int maxPathBlueGlobal, maxPathLenGlobal;

static void addedge(int nl, int n2) {

if (dglni] == e[ni1].length) {

e[n1] = Arrays.copyOf (e[n1], dglnil]l * 2);

}
e[n1] [dg[n1]++] = n2;

if (dgrev[n2] == erev[n2].length) {
erev[n2] = Arrays.copyOf(erev[n2], dgrev[n2] * 2);

}
erev[n2] [dgrev[n2]++] = nil;

static void inCompoBFS(int boss) {

// S is the td of the node at the stack top
// predl[z] != nil for exactly all nodes in this compo
int node = S, neigh, blueroot = NIL;

while (true) {
if (isBlue[node]) {
blueroot = node;
break;
}
node = pred[node];

}

// forward search
head = tail = 0;
gq[head] = blueroot;

dToBlue [blueroot] = dFromBlue[blueroot] = 0;

used[blueroot] = true;

while (head <= tail) {
node = ql[head++];

for (int j = 0; j < dglnodel; j++) {

neigh = e[node] [j];

if (used[neigh] == false && sccBoss[neigh] == boss) {

q[++tail] = neigh;

dFromBlue [neigh] = dFromBlue[node] + 1;

used[neigh] = true;
}
}
} // while
// backwardsearch
node = S;
while (true) {
used[node] = false;
if (node == boss) {
break;
}

node = pred[node];

head = tail = 0;
q[head] = blueroot;
used[blueroot] = true;
while (head <= tail) {
node = ql[head++];

for (int j = 0; j < dgrevlnodel; j++) {

neigh = erev[node] [j];
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if (used[neigh] == false && sccBoss[neigh] == boss) {
ql[++taill = neigh;
dToBlue [neigh] = dToBlue[node] + 1;
used[neigh] = true;
}
}
} // while

static void find_SCC_blue(int v) {
int w, copyS;
index[v] = lowlink[v] = ++indexCounter;
pred[v] = S;
S =v; // push( v )

for (imt j = 0; j < dglvl; j+#) {
w = elvl[jl;
if (index[w] == NIL) { // fresh w, move fd and register the edge cost
find_SCC_blue(w);
lowlink[v] = Math.min(lowlink[v], lowlink[w]);
} else if (pred[w] !'= NIL) { // ** <dnstack[w] ) // w is open
lowlink[v] = Math.min(lowlink[v], index[w]);
}
}

// closing the component
if (index[v] == lowlink[v]) { // v is the boss of the component

// register all scc nodes

sccBoss([v] = v;

copyS = S;

while (copyS != v) {
sccBoss [copyS] = v;
copyS = pred[copyS];

}
// BFS
inCompoBFS(v) ;
do {
// collect the blue info of the entire component
for (int j = 0; j < dglsl; j++) {
int neigh = e[S1[j];
if (pred[neigh] != NIL || sccBoss[neigh] == v) {
} // edge inside component
else { // edge between components
if (maxPathBlue[v] < maxPathBlue[sccBoss[neigh]] + 1) {
maxPathBlue[v] = maxPathBlue[sccBoss[neigh]] + 1;
maxPathLen[v] = dFromBlue[S] + 1 + dToBlue[neigh] + maxPathLen
[sccBoss[neighll;

} else if (maxPathBlue[v] == maxPathBlue[sccBoss[neigh]] + 1) {
maxPathLen[v] = Math.min(maxPathLen[v], dFromBlue[S] + 1 +
dToBlue [neigh] + maxPathLen[sccBoss[neigh]l);

}
}
}
copyS = S;
S = pred[S];

pred[copyS] = NIL; // original remove S from stack
} while (copyS != v);

if (maxPathBlueGlobal < maxPathBluel[v]) {
maxPathBlueGlobal = maxPathBluel[v];
maxPathLenGlobal = maxPathLen[v];

} else if (maxPathBlueGlobal == maxPathBlue[v]) {
maxPathLenGlobal = Math.min(maxPathLenGlobal, maxPathLen[v]);
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160 }

161 } // closing part

162 }

163

164 static void Tarjan_blue() {

165 indexCounter = O;

166 for (int v =N - 1; v >= 0; v--) {
167 if (index[v] == NIL) {

168 S =v;

169 pred[v] = v; // this registers v as a pred of v
170 find_SCC_blue(v);

171 }

172 3

173 }

174

175 | /) mm e e
176 | // M A I N

177 // _________________________________________________________________________
178 public static void main(String[] args) throws IOException {

179 loadAndAllocate();

180 maxPathBlueGlobal = 0;

181 maxPathLenGlobal = N;

182 Tarjan_blue();

183 System.out.printf("%d %d\n", maxPathBlueGlobal, maxPathLenGlobal);
184 }

185

186 static void loadAndAllocate() throws IOException {

187 BufferedReader br = new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));
188 StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readLine());

189 N = Integer.valueOf (st.nextToken());

190 B = Integer.valueOf (st.nextToken());

191 int m = Integer.valueOf (st.nextToken());

193 e = new int[N][2];
194 erev = new E[N] [2],

195

196 isBlue = new boolean[N];
197

198 dg = new int[N];

199 dgrev = new int[N];

200

201 pred = new int[N];

202 Arrays.fill(pred, NIL);
203 index = new iit[N];

204 Arrays.fill(index, NIL);
205 lowlink = new int[N];

206 sccBoss = new int[N];

207 Arrays.fill(sccBoss, NIL);

209 dToBlue = new int[N];

210 dFromBlue = new int[N];

211 q = new int [N];

212 used = new boolean[N]; // filled with false;

214 maxPathBlue = new int[N];
215 Arrays.fill(maxPathBlue, 1);
216 maxPathLen = new int[N];
217 Arrays.fill(maxPathLen, 0);

219 st = new StringTokenizer(br.readLine());

220 for (int i = 0; i < B; i++) {
221 isBlue[Integer.valueOf (st.nextToken())] = true;

224 int nl, n2;
225 for (int i = 0; i < m; i++) {
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st = new StringTokenizer(br.readLine());
nl = Integer.valueOf (st.nextToken());
n2 = Integer.valueOf (st.nextToken());
addedge(nl, n2);

}
} // load
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5 Identifikace molekul podle struktury

Dostali jsme vzorek komplexnich organickych molekul, které maji stejny pocCet atomu a vazeb.
Kromé toho spliuji nasledujici podminky:

e Kazdy atom je spojen jednou, dvéma nebo tfemi vazbami s jinymi atomy.
e Nékteré atomy tvori cykly.
e Pokud méa atom pravé dvé vazby, je vzdy soucasti néjakého cyklu.

e Kazdy cyklus obsahuje pravé jeden atom se tfemi vazbami.

Nagim cilem je uréit pocet ruznych struktur obsazenych ve vzorku. Dvé molekuly maji stejnou
strukturu, pokud mezi jejich atomy existuje prosté zobrazeni, které zachovava vazby. V takovém
piipadé fikdme, ze molekuly jsou strukturdlné totoiné. (Zduraznéme, ze tato definice nebere v
uvahu chemické prvky ani typy vazeb.)

\
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Obrézek 7: Hlustrace ¢tyf molekul, kazdd obsahujici 14 atomu (zobrazenych jako vrcholy) a 16 vazeb
(hrany). V kazdé molekule jsou 3 cykly. Jedinou dvojici strukturalné totoznych molekul tvoii prvni
a posledni molekula (obarveno modfe).

Uloha

Pro dany vzorek molekul reprezentovany jako mnozina neorientovanych grafu rozdélte molekuly do
skupin podle jejich struktury a vypiste pocty strukturalné totoznych molekul pro kazdou zjisténou
t¥idu.

Vstup

Vstup obsahuje tii celo¢iselné hodnoty M, A a B oddélené mezerami, pricemz M je pocet molekul,
kde kazdd z molekul obsahuje A atomu a B vazeb.

Nésleduje M seznami, kde kazdy seznam sestava z B fadku popisujicich vazby jedné molekuly.
Kazdy fadek obsahuje dvé cela ¢isla A; a Ay oddélend mezerou. Tato dvojice oznacuje vazbu mezi
atomy A; a As. Pro kazdou molekulu jsou jeji atomy oéislovany od 1 do A v ndhodném poradi.

Plati: 1 < M <1000, 4 < A <9000, A < B < 10000.

Vystup

Vystup tvoii jeden fddek obsahujici N celych ¢isel Cy, Co, . .., Cn oddélenych mezerami a sefazenych
vzestupneé.

N je pocet nalezenych t¥id strukturdlné totoznych molekul. Kazdé C; udava pocet molekul
nalezicich do i-té t¥idy. Soucet vSech C; je roven M.
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Priklad 1 Priklad 2

Vstup Vstup
2910 4 14 16 6 5
76 13 8 67
78 78 78
86 7 13 8 9
65 17 29
45 21 8 5
34 11 5 11 12
41 5 2 11 10
32 56 10 9
12 69 4 10
59 9 10 412
87 10 11 13 14
68 314 13 3
76 12 1 21
35 4 14 23
56 42 3 14
31 4 3 4 11
34 26 12 11
21 51 3 13
24 35 3 12
25 6 10 13 12
3
2 43 10 11
11 3 76
13 14 5 10
13 12 8 7
12 11 85
12 14 10 14
79 114
8 9 12
8 11 2 14
87
Vystup
112

Data z Prikladu 2 jsou zobrazena na Obréazku

Reseni tlohy
— Abstraktni jadro tlohy —

Na vstupu je ddno M neorientovanych, souvislych grafu. V ramci kazdého grafu plati, ze stupen
uzlu je vzdy nejvyse 3, kazdy uzel stupné 2 je soucasti pravé jednoho cyklu a kazdy cyklus obsahuje
pravé jeden uzel stupné 3.

Ulohou je rozdélit grafy do tfid podle izomorfismu, tj. identifikovat takové grafy, na jejichz
vrcholech existuje prosta bijekce zachovavajici incidenci hran. Vysledkem jsou velikosti jednotlivych
tTid strukturadlné totoznych molekul.

— Rozbor a postup —

Pozorujme nejprve strukturu grafu. Podle zaddni méa kazdy uzel stupné 2 préavé jednu piislusnost
k cyklu a kazdy cyklus obsahuje pravé jeden uzel stupné 3. To znamend, ze kazdy cyklus je se
zbytkem grafu spojen pravé jednou hranou: ptes jediny vrchol stupné 3.

Pokud kazdy cyklus nahradime jednim vrcholem s atributem, ktery odpovida délce daného
cyklu, ziskame strom, jehoz nékteré vrcholy obsahuji celo¢iselné znacky. Pro takto vzniklé struktury
lze pouzit certifikat rozsifeny o kddovani listi i s atributy. Namisto kédovani 01 volime v listu (s),
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kde s je délka cyklu vyjadiend v desitkové soustavé a prevedend na Fetézec. Zavorkova notace
zajistuje jednoznaénost reprezentace, protoze se nekiizi s éiselnymi atributy.

Cykly detekujeme pomoci pruchodu grafem do hloubky (DFS). Spustime jej na libovolny uzel
stupné 3. Tak mame zaruceno, ze do kazdého cyklu vstoupime v uzlu u stupné 3. Kdyz takovy u
dosdhneme podruhé, vime, ze DFS uzavielo cyklus; muzeme tedy zapsat délku cyklu do u, ktery
se stane reprezentantem cyklu.

Hrany, které patii do cyklu, nasledné odstranime z grafu. Tim se struktura zredukuje na strom.

Kazdy ziskany certifikat ulozime jako kli¢ do HashMap, kde hodnota udava ¢etnost vyskytu.

— Asymptoticka slozitost —

Casové slozitost DFS pro jeden graf je O(B). Certifikdt vytvoifme v case O(A) (v daném uzlu
tFidime vzdy konstantni pocet diléich certifikati, protoze stupen uzlu je maximélné 3). Vyslednd
¢asova slozitost je proto O(M(A+ B)) = O(MB).

— Implementacéni poznamky —

V implementaci jsou pouzita tfida Node, kterd uchovava sousedy uzlu, pfiznaky piislusnosti k
cyklu, délku cyklu a vnitini certifikdty potomku. Pii DFS je navic vyuzita proménnd dist (hloubka
zanoteni pii DFS) k detekci zpétnych hran a vypoctu délky cyklu.

Java kod
package pal;

import java.io.x*;
import java.util.x*;

public class Isomers {
static int N, M, S;
static Node[][] nodes;
static Node[] start;

public static class Node {

public int id;

public int cyclelen = O;

public int dist = -1;

public int deg = O;

public boolean isInCycle;

public boolean isClosed;

public List<Integer> neighbors;
public List<Integer> neighbToDelete;
public List<String> innerCerts;

public Node(int id) {
this.id = id;
neighbors = new ArrayList<>(4);
innerCerts = new ArrayList<>(4);
neighbToDelete = new ArrayList<>();

}

public void addEdge(int to) {
neighbors.add(to) ;
deg++;

}

public String getCertificate() {
StringBuilder buf = new StringBuilder();
buf .append(’ (°);
if (cycleLen > 0) {
buf . append(Integer.toString(cycleLlen)) ;
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11 } §l§§ {

42 Collections.sort(innerCerts);
13 for (String str : innerCerts)
14 buf . append(str) ;

45 }

16 buf . append(’)’);

17 return buf.toString();

51 public static void dfs(Node node, Node prev, int s, int d) {
52 node.dist = d;

53 for (int n : node.neighbors) {

54 Node node2 = nodes[s] [n];

55 if (node2 == prev || node2.isClosed)

56 continue;
57 if (node2.dist >= 0) {
58 node2.neighbToDelete.add(node.id) ;

59 node2.cyclelen = d - node2.dist + 1;
60 node.isInCycle = true;

61 } else {

62 int origCyclelLen = node.cyclelen;

63 dfs(node2, node, s, d+1);

64 if (node.cyclelen != origCyclelLen) {
65 node.neighbToDelete.add(node2.1id) ;
66 } else if (node2.isInCycle)

67 node.isInCycle = true;

69 }

0 node.isClosed = true;

73 public static String certificate(Node[] nds) {
74 LinkedList<Node> list = new LinkedList<>();
75 LinkedList<Node> list2 = null;

76 int counter = nds.length;

77 for (Node n : nds) {

78 for (int toDel : n.neighbToDelete)

79 n.neighbors.remove ((Integer)toDel);
80 if (n.neighbors.size() == 1)

81 list.add(n);

82 if (n.isInCycle)

83 counter--;

84 }

85 while (counter > 2) {

86 list2 = new LinkedList<>();

87 while (!list.isEmpty()) {

88 Node node = list.removeFirst();

89 Node parent = nds[node.neighbors.get(0)];

90 int index = parent.neighbors.index0f (node.id);
91 parent.neighbors.remove (index) ;

92 if (parent.neighbors.size() == 1)

93 list2.add(parent);

94 parent.innerCerts.add(node.getCertificate());
95 counter--;

96 }

97 list = list2;

08 }

99 if (1list2.size() == 1)

100 return list2.getFirst().getCertificate();

101 List<String> comp = new ArrayList<>();

102 comp.add(list2.removeFirst() .getCertificate());
103 comp.add(list2.removeFirst() .getCertificate());
104 Collections.sort (comp) ;

105 Iterator<String> iter = comp.iterator();

106 return iter.next() + iter.next();
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public static int[] solve() {

HashMap<String,Integer> map = new HashMap<>();

for (int s = 0; s < S; s++) {
dfs(start[s], null, s, 0);

String cert = certificate(nodes[s]);

Integer ¢ = map.get(cert);
if (¢ == null)

c = 0;
map.put(cert, c + 1);

}

ArrayList<Integer> results = new ArrayList<>();

for (Map.Entry<String, Integer> entry :

results.add(entry.getValue());
Collections.sort(results);
int[] res = new int[results.size()];

for (int i = 0; i < results.size(); i++)

res[i]
return res;

results.get(i);

map.entrySet())

public static void loadData() throws IOException {

BufferedReader reader = new BufferedReader (new InputStreamReader(System.in));
StringTokenizer tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());

S = Integer.valueOf (tokenizer.nextToken());
N = Integer.valueOf (tokenizer.nextToken());
M = Integer.valueOf (tokenizer.nextToken());

nodes = new Node[S][N];
start = new Node[S];
for (dnt t = 0; t < S; t++)
for (int n = 0; n < N; n++)
nodes[t] [n] = new Node(n);
for (dnt t = 0; t < S; t++) {
for (int e = 0; e < M; e++) {

tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());
int nl = Integer.valueOf(tokenizer.nextToken()) - 1;
int n2 = Integer.valueOf (tokenizer.nextToken()) - 1;

nodes[t] [n1] .addEdge (n2);
nodes[t] [n2] .addEdge (nl);

(-

for (int n = 0; n < N; n++) {
if (nodes([t][n].deg > 2) {
start[t] = nodes[t][n];
break;

public static void main(String[] args) throws IOException {

loadData();
int[] result = solve();

for (int i = 0; i < result.length; i++) {

System.out.print (result[i]);
if (i < result.length - 1)
System.out.print(" ");
}
System.out.println();
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6 V}'fprava nakladnich vlakua

......

skupinu bylo mozné jednim vlakem doprav1t do skladu. Kazdy vagon je nalozen nakladem urc¢itého
typu. Je presné predepsano, jak ma vypadat slozeni soupravy prevezené jednim vlakem do skladu
(je dédna uspofadand posloupnost typu ndkladu ve vagonech).

Vagony ve stanici stoji na jedné koleji. V kazdém okamziku muze dispecer odeslat pouze nékolik
prvnich vagonu jednim vlakem, pficemz jejich pofadi musi zustat zachovdno. Tento proces se
opakuje, dokud nejsou vsechny vagony vypraveny. Pofadi vagonu ve stanici obvykle neodpovida
pozadované formaci.

Nastésti dispecer nemusi uplné dodrzet pozadovanou formaci jiz pii odjezdu, protoze slozeni
vlaku lze opravit béhem cesty do skladu. V nékterych stanicich jsou k dispozici mezisklady a jetaby,
které mohou:

e odstranit vagon z formace,
e vlozit novy vagon s libovolnym typem nékladu na libovolné misto,
e vymeénit naklad v libovolném vagonu za jiny typ nakladu.

7 duvodu zajisténi plynulosti dopravy je vSak mozné provést pouze omezeny pocet takovych
zmén na kazdé vlakové souprave.
Dispeéer se zajimé o dvé varianty FeSeni. Poéet vypravenych vlakd mé byt bud:

e minimélni (pro sniZeni ceny a zajisténi co nejrychlejsi dopravy), nebo

e maximélni (aby se zvysilo celkové mnozstvi nédkladu dopraveného do skladu).

s |
o o o
e o o o e

(b)

Obrézek 8: Piiklady pozadovanych formaci (zelené vagony) a rozdéleni vagonu na stanici do skupin
(pomoci ¢ervenych ¢ar). Typ ndkladu je oznacen malym pismenem. Nejprve je zobrazeno rozdéleni
s minimalnim poc¢tem skupin, poté rozdéleni s maximalnim poctem skupin. Nad kazdou skupinou
je Cervené uveden pocet zmén nutnych k ipravé formace. Limit zmén je v piipadé a) roven 1, v
piipadé b) 2

Uloha

Je dana posloupnost vagonu s typy jejich nakladu ve stanici, pozadovana formace vagonu ve skladu
a maximalni pocet zmén, které je mozné béhem prepravy provést. Urcete minimélni i maximalni
pocet vlaku, které jsou schopny prepravit vSechny vagony do skladu.
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Vstup

Prvni a druhy fadek vstupu obsahuji posloupnost znaku z mnoziny {a, ..., z}. Prvni posloupnost
udava typy nakladu ve vagonech ve stanici, druhd posloupnost popisuje pozadovanou formaci pro
sklad.

Tieti fadek obsahuje celé ¢islo C, coz je maximalni pocet zmén, které 1ze provést pro opravu
formace.

Oznacme pocet vagonu ve stanici jako W a délku pozadované formace jako F. Plati:

W <7000, F <120, W.F <230000, 1<C<F.

Je zaruceno, ze pro vstupni data lze prepravu vagonu vzdy realizovat podle predepsanych pravidel.

Vystup

Vystup tvoii jeden fadek se dvéma celymi ¢isly oddélenymi mezerou. Prvni ¢islo je minimdlni a
druhé ¢islo maximéalni pocet vlaki, které mohou piepravit vSechny vagony do skladu.

Priklad 1

Vstup

aabbcabbb
ab
1

Vystup
47

Data a feseni Piikladu 1 jsou zndzornéna na Obréazku

Priiklad 2
Vstup

jedevede
jede
2

Vystup
23

Data a feseni P¥ikladu 2 jsou znézornéna na Obrdzku

Priklad 3
Vstup

tntlsdtnttntlsdlsdtnt
lstnnt
4

Vystup
38
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Reseni tlohy
— Abstraktni jadro tlohy —

Ulohu lze formalizovat jako problém rozdéleni vstupniho fetézce na souvislé podietézce tak, aby
kazdy z nich bylo mozné transformovat na zadany vzor pomoci nejvyse C editac¢nich operaci. Tyto
operace odpovidaji vypoctu Levenshteinovy vzdalenosti, a proto kazdy vypraveny vlak odpovida
jednomu podretézci textu, jehoz vzdéalenost od vzoru nepresahuje C.

Cilem je nalézt dvé ruzné optimélni rozdéleni celého vstupniho fetézce:

e rozdéleni s nejmensim moznym poétem podretézcu (minimélni pocet vlaku),
e rozdélen{ s nejvétsim moznym poc¢tem podietézcu (maximélni pocet vliaku),

pricemz kazdy podietézec musi spliiovat podminku maximalné C zmén vudi pozadované formaci.

— Rozbor a postup —
Reseni probihd ve t¥ech fazich.

1. Vypocet nejmensich vzdalenosti pro podretézce textu
Nejprve vypocteme tabulku Levenshteinovych vzddlenosti D, kde DIi|[j] oznacuje edita¢ni
vzdalenost mezi prefixem vzoru délky 7 a prefixem textu néjaké délky konéicim na pozici j.

2. Identifikace vSech vyhovujicich podretézca

Pro kazdou pozici j, u niz plati D[F][j] < C, soustfedime pozornost pouze na podfetézce délek
v intervalu [F — C, F + C], které na pozici j konéi, nebof mimo tento rozsah jiZ nelze dosdhnout
vzdalenosti nejvyse C.

Pro kazdy takovy kandidatni podietézec explicitné dopoc¢itdme jeho Levenshteinovu vzdéalenost
ke vzoru pomoci standardniho dynamického programovani. Pokud je vzdalenost nejvyse C, ulozime
pocétecni index daného podietézce do seznamu positions[j]. Tento seznam tedy urcuje vsechny
mozné zacatky souprav konéicich na pozici j.

3. Optimalizace rozdéleni na vlaky
Nad mnozinou vsech piipustnych podietézcu provedeme dal$i dynamické programovani. Defi-
nujeme:

e minDivisions[i] — minimalni pocet vlakt, jimiz lze pokryt prefix textu délky 4,
e maxDivisions[i] — maximaln{ pocet vlaki, jimiz lze pokryt tentyz prefix.

Pro kazdou pozici i uvazujeme vsechny mozné zacitky vlaka p € positions[i] a aplikujeme
rekurentni vztahy

minDivisions[i] = min (minDivisions[p -1+ 1),
pEpositions[i]

maxDivisions[i] = max (maxDivisions[p — 1] + 1).
pEpositions|i]

Vysledkem jsou hodnoty pro celou délku textu W.

— Asymptoticka slozitost —

Vypocet zédkladni tabulky vzdalenosti ma ¢asovou slozitost
O(W - F).

Na kazdé pozici zkoumame nejvyse 2C' + 1 kandidatnich podfetézcu délky do F + C, pticemz
kazdy test provadi standardni vypocet editovaci vzdalenosti v case O(F(F + C)). Celkovy cas
druhé faze tedy ¢ini

OW.-C-F(F+0Q)).

Zaveérectné dynamické programovani probiha v case

nebot na kazdé pozici zpracovdvdme nejvyse 2C + 1 moznosti.
Celkova casova slozitost algoritmu je tedy

O(WCF(F +C)).
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— Implementaéni poznamky —

Pro efektivni vypocet Levenshteinovy vzdalenosti pouzivame dvé pracovni tabulky:
o tabulku velikosti (F' 4 1) x (W + 1) pro prvni fizi,
e tabulku velikosti (F 4 1) x (F' + C' + 1) pro opakované testovan{ jednotlivych podfetézci.

Druhd tabulka se pfi vypoctech prepisuje a znovu vyuziva.
Java kéd

package pal;

import java.io.x;
import java.util.x*;

public class Wagons {

static int C;

static char[] text;

static char[] pattern;

static int[][] table;

static int[][] distance;

static ArrayList<Integer>[] positions;
static int[] minDivisions;

static int[] maxDivisions;

static int[] parent_min;

static int[] parent_max;

public static int computeLD(int start, int length) {
for (int j = 0; j <= length; j++)
table[0]1[j1 = j;
for (int i = 0; i <= pattern.length; i++)
table[i] [0] i;
for (int i = 1; i <= pattern.length; i++)
for (int j = 1; j <= length; j++)
table[i] [j] = Math.min(
Math.min(table[i - 1]1[j] + 1,
table[i][j - 11 + 1),
table[i - 1]1[j - 1] + ((pattern[i - 1] == text[start + j - 1]) 7 O

1)
return table[pattern.length] [length];

public static void computelLD() {
distance = new int[pattern.length + 1] [text.length + 1];
for (int j = 0; j <= text.length; j++)
distance[0] [j] = 0;
for (int i = 0; i <= pattern.length; i++)
distance[i] [0] = i;
for (int i = 1; i <= pattern.length; i++) {
for (int j = 1; j <= text.length; j++) {
if (pattern[i - 1] == text[j - 11)
distance[i] [j] = distancel[i - 11[j - 1];
else
distance[i] [j] = 1 + Math.min(Math.min(distance[i - 1][j], distance[i
10 - 11), distanceli - 11[j - 11);
}

}

public static int[] solve() {
computeLD() ;
table = new int[pattern.length + 1] [pattern.length + 1 + C];
positions = new ArrayList[text.length];
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minDivisions = new int[text.length];
maxDivisions = new int[text.length];
parent_min = new int[text.length];
parent_max = new int[text.length];
for (int i = 0; i < text.length; i++) {
if (distance[pattern.length] [i+1] <= C) {
positions[i] = new ArrayList<>();
int from = Math.max(0, i - pattern.length + 1 - C);
int to = Math.min(i, i - pattern.length + 1 + C);
for (int start = from; start <= to; start++)
if (computeLD(start, i - start + 1) <= C)
positions[i].add(start);

-}

for (int i = 0; i < text.length; i++) {
minDivisions[i] = Integer.MAX_VALUE;

maxDivisions[i] = -1;

parent_min[i] = -1;

parent_max[i] = -1;

if (positioms[i] == null)
continue;

for (int prev : positions[i]) {
int prevMinDivs = prev == 0 ? 0 : minDivisions[prev-1];
int prevMaxDivs = prev == 0 ? O : maxDivisions[prev-1];

if (prevMinDivs < Integer .MAX_VALUE && prevMinDivs + 1 < minDivisions[i])

minDivisions[i] = prevMinDivs + 1;
parent_min[i] = prev - 1;

if (prevMaxDivs >= 0 && prevMaxDivs + 1 > maxDivisions[i]) {
maxDivisions[i] = prevMaxDivs + 1;
parent_max[i] = prev - 1;

}

return new int[] {minDivisions[text.length - 1], maxDivisions[text.length - 1]};

public static void loadData() throws IOException {

BufferedReader reader = new BufferedReader(new InputStreamReader (System.in));
text = reader.readLine().toCharArray();

pattern = reader.readLine().toCharArray();

C = Integer.valueOf (reader.readLine());

public static void main(String[] args) throws IOException {

loadData();
int[] result = Wagons.solve();
System.out.println(result[0] + " " + result[1]);

40



N

7 Urceni LCG z posloupnosti vygenerovanych cisel

Linedrni kongruentni generator (LCG) je trojice celych kladnych ¢isel (A, C, M), kterd se pouziva
ke generovani pseudondhodnych ¢isel podle vzorce

Zpt1 = (Az, + C) mod M

aplikovaného opakované na zvolenou pocateéni hodnotu xg (tzv. seed). Generovand posloupnost
dosahuje maximalni mozné periody délky M pravé tehdy, kdyz soucasné plati nasledujici podminky
(Hull-Dobellova véta):

e (' a M jsou nesoudélnd ¢isla,
e kazdy prvociselny faktor M deli A —1,
e pokud 4 déli M, pak 4 déli také A — 1.

Uloha

Je déna posloupnost ¢isel z1,...,xyN, kterd vznikla opakovanym generovanim po sobé jdoucich
hodnot za pouziti nezndmého LCG (A, C, M) s plnou periodou.

Plati, z2e M < Mpax, kde My ax je zadand horni mez. Také vime, ze M je druhd mocnina
soucinu nékolika ruznych prvocisel z intervalu [5, Pyax], neboli

M = (pip2...pr)?

s ruznymi prvocisly p;, pficemz kazdé z nich neni mensi nez 5 a neni vétsi nez Pp.x. Pocet téchto
prvocisel (faktoru M) vak nenf zndm.
Cilem je urcit parametry pouzitého generatoru.

Pokyn
Uloha vyzaduje Fesit rovnice typu az mod b = ¢ pro nezndmou z a kladnd, celd ¢isla a, b, ¢ (jde o
tzv. linedrni kongruenci v jedné nezndmé). Pokud je ged(a,b) = 1, pak v intervalu [0, b— 1] existuje
jediné FeSeni a spocita se

z=c-a ! modb,
kde a~! je moduldrni multiplikativn{ inverze ¢ modulo b, jez lze uréit pomoci rozsfieného Eukleidova

algoritmu.

public long multiplicativeInverse(long a, long modulus) {

long s = 0, r = modulus, old_s = 1, old_r = a;
while (r !'= 0) {
long quotient = old_r / r;

long temp = r;

r = old_r - quotient * r;
old_r = temp;

temp = s;

s = old_s - quotient * s;
old_s = temp;

}

return old_s < 0 7 old_s + modulus : old_s;
}
Vstup

Vstup se skladéd ze dvou radku. Prvni fadek obsahuje ¢isla Ppax, Mmax, IN oddélend mezerami.
Druhy fddek obsahuje N pseudonahodnych ¢isel oddélenych mezerami. Plati nasledujici omezeni:

5 < Prax < 503, 52 < Mpax < 2-10'%, 10 < N < 30.

Je zaruceno, ze existuje pravé jedno feSeni.
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Vystup
Vystup obsahuje jeden tadek s ¢isly A, C', M oddélenymi mezerami.

Priklad 1
Vstup

11 250 10
10 14 8 17 16 56 9 3 12 11

Vystup

11 4 25

Priklad 2
Vstup

13 287 10
31 48 30 26 36 11 0 3 20 2

Vystup

22 3 49

Priklad 3
Vstup

31 106305 10
24787 37631 1646 44850 39225 48780 9506 49421 40507 46773

Vystup
7338 194 64009

Pozndmka: 64009 = 112232,

Priklad 4
Vstup

23 1016255 15
25862 130986 69020 136414 36718 66382 77181 69115 42184 144613 79952 144651 42260 69229 77333

Vystup
45816 19 148225

Pozndmka: 148225 = 5272112.

Reseni tlohy
— Abstraktni jadro tlohy —

Abstraktni jadro pfimo plyne z formalniho zadani ulohy.
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— Rozbor a postup —

Nejprve sestrojime seznam kandidatu na prvociselné faktory modulu M. K tomu pouzijeme Era-
tosthenovo sito a vygenerujeme vSechna prvocisla z intervalu [5, Ppax], jejichz druhd mocnina
nepiesahuje My ax. Zaroven odstranime ta prvocisla, kterd jsou zjevné piilis mald, jelikoz musi
platit M > max¥ ,(z;), kde {z;}, je zadand posloupnost vygenerovanych é&fsel. Tim ziskame
pole primesM potencidlnich faktora modulu M.

V dalsi fazi rekurzivné generujeme vSechny podmnoziny mnoziny primesM. Kazdé prvocislo
bud do rozkladu zahrneme, nebo jej vynechdme, piiéemz rekurze pokracuje pouze v piipadé, Ze
soucin zatim vybranych faktort nepiekro¢i v/ My,ax. Kazd4d takovdato podmnozina dava kandidétni
hodnotu modulu M, ktera je nasledné testovana ve funkci evaluate, kde se pokusime dopocitat
odpovidajici parametry A a C. Vyuzijeme vztahu pro diferenci mezi dvéma po sobé vygenerovanymi
hodnotami:

Ti42 — Ti+1 = A(xi+1 — xz) (Il’lOd M)

Oznatme A; = x; 41 — x;. Pokud plati ged(A;, M) = 1, lze parametr A urcit jednozna¢né pomoci
modulérn{ inverze:
A= (A - A7Y) mod M.

V piipadé, ze je A; nesoudélné s M, vypocet neprovadime a zkouSime dalsi index i. Jelikoz je k
dispozici az 30 hodnot, s vysokou jistotou nalezneme vhodny pér rozdila.
Jakmile médme kandidatni hodnotu A, spoc¢itdéme parametr C' ze zdkladni rovnice generdtoru:

C=ux41— Az; (mod M).

Nakonec pro celou trojici (A, C, M) ovéiime, zda spliuje podminky Hull-Dobellovy véty pro
plnou periodu a zda generuje zadanou posloupnost (simulaci generdtoru).

Jakmile nalezneme vyhovujici trojici, algoritmus se ukonéi, jelikoz zadani garantuje existenci
pravé jednoho FeSeni.

— Asymptoticka slozitost —

Horni mez ¢asové slozitosti nelze vyjadrit jednoduchym uzavienym vztahem, nebot zavisi piedevsim
na poc¢tu moznych kombinaci prvoéiselnych rozkladii modulu M. V nejhor$im piipadeé je slozitost
exponencialni vzhledem k poc¢tu kandidatnich prvocisel, avsak v praxi je mnozina velmi omezend
hornimi mezemi Ppax @ Mpyax. Pro kazdého kandidata na M je dopocitani a ovéfeni parametru
linedrni v N, tedy O(N).

Celkoveé je navrzeny algoritmus pro zadané limity dostatecné rychly.

— Implementaéni poznamky —

Pii vypoctech s hodnotami blizkymi 10'® je nutné zabranit preteceni celoéiselného typu long. Proto
je modularni nasobeni realizovdano pomoci funkce moduloMult(a, b, M), kterd provadi nasobeni
opakovanym zdvojovanim a s¢itdnim v modulu M.

Java kéd
package pal;

import java.io.x;
import java.util.*;

public class SeqToLCG {

public static long M_max, maxMsqrt, minMsqrt;
public static int P_min, P_max, N;

public static longl[] genSequence;

public static int[] primesM;

public static boolean[] used;
public static long A, C, M;

public static long inverse(long a, long modulus) {
long s = 0, r = modulus, old_s = 1, old_r = a;
while (r != 0) {
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long quotient = old_r / r;
long temp = r;

r = old_r - quotient * r;
old_r = temp;
temp = s;
s = old_s - quotient * s;
old_s = temp;

}

return old_s < 0 ? old_s + modulus :

public static int[] sieve(int min, int

old_s;

max) {

boolean prime[] = new boolean[max+1];

for (int i=0; i<=max; i++)
prime[i] = true;

for (int p = 2; p*p <=max; p++) {
if (primelp]l == true) {

for (int i = p*p; i <= max; i += p)

prime[i] = false;

}

List<Integer> list = new ArrayList<>();

for (int i = min; i <= max; i++) {
if (prime[i] == true)
list.add(i);
}

int[] res = new int[list.size()];

for (int i = 0; i < list.size(); i++)

res[i] = list.get(i);
return res;

static long moduloMult(long a, long b,

long mod) {

long res = 0;

a %= mod;
while (b > 0) {
if (b & 1) > 0)
res = (res + a) % mod;
a= (2 % a) % mod;
b >>= 1;
}

return res;

public static boolean isCoprime(long num) {
for (int i = 0; i < used.length; i++)
if (used[i] && num % primesM[i] == 0)

return false;
return true;

public static boolean checkA(long a, long m) {

a -=1;

for (int i = 0; i < used.length; i++)

if (used[i] && a % primesM[i]
return false;
if Mm% 4==0¢& a%4 '=0)
return false;
return true;

public static boolean checkSequence(long a, long c, long m) {

1= 0)

for (int i = 0; i < genSequence.length-1; i++) {
if (genSequence[i+1] != (moduloMult(a, genSequencel[i], m)+c)%m)

return false;
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84 }

85 return true;

86 }

88 public static boolean evaluate(long m) {
89 long a = -1, ¢ = -1;

N for (imt i = 0; i < N-2; i++) {
91 long delta = genSequence[i+1] - genSequence[i];
92 if (delta < 0)

93 delta += m;

94 if (!isCoprime(delta))

95 continue;

96 long inv = inverse(delta, m);

97 long delta2 = genSequence[i+2] - genSequencel[i+1];

08 if (delta2 < 0)

99 delta2 += m;

100 a = moduloMult(delta2, inv, m);

101 c = genSequence[i+1] - moduloMult(a, genSequencel[i], m);
102 if (c < 0)

103 c += m;

104 break;

105 }

106 g (a == ‘1)

107 return false;

108 if (checkA(a, m) &% isCoprime(c) && checkSequence(a, c, m)) {
109 A= a;

110 C = C;

111 M = m;

112 return true;

113 ¥

114 return false;

115 i

116

117 public static void generateFactors(int index, long prod) {
118 long m = prod*primesM[index];

119 if (m > maxMsqrt)

120 return;

121 if (m >= minMsqrt) {

122 used[index] = true;
123 if (evaluate (m*m))
124 return;

125 used[index] = false;

126 }

127 if (index+1 < primesM.length) {

128 used[index] = true;

129 generateFactors(index+1, m);

130 used[index] = false;

131 generateFactors(index+1, prod);
132 }

133 }

134

135 public static long[] solve() {

136 P_min = 5;

137 long M_min = O;

138 for (int i = 0; i < genSequence.length; i++)
139 if (genSequence[i] > M_min)

140 M_min = genSequence[i];

141 minMsqrt = (int)Math.floor (Math.sqrt(M_min));
142 maxMsqrt = (int)Math.floor(Math.sqrt(M_max));
143 primesM = sieve(P_min, P_max);

144 used = new boolean[primesM.length];

145 generateFactors(0, 1);

146 return new long[] {A, C, M};

149 public static void loadData() throws IOException {
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BufferedReader reader = new BufferedReader (new InputStreamReader (System.in));

StringTokenizer tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());
P_max = Integer.valueOf (tokenizer.nextToken());

M_max = Long.valueOf (tokenizer.nextToken());

N = Integer.valueOf (tokenizer.nextToken());

genSequence = new long[N];

tokenizer = new StringTokenizer(reader.readLine());
for (int i = 0; i < N; i++)
genSequence[i] = Long.valueOf (tokenizer.nextToken());

public static void main(String[] args) throws IOException {

loadData();

long[] result = SeqToLCG.solve();

for (int i = 0; i < result.length; i++) {
System.out.print(result[i]);
if (i < result.length - 1)

System.out.print(" ");
}
System.out.println();
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