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Prioritni fronta

w N

Prioritni fronta (Priority Queue) insert —»

Abstrakini datova struktura
Obsahuje dopfedu neznamy pocet prvki
Prvky jsou vnitfné organizovany dle jejich velikosti
Zakladni operace

e pridani prvku (insert, append, push)

® odebrani nejmensi polozky (pop, top, getBest)
Dalsi operace

® zjisténi poCtu prvku (size, isEmpty)

e Cteni od zacatku (bez zmény polozek)

® zména prvku

3¢ FACULTY
‘V% OF ELECTRICAL
ENGINEERING

CTU IN PRAGUE

Priority
queue

— pop

q PQ O
q.insert (10); q.insert(-1); q.insert (6)
print(q.pop(), q.pop(), q.pop())

-1 6 10
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Prioritni fronta oS erticmen

Varianty
® Min-fronta — pop () vraci nejmensi prvek
® Max-fronta — pop () vraci nejvétsi prvek
® Prvky obsahuji kli¢ a hodnotu, vnitiné jsou prvky fazeny dle klice
e Zasobnik a fronta jsou specialnim pfipadem prioritni fronty
® prvky maji prioritu dle pofadi jejich vlozeni
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Prioritni fronta JoR scinie:

Aplikace
e Prioritni fronta je zakladni ADT pro mnoho algoritm

Hledani k nejmensich (nejvétsich) prvku

Prioritni rozvrhovani a planovani

Hledani cest v grafech (napf. Dijkstrlv algoritmus)

Vypocet kostry grafu (Primdv algoritmus)

Heapsort

Huffmanovo koédovani

Informované prohledavani stavového prostoru — napf. best-first
search

* Casova slozitost O() uvedena u nékterych algortm( predpoklada pouziti
prioritni fronty

4/28



Prioritni fronta fol B
e Prioritni frontu Ize vnitfné implementovat rdznymi zpUsoby
e Napftiklad naivni imlementace polem x:

® Prvky pfidavame funkci x. append ()
® pop() nejdfive najde index nejmensiho prvku i a vrati x.pop (i)
® remove(y) najde index i/ prvku y, a smaze ho x.pop(i)

Implementace insert () pop ) remove ()
prioritni fronty ~ vkladani prvku nalezeni maxima odebrani prvku
Pole o) o(n) o(n)
Binarni strom O(log n) O(log n) O(logn)

Binarni halda O(log n)? o(1) O(log n)

e Binarni halda je velmi efektivni zplsob implementace prioritni fronty

Tprimerné O(1) pro n prvkad, nejhife O(log n)
5/28



TY

Binarni halda i A

Binarni halda (binary heap): binarni strom sestaveny z prvkd

Min-halda
e Koren stromu obsahuje nejmensi prvek
e Vlastnost min-haldy haldy: uzel neni vét$i nez (oba) jeho potomci

x[parent] < min(x[left], x[right])

parent

é%/@‘@“
Max-halda

e Obdobné jako min-heap, ale kofen obsahuje nejvétsi prvek a vlastnost
haldy je
X[parent] > max(x[left], x[right])
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Binarni halda: implementace

® Binarni haldu Ize efektivné implementovat v poli
® Pokud P je index rodiCe, pak index levého (L) a pravého (R) potomka je:

L=2P+1 R=2P+2

o(2)
G e

/ \4 }/
@ @ @

TN A
12[3]6]8]6]8]
N SX A

* Vypocet indexu rodiCe P na zakladé indexu levého a pravého potomka
P=(L-1)//2=(R-1)//2
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TY

Binarni halda: implementace JeR sz

Poznamka

e Pozor na indexovani

¢ V Pythonu (C/C++, Java . ..) indexujeme pole od nuly

e V literature se Ize setkat s jinym popisem haldy, kde se pfedpoklada
indexovani od jedné

e \ takovém pripadé je tfeba upravit vypocéet L,R a P

I 2.3 4.5 6 7 8 9 10

[16[1a]10] 8 [7]9[3]2]4]1]
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FACULTY

Binarni halda: definice tridy

class MinHeap:

e Vytvofime tfidu Heap

1
2 def __init__(self):

® Pole pro reprezentaci haldy: j self.heap = []

self.heap 5 def insert(self, item):

e Hlavni metody: 6 pass #next slides

7
® insert, pop 8 def pop(self):

9 pass #next slides

® Pomocné metody: 10

* bubbleUp, bubbleDown 11 def bubbleDown(self, idx):

12 pass #next slides

13

14 def bubbleUp(self, idx):
15 pass #next slides

Predpokladané pouziti

h = MinHeap ()

h.insert(1); h.insert(-4); h.insert (10)
print (h.top()) #should return -4
print(h.top()) #should return 1
print(h.top()) #should return 10

a o~ W N =
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(7) @

0

e -7: samotny prvek v haldg, vlastost haldy je splnéna
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(5) /@ parent=0
@ idx=1

e -2:vlastnost haldy je spinéna — neni tfeba prfehazovat prvky
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(5) @
/

¢ 1:vlastnost haldy je splnéna — neni treba pfehazovat prvky
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FACULTY
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Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(5) @

Q) ©

0 1 2
e -5:vlastnost haldy je porusena — rodiC je vétsi nez nové vlozeny prvek
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(4) @

'

O,

0 1 2 3
e -5:vlastnost haldy je porusena — rodiC a nové vlozeny prvek vyménime
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FACULTY
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Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(4) /@\
/@ parent=1 @

(:::) idx=3

0 1 2 3
e -5:vlastnost haldy je porusena — rodiC a nové vlozeny prvek vyménime
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FACULTY
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Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(4) /@\
/@ parent=1 @

(:::) idx=3

0 1 2 3
e -5: po vyméne je vlastnost haldy spinéna
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FACULTY
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Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(4) @

'

@

0 1 2 3
e -5: po vyméne je vlastnost haldy spinéna
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FACULTY
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Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(4) /@ parent=0

e -5: po vyméne je vlastnost haldy spinéna
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: insert i A

e Novy prvek vkladame na konec pole: self.heap
e Poté se provede “probublani nahoru”: self.bubbleUp()

® pokud prvek idx (a jeho rodi¢ parent) porusuje vlastnost haldy,
jsou vyménény
® probublani pokracuje s rodi¢em, pak s jeho rodiem ...
Priklad vkladani prvka: -7, -2, 1, -5

insert(4) @

'

@

0 1 2 3
e -5: po vyméne je vlastnost haldy spinéna
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: insert ENCINCERING

def add(self, item):
self .heap.append(item)
self .bubbleUp(len(self.heap) -1)

def bubbleUp(self, idx):
while idx > O:
parent = (idx -1)//2
if self.heap[parent] > self.heap[idx]:
self .heap[parent], self.heap[idx] = self.heapl[idx],
self .heap[parent]
idx = parent

© 00 N OO O~ WD =

o

10 11 12 13 14

1 2 3 5 6 7 8 9
[0l-9]-9]0]-5]-5]5]5[3]0]-2[-2]-2[7]9]
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Binarni halda: pop Fe it
® pop(): vraci nejmensi prvek v haldé (min-halda) a smaze ho
* Nejmensi prvek na prvni pozici: self.heap[0]

e Posledni prvek se pfesune na prvni prvek a halda se upravi “bublanim
dol(” — bubbleDown ():
® pokud je prvek vétsi nez jeden z jeho potomkd, tak se s nim vyméni
® vymeéna probiha vzdy s men§im potomkem
® vyména pokracuje s jeho potomkem atd ...

def pop(self):
if len(self.heap) == 0:
return None
if len(self.heap) == 1:

return self.heap.pop()
v = self.heap[0]
self .heap [0] = self.heap.pop()

self.bubbleDown (0)
return v

- O © © N O g &~ W N =
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Binarni halda: pop

® pop() Nejmensi prvek je -9
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ACULTY

Binarni halda: pop FeR Hieme

pop(): return -9

@

/ Yo @
@

[o[-7]-6[-4[3]7]2]4]

e pop() uloZzime si ho pro pozdéjsi pouziti
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ACULTY

Binarni halda: pop W Gt

pop(): return -9 O

o @

&
@

[ ToTe[4l3]7]2]

* pop() posledni prvek z pole pfesuneme na prvni prvek
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ACULTY

Binarni halda: pop W Gt

pop(): return -9 @

o @

&
®

[:[-7]-6[-4[3][7]2] |

* pop() posledni prvek z pole pfesuneme na prvni prvek
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Binarni halda: pop o G

pop(): return -9 @ﬁ

odl

/ \@ @/ \@

BEENEER

® pop () bubbleDown: porovname rodice s nejmensim z potomku
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ACULTY

Binarni halda: pop W s

pop(): return -9 @ﬁ

o g

/ \@ @/ \@

[o[7T4]4[3]7]2]

e pop() bubbleDown: pokud je rodi¢ vétsi, vyménime

13/28



ACULTY

Binarni halda: pop Fe e

pop(): return -9

o @

/ \@ @/ \@

[8[-7]4]4[3[7]2]

e pop() bubbleDown: nyni je spinéna podminka haldy, bubbleDown kon¢&i
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Binarni halda: pop

0 N o g~ N =

N = O ©

13

15

CTU IN PRAGUE

def bubbleDown(self, idx):
n = len(self.heap)
while idx < n:

left = 2xidx+1

v = idx
if left < n and self.heap[left] < self.heapl[idx]:
v = left

right = 2xidx + 2
if right < n and self.heap[right] < self.heaplv]:
v = right
if v != idx:
self .heap[v], self.heap[idx] = self.heap[idx],
.heap [v]
idx = v
else:
break

self
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FACULTY

Binarni halda: pop ol

CTU IN PRAGUE

def pop(self):
if len(self.heap) == 0:
return None
if len(self.heap) == 1:

return self.heap.pop()
v = self.heap[0]
self .heap [0] = self.heap.pop()

self.bubbleDown (0)
return v

- O © © N O g &~ W N =
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: pouziti ST

1|from minHeap import MinHeap

2

3la = [ 10, 1,2, -2, -1, 0, 5, 5 1]

4| print (a)

5{h = MinHeap ()

6| for item in a:

7 h.add (item)

8

9| while not h.isEmpty ():

10 print(h.pop(), end="_ ")
(10, 1, 2, -2, -1, 0, 5, 5]
-2 -1 0125 5 10

e Tfida MinHeap je implementovana v souboru minHeap . py
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Binarni halda: MaxHeap F e

* RozSsifeni MinHeap na MaxHeap

e Jedina zména je v definici “vlastnosti haldy”, toto se pouziva v
bubbleUp () a bubbleDown()

e Soubor maxHeap . py obsahuje tfidu MaxHeap

from maxHeap import MaxHeap

a = [10,-1,4,0,-5,3,3]
h = MaxHeap ()
for i in a:

h.add (i)

print (h.heap)
while not h.isEmpty():
print(h.pop (), end="_," )

© 0o N O g » W N =

(1o, o, 4, -1, -5, 3, 3]
10 4 3 3 0 -1 -5
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Binarni halda: vytvoreni haldy

® Vytvofeni haldy z pole

e Postupnym pfidavanim prvkid add ()
* slozitost O(nlog n)

* “Heapify”

® pole Ize povaZzovat za haldu s tim, Ze se opakované vola
bubbleDown ()
* slozitost O(n)
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Binarni halda: heapify ST

* Heapify méni pole tak, aby splnilo vlastnost haldy

from minHeap import MinHeap
from maxHeap import MaxHeap

def heapify(a,type=MinHeap):
""" in-place create of heap from array a
h=type () #either MinHeap of MaxHeap
h.heap=a #put all data in a into heap
for i in range((len(a)-1)//2,-1,-1):
h.bubbleDown (i)
return h

nun

O © ® N O g b~ WND =

from heapify import heapify
from minHeap import MinHeap

a = [10,-1,2,-4,5,6]
h = heapify(a, MinHeap)
print (h.heap)
while not h.isEmpty():
print (h.pop(), end = " ")

0 N o g~ N =

[-4, -1, 2, 10, 5, 6]
-4 -1 2 5 6 10
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CTU IN PRAGUE

Razeni s vyuzitim haldy

¢ Data jsou vloZena do haldy
e Opakované odebirame nejmensi prvek, vysledkem jsou setfidéna data
e Slozitost O(nlog n)

from minHeap import MinHeap
a = [10, -1, O, O, -4, 14, 2]
h = MinHeap ()

for i in a:

h.add (i) (1o, -1, 0, 0, -4, 14, 2]

0 N o oA WD =

sortedA = []
while not h.isEmpty ():
sortedA.append( h.pop() )

w N - O O

print (a)
print (sortedA)

>
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Heapsort Fe it

In-place t¥idici algoritmus

Ze vstupniho pole vytvofime MaxHeap
Nejvétsi prvek je na pozici [0], délka pole je n
ProvSechnai=n—-1,n-2,...,0:

® vyménime prvek na pozici [0] s prvkem i

°*n=n-1

® upravime polozky 0, ..., ntak, aby byla spInéna vlastnost haldy,
pouzijeme bubbleDown ()

Slozitost (nejhorsi i primérna) O(nlog n)
Neni potfeba pomocné pamét
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Heapsort

CTU IN PRAGUE

# Algoritmus heapsort
# Jan Kybic, 2016
def bubble_down(a,i,n):
while 2*i+1 < n:
j=2*%i+1
if j+1 < n and aljl < alj+1]:
j+=1
if alil<aljl:
alil,aljl=aljl,ali]

i=j

0 N OO oA WD =

- O ©

12| def heapSort(a):

13 """ Setrideni pole na miste
14 n=len (a)

15 for i in range((n-1)//2,-1,-1):

nnn

16 bubble_down(a,i,n)

17 for i in range(n-1,0,-1): # od n-1 do 1
18 al0],alil=ali],alo0]

19 bubble_down(a,0,i)

20 return a
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Heapsort e

CTU IN PRAGUE

from heapsort import heapSort

1
2

sjla = [10,-4,2,2,-1,1,-7]
4| print (a)

5/b = heapSort (a)

6| print (b)

[10) _45 2, 2’ _1’ 1, _7]
[_75 _4’ _1: 1: 2, 2, 10]
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Heapq: python modul o stz

Python (z&kladni knihovna) obsahuje modul heapq
Soubor funkci pro praci s haldou, ktera je ulozena v poli
heappush (h,x) : pfida prvek x do haldy

heappop (h) : odebere prvek z haldy

heapify(h) : vytvori haldu z pole h

import heapq
a = [10,4,2,-5,5,11]

1

2

3

4

5/h = [] #our heap
6| for item in a:

7 heapq.heappush(h, item)
8

9| print (h)

11| for i in range(len(h)):
12 print (heapq.heappop(h), end=" ")

[-5, 2, 4, 10, 5, 11]
-5 2 4 5 10 11
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Radix sort Jo s

e Rychlé tfidéni fetézcl nebo celych Cisel pevné délky
® Pro kazdou Gislici vytvofime pfihradku
e Opakujeme od nejméné vyznamného fadu i

® Kazdy prvek pfidame do pfihradky podle Cislice i
® Obsah pfihradek ztretézime v poradi dle hodnoty ¢islic
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Radix sort

© 0N OO O~ WD =

® Pomocné funkce: urCeni i-té Cislice, a celkového poctu Cislic

¢ FACULTY
%/ OF ELECTRICAL
ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

def numDigits(m):
num = 1
while n > 10:
n = n//10
num+=1
return num

def digit(a,n):
return (a//(10%*n)) % 10

[123, 23, 2, 5, 0, 0, 1, 100]
[o, o, 1, 2, 5, 23, 100, 123]
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Radix sort

0 N OO oA WD =

©

10
11
12
13

15
16
17
18
19
20

FACULTY
OF ELECTRICAL
ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

def radixSortIntegers(a): #a is array of positive ints

maxDigist = numDigits (max(a))

p = [1]

for i in range(maxDigist):
a = sortByDigit(a, i)

return a

def sortByDigit(a,i):

p = [ [ for _ in range(10) ] #buckets for digits 0..9

for value in a:

c = digit(value,i)
plcl.append(value)
result = []

for i in range(len(p)):
result += p[i]l #pl[il
return result

a = [123,23,2, 5,0,0,1,100]
print (a)

b = radixSortIntegers(a)
print (b)

#sort by i-th digit

#put value in c-th bucket

is array

[123, 23, 2, 5, 0, 0, 1, 100]
[o, o, 1, 2, 5, 23, 100, 123]
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