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Rychlost program( a algoritmd e et

e UrcCeni narocnosti vypoctl
® pro vybér vhodné implementace, knihovny, algoritmu
® pro vybér vhodného HW
® v optimalizaci program
 Casova a pamétova naroénost (slozitost)
e Naro¢nost programu (implementace) vs. naro¢nost algoritmu
® Analyza programu (implementace)
® ovlivnéna jazykem, HW, zatézi OS, ...
*® teoretickd analyza + empirické méreni
® typicky méfeno jako “Cas vypoctu”
® Analyza algoritmu

® teoreticka analyza “big-O” notace
® nezavisi na pouZzitém jazyce
e typicky analyza poCtu “zajimavych” operaci
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Rychlost programu (implementace) e et

® Rychlost programu je déale ovlivnéna programovacim jazykem,
zplsobem kompilace . ..

e A samoziejmé typem algoritmu, ktery program realizuje
e Redlny ¢as: doba vykonani programu/jeho ¢asti
® Rozdil mezi asem spusténi a ukon&eni testovaného programu
e Zavisi na rychlosti PC, operacnim systému, velikosti RAM,
cache...
e Zavisi na aktualnim zatizeni PC, pfipadné i na vytizeni periferii
e CPU ¢as: €as straveny na CPU
NizS8i nez redlny Cas
Zavislost na PC, operacnim systému, . ..
Nezavisi na aktualnim vytizeni
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a A~ W N =

[ I

Ukazeme si Spatné a dobré méreni
Mame dvé verze (lisi se pouzitim knihovny numpy)
programl.py

FACULTY
OF ELECTRICAL

ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

import insertionSort as IS

import random, time

a = [ random.random() for _ in range (1000) ]
IS.insertionSort (a)

program2.py

import insertionSort as IS

import random, time

import numpy

a = [ random.random() for _ in range (1000) ]
IS.insertionSort (a)
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FACULTY

Empirické méreni: nevhodné Sheimsemi:

CTU IN PRAGUE

o> A W N =

Béh programu zméfime na pfikazové fadce jako realny ¢as béhu
> time python3 programl.py

real Om0 ,076s
user Om0 ,067s
sys Om0,009s

Pro dalsi rozhodovani budeme pouzivat ¢as ‘real’
Stejny zplsob méfeni mizeme dosahnout i v Pythonu

import time

a = [-i for i in range (10000) 1]
tl = time.time()

b = a.sort() #merena operace
t2 = time.time ()

print (t2-t1) #real-time
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Empirické méfeni: nevhodné RS Hitimen

CTU IN PRAGUE

e Vysledky méfeni:

> time python3 programl.py:real je 1.23s

> time python3 program2.py:realje 1.21s
® MUzeme provést zavér, ze program?. py je rychlejsi, nez programl.py ?
* Uvedte argumenty pro a proti!
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Empirické méfeni: nevhodné o i

CTU IN PRAGUE

e Zméfenim obou programi (na stejném PC)
> time python3 programl.py:real je 1.23s
> time python3 program2.py:realje 1.21s
® MUzeme provést zavér, ze program?. py je rychlejsi, nez programl.py ?
Proc¢ je tento zptisob feseni nevhodny

e Jednobodové méfeni — je zatizeno chybou (aktualni zatizeni
procesoru, diskd .. .)

¢ Nutnost opakovani méfeni a statistického porovnani
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Empirické méFeni: spravné o i

* Vice méfeni (Cim vice, tim Iépe), zde pouzijeme 100 méfeni
e programi.py: = 0.0808, o = 0.11
e program2.py: t = 0.3283, o = 0.089

V prdméru je programl.py ~ 4x rychlejSi nez program?2.py

time [s]
12
10
0.8
0.6
0.4 e . program?2
02 A j\ programl
>
20.0 40.0 60.0 80.0

trial
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FACULTY

Empirické méfeni: spravné Shele

CTU IN PRAGUE

a A~ W N =

a A W N =

Ddvodem pomalého béhu program?. py je importovani knihovny numpy
Knihovna numpy se ale nepouziva

programl.py

import insertionSort as IS

import random, time

a = [ random.random() for _ in range (1000) ]
IS.insertionSort (a)

program2.py

import insertionSort as IS

import random, time

import numpy

a = [ random.random() for _ in range (1000) ]
IS.insertionSort (a)

Dobra praxe: importujeme pouze knihovny, které pouzivame
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Empirické méreni: zavér it

e Zname (prdmeérné) chovani programu na vstupu velikosti n = 1000
e Pramér ze 100 méreni

e Meéreni je validni pro jedno PC, nelze ho zobecnit

e Nezname chovani pro jinak velké vstupy a pro jiné PC/OS

e Empirické méreni zkouma vlastnosti programu, nikoliv algoritm0

Lo 1y time [s]

1.0

0.8

0.6

0.4 2 . . program?2

02 A j\ programl

20.0 40.0 60.0 80.0 tl‘l:l
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Casova slozitost (Time complexity) Fe Gl

e ZpUsob analyzy algoritmu

* Najdeme funkci T(n), ktera popisuje ¢asovou (nebo pamétovou)
naroc¢nost algoritmu

* Velikost vstupu je n

napf. velikost vstupnich poli pro sefazeni
celkovy pocet bitli na vstupu

pocet vrchold/hran v grafech

velikost matic

atd. podle konkrétniho algoritmu

e Funkce T(n) nejCastgji popisuje

* kolik “vybranych operaci” se provede (Casova narocnost)
® kolik paméti (v RAM/HDD) bude tfeba k vyfeSeni tdlohy
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Asymptoticka &asové sloZitost W B

e Chovani algoritmu T(n) nas zajima pouze pro velkd n — co
e Multiplikativni a aditivni konstanty zanedbame
® Pomaleji rostouci ¢asti T(n) zanedbame
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O(): big-O notace W i
e Necht f(n) : N — R§

f(n) je O(g(n)) pokud existuji konstanty np > 0 a ¢ > 0 takové, Ze
f(n) < cg(n) pro vSechna n > ng

A gi(n) T(n)

ga2(n)

v

i
o

® g»(n) neni horni odhad T(n)
® g¢(n) je horni odhad T(n) pro n > ny. = T(n) je O(g1(n))
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O(): big-O notace W i

A gi(n) T(n)

g2(n)

o

Pfiklad
e T(n)=2n*+3+4n
* gi(n) = n? je hornim odhadem T(n) pro n > ny
* Rikame, ze T(n) = 2n? + 3+ 4n je O(?)
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O(): big-O notace W i

® T(n)=2n?+3+4n

* g¢(n) = n? je hornim odhadem T(n)

* Rikame, ze T(n) = 2n? + 3+ 4n je O(?)
ga(n)

g3(n)
A g1(n) T(n)

:/‘

o

e Odhadem T(n) jsou i dal$i funkce, napf. O(n®) nebo O(n'%)
e Uvadime ten nejlepsi znamy odhad
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O(): big-O notace o stz

f(n) e g(n) pokud ||m % =1

— OO

* Misto f je O(n®) pieme f ~ O(n®)

f(n) ~g(n) O

4n® +n 4 O(r?)

4P + n + 123456 4 O(mR)

4n? +10%n an?  O(r?)

4r? 4+ 0.01n° 0.01n®  O(n®)
n(n—1)(n-2) n o(n®)

4r® +100m +1000n+5000 4  O(n®)

® Pro polynomy uvazujeme jen ¢len nejvyssiho fadu
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O(): big-O notace W i

4n® 4+ 100n? 4+ 1000n + 5000 je O(n®)
e Pokud n > 100, pak
= n®>100n?,
= n®>1000n,
= n® > 5000
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3¢ FACULTY
V% OF ELECTRICAL
W

Asymptotickd notace ©

ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

e Necht f(n) : N — R§
f(n) je ©(g(n)) pokud existuji konstanty ¢; > 0,¢, > 0 a n, > 0 takové, Ze
c1g(n) < f(n) < c2g(n) pro vSechna n > ng

T(n)

cag(n)

crg(n)

v

A
)

© 4 +100r2 je O(?) ale i O(n*), O(r), ...
* 4n® +100n° je pouze ©(n®), nikoliv ©(n*), ©(n°) ...
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TY

Asymptoticka notace © o stz

* O() notace

f(n) je O(g(n)) pokud existuji konstanty np > 0 a ¢ > 0 takové, ze
f(n) < cg(n) pro vSechna n > ngy

* O() notace

f(n) je ©(g(n)) pokud existuji konstanty ¢ > 0,c, >0a n, >0
takové, ze cig(n) < f(n) < cxg(n) pro vSechna n > ny

v v v

® O() presnéjsi, ale je t&28i ji najit
e V praxi se pouziva prevazné O()
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Druhy odhadti feR st

* Pramérna slozitost (Average complexity)

® zavisi na datech (co jsou “typicka” data?)
® slozita teoretickd analyza
® |ze odhadnout experimentalné (vyZaduje znalost ‘typickych’ dat)

* Nejhorsi slozitost (worst-case complexity)

® |ze odhadnout teoreticky
® experimentalné nelze

e Slozitost algoritm mlzZe byt zavisla na vice parametrech
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Ptiklady Y i

Hledani prvki v poli

t|def findItem(x,query): #x is list
2 for item in x:

3 if item == query:

4 return True

5 return False

6

7la = [0,1,0,2]

g|print ( findItem(a, 0 ) )

ol print ( findItem(a, "O0") )

e Slozitost O(n) (n je velikost vstupniho pole)

21/37



Pfiklad uréeni sloZitosti W Gt

Hledani prvku putlenim intervalu

1|def binarySearch(x, query):
2 L =20

3 R = len(x)-1

4 while L <= R:

5 M = (L+R) // 2

6 if x[M] == query:
7 return M

8 if x[M] > query:
9 R = M-1

10 else:

1 L = M+1

12 return -1

e V kazdé iteraci zmensujeme velikost prohledavaného intervalu na
polovinu

e Slozitost O(log n)
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PFiklad uréeni slozitosti g

BubbleSort
1|def bubbleSort(x): #x is list
2 for r in range(len(x)-1,0,-1): #r is used
3 change = False
4 for j in range(r): #j = 0..r-1
5 if x[j] > x[j+1]:
6 x[31,x[j+1]1 = x[j+11, =x[j]
7 change = True
8 if not change:
9 break
ola = [ 10,-10,0,1,-3,4,4]
1|print (a)
12| bubbleSort (a)
13| print (a)

® VnéjSi smycka probéhne n-krat, vnitini smycka probéhe nejvyse n-krat
e Slozitost O(n?)
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Priklad urceni slozitosti e

CTU IN PRAGUE

SelectionSort

1|def selectionSort(x): #x is list

2 for r in range(len(x)-1):

3 minidx = r

4 for j in range(r+1,len(x)):
5 if x[j] < x[minidx]:

6 minidx = j

7 x[minidx], x[r] = x[r], x[minidx]
8

9|a = [7,42,-3,0,5,1,1]

10| selectionSort (a)

1|print (a)

* Slozitost O(n?)
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3¢ FACULTY

Slozitost fazeni JoR scinie:

* Radici algoritmy zalozené na porovnani (operator <)
e Kolik téchto porovnani je tfeba, aby se sefadilo pole n poloZzek?
e Graf porovnani pro tfi prvky xi, X2, X3

117I27z3 @ m

L1, T3, T2 903,9017172

T2,T3,T1

3, T2,T1
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Slozitost fazeni fo Hane
e Pocet listll je 2", kde h je hloubka rozhodovaciho stromu
e Strom musi byt schopen pro jakoukoliv vstupni permutaci udélat
rozhodnuti — obsahovat list
2h
log, Nn!

n!
h

IV IA

e Stirlinglv vzorec
log(n!) = nlog n — n+ O(log n)

* Nejvyssi ¢len je zde nlogn

¢ Porovnavaci fadici algoritmus potiebuje nejméné nlog n porovnani
k sefazeni pole n polozek

* Razeni (porovnavaci) ma slozitost O(nlog n)
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Priklad urceni slozitosti JoRY st

CTU IN PRAGUE

1{N = 100

2li = N

3lb = 1

4lwhile i > O:

5 bx=1i

6 print (b,i)
7 i //= 2

e Pllime interval N, N/2, N/4 atd..
e Slozitost O(log n)
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FACULTY

Priklad urceni slozitosti i A

CTU IN PRAGUE

1{N = 100

2/i = N

3lb =1

4/while 1 > N//2:
5 b*x=1i

6 print (b,i)
7 i //= 2

e SlozZitost ?
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Priklad urceni slozitosti ENCINCERING

1|def f(n):

2 i =n

3 a =20

4 while i > O0:

5 j =20

6 for k in range(n):
7 j =k

8 a += 1

9 if j >=

10 break
B i=1i// 2

12 return a

13

4| for n in range (10000):
5 print(n, f(n))

e Slozitost ?
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FACULTY

Ptiklad uréeni sloZitosti i, F

n = 100
a =1
for i in range(m)):
for j in range(i,n)):
a += 1

a o~ w N =

e Slozitost ?
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Priklad urceni slozitosti

a o~ w N =

OF ELECTRICAL
ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

n = 100
for a in range(l,n):
j =1
while j < n:
j += a

e Slozitost ?

31/37



Nasobeni matic fe Hatiamen

e Mame n x nmatice A, B a poCitame C=A-B
Napftiklad pro matice 2 x 2

ay ain by b2
A = y B =
[321 322] [b21 bzz]
c— [011 C12} _ [3111911 + aiobo1  ay1bi2 + ai2b
Co1 Cop ax1b11 + @bzt @21b12 + ax0boo

kde aj, by, cij € R
Standardni nasobeni matic vyZaduje 8 nasobeni a 4 scitani
Nasobeni velkych étvercovych matic — Strassendv algoritmus
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Nasobeni matic oS erticmen

CTU IN PRAGUE

e Mame n x nmatice A, B a poCitame C=A-B
¢ Naivni algoritmus pro matice n x n

1|#a,b,c are square matrices n x n

2|#c is assumed to be n x n matrix of =zeros
3lfor i in range(mn):

4 for j in range(mn):

5 for k in range(n):

6 cl[il[jl += alillk]l * bl[k]l[j]
7|#result is in c

e Slozitost O(n®)
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Blokové nasobeni ¢tvercovych matic F e

* Necht mame matici, jejiz pocet prvki je mocnina 2: A, B, C jsou matice
2k x 2k = nx n, kde n = 2k

e Tyto matice Ize reprezentovat po blocich

Aj jsou Ctvercové matice

an a2 a3 ... Aain
A a1 dxp axa ... dop Ay A
ol . 1| A Ax
am  apm ... ann

Standardni nasobeni velkych matic (rekurzivné po blocich)
¢ 8 nasobeni Ctvercovych matic a 4 scitani Ctvercovych matic

_ |A11 Ag2 _ |B11 B2
A21 A22 ’ 321 B22

c— Ci1 Crz| _ {A11B11+A12321 A11B12+A12322]
Coi Cx A>iBiy + AoBry  AxiBix + AxBo
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CTU IN PRAGUE

Strassenlv algoritmus JRRS Ersscmmen

* Necht mame matici, jejiz pocet prvki je mocnina 2: A, B, C jsou matice
2k x 2k = nx n, kde n = 2*

My = (A1 + Ax)(B11 + Boo);

M = (A21 + A22)Bi1; C- [C” C12]
M; = Ay1(B12 — B22); Cor Cz
M, = Ax(Bot — Biy); Ci1 =M + M, — M5 + My
Ms = (A1 + A12)Bag; Ci2=M3+Ms

Cor =My + M,

Mg = (Az1 — Ay1)(B11 + B12); Cos = My — My + Ms + M

M7 = (A2 — Ax)(B21 + B2o),

e Strassenuyv algoritmus potfebuje 7 nasobeni
e Matice se rekurzivné nasobi (blokoveé) az dojde na nasobeni matic 2 x 2
¢ Potfebuje ale vice operaci s¢itani/odc¢itani
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Ptiklad ur¢eni slozitosti JeR sz
Detekce kolizi mezi dvéma polygony
e Polygon je sekvence vrcholl

® VStup: P= ((X1ay1)7 cee (Xna}/n)) a Q - ((X17y1)a s (Xma}/m))
e Detekce kolizi (naivné): pro kazdou Use€ku z P spocitat, jestli ma prinik
s néjakou Useckou z Q

vvvvvv

def isCollision(p,q): """ p,q are [[x1,y1], ... [x_n,y_n] ]
for i in range(len(p) - 1): #(n-1)-times
for j in range(len(q) - 1): #(m-1)-times
r = isCrossing(p[il, pli+1]l, qljl, qlj+11)
if r:
return True
return False

N o g~ NN =

* VnéjSi smyCka probéhne (nejvyse) n — 1 krat, vnitfi smyCka probéhne
(nejvySe) m — 1 krat.

® Pocet volani isCrossing() je (n—1)(m—1)

® Slozitost algoritmu je O(mn)

e Kdy nastane ptipad ‘nejvyse’ ?
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Srovnani slozitosti JoR sasimes:

konstatni 0(1) nejrychlejsi
logaritmicka O(log n) velmi rychla (napf. binarni pdleni)
linearni O(n) rychla i pro velka data
O(nlogn) srovnatelnd s O(n)
kvadraticka o(n?) pomalej$i nez linearni, rychle roste s n
kubicka o(nm) pomala
polynomialni  O(n*) pomala
exponencialni  O(b") velmi pomala
o(n!) velmi pomala

* Pro velka data se snazime pouzivat algoritmy s nejmensi sloZitosti

* Pro mala data Ize (v opravnénych pfipadech) pouzit algoritmus s mirné
vySSi slozitosti
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