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Rekurze e i

Rekurze: definice problému pomoci jednodusi varianty stejného problému, od-
kaz sama na sebe

Implementacni pohled 1] def £(x):
o Lo 3 2 return f(x-1)
¢ Rekurzivni volani je pokud funkce vola 3
sebe samu 4/ def a(x):
3 B ; .. 5 b(x)
* Vice funkci se vola navzajem 6
L, 7| def b(x):
Algoritmicky pohled 8 alx)
¢ Rekurze je zpusob feSeni problém
® Rozdél a panuj (Divide and Conquer)
® feSeni problému je zalozeno na Xn1 = (1 = Xn)
feSeni jednodussi varianty stejného
roblému
P Fn= n—1 + Fn—2

e Rekurzivni definice matematickych funkci Fo=F =1
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Rekurze: implementaéni pohled JeR sz
® Funkce vola samu sebe
e Bez ukoncovaci podminky vznika nekonecny cyklus
 Prakticky je poéet volani omezen operagnim systémem (~ 102 volani)
e PtekroCeni tohoto limitu vede na chybu programu

1|def f(x): #nekonecna rekurze
2 return f(x-1)
3
4| £(10)
f(x)

[Previous line repeated 996 more times]
RecursionError: maximum recursion depth exceeded

e P¥i pouziti rekurze je tfeba vzdy uvést ukoncovaci podminku
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Rekurze: implementaéni pohled Fe it

* P¥i pouziti rekurze je tfeba vzdy uvést ukoncovaci podminku

def f(n):
if n > O:
return 1+f(n-1)
return O

print( £(-1) )
print ¢ £(0) )
print ( £(5) )

1
2
3
4
5
6
7
8
o/print ( £(6) )

o U1 O O
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Rekurze: omezeni poctu volani VRS Hhaimen

CTU IN PRAGUE

® Argument se snizuje, f(n) — f(n-1) —» £(n-2) — ...

e Je tfeba ze

spoda omezit na Nmin

else

a o~ W N =

def f(n):
if n > Nmin:

f(n-1)

return

e Argument se zvySuje, f(n) — f(n+1) — £(n+2) — ...
e Je tfeba shora omezit na Nmax

1|def f(x):
2 if x
3
4 else:
5

#pocet volani je omezen
< Nmax:
return f(x+1)

return
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Rekurze: faktorial foR Hzme

® P¥ima definice:n'=n-(n—1)-(n—-2)---2-1

® Rekurzivni definice: n' = n-(n—1)!

e Soucasti rekurzivni definice je tzv. zakladni (bazovy) pfipad: 0! = 1! =1
e Zakladni pripad slouzi jako ukonCovaci podminka

1|def f(n):
2 if n == 0 or n == 1: #basic case
3 return 1
4 return n * f(n-1)
5
6/ for i in range (6):
7 print(i," ! =" ,£(i), sep="")
o! =1
1! =1
2! = 2
3! = 6
41 = 24
5! = 120




FACULTY
OF ELECTRICAL

Rekurze: umocnovani ENCINCERING

* Pfima definice: x" = [[L  x =X - X+ X
—
n
* Rekurzivni definici: x” = x - x"~1
e Zakladni pfipad: x° = 1

1|def prod_iterative(x,n):

2 result = 1

3 for _ in range(mn):

4 result = result * x
5 return result
6
7
8
9

print (prod_iterative (10,0))
print (prod_iterative (2,10))
print (prod_iterative (2%*(0.5) ,2))

o

1
1024
2.0000000000000004

7/33



TY

Rekurze: umocrovani JoR scinie:

* Pfima definice: X" =[], x =x-x---X
—
n
* Rekurzivni definici: x” = x - x"~1
e Zakladni pfipad: x° = 1

def prod_recursive(x,n):
if == 0:
return 1
return x * prod_recursive(x,n-1)

print (prod_recursive (10,0))
print (prod_recursive (2,10))
print (prod_recursive (2%*(0.5) ,2))

©® N o o »~ W N =

1
1024
2.0000000000000004
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Rekurze: fetézec pozpatku e Siimen

CTU IN PRAGUE

* Vstup je fetézec, Ukolem je ulozit (vypsat) ho v opacném poradi
® ahoj — joha
Klasickeé feseni pres cyklus

* Projdeme string pozpatku, napt. for cyklem

def reverselterative(x):
result = ""
for i in range(len(x)-1,-1,-1):
result += x[il
return result

N o a0 o~ W N =

print ( reverselterative ("PYTHON") )

NOHTYP
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Rekurze: fetézec pozpatku Fe it

* Vstup je fetézec, Ukolem je ulozit (vypsat) ho v opacném poradi
® ahoj — joha
Rekurzivni pristup
e Zakladni pfipad: pokud vstup je prazdny string, vracime prazdny string
e Jinak: oto¢ime znaky x[1:] a pfidame k nim prvni znak x [0]

def reverseRecursive(x):

1

2 if len(x) ==

3 return ""

4 return reverseRecursive(x[1:]1) + x[0]
5

6/ print ( reverseRecursive ("PYTHON") )

NOHTYP

e Existuje fetézec, kde rekurzivni feSeni selze?
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FACULTY

Rekurze: cyklus feR st

e KaZdy cyklus Ize nahradit rekurzi

Klasicky cyklus 0,1,...n—1

def countUp(n):
for i in range(n):
print (i)

[ N R

countUp (5)

S W N — O
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Rekurze: cyklus o G

e Kazdy cyklus Ize nahradit rekurzi
Rekurzivni pfistup vypoc¢tu 0,1,...,n—1

e Vnitfni funkce countUpInner vola sebe sama dokud aktualni hodnota je
mensi nez maximum

e Uzivatel mize zavolat bud countUpInner(n,0) nebo
countUpRecursive (n)

def countUpInner (maxvalue, actualvalue):
if actualvalue < maxvalue:
print (actualvalue)
countUpInner (maxvalue,
actualvalue+1)

A W N =

5

6| def countUpRecursive(n):
7 countUpInner (n,0)
8
9

VI SN e

countUpRecursive (5)

e Jaka je nevyhoda rekurzivniho feSeni oproti for+range ?
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Permutace e i

e Vypis vSech permutaci M
* Reseni rekurzi
® Pro kazdy prvek m; € M:

* najdi vSechny permutace M\{m;}
¢ pred kazdou pfidej m;

1| def printPermutation(prefix, items):
2 if len(items) ==
3 print (prefix, end="_") #print on one line
4 for i in range(len(items)):
5 printPermutation(prefix + items[i], items[:il+items[i+1:])
6
7y= [’a’,’b’,’c’,’d’]
8| printPermutation("",y)
abcd abdc acbd acdb adbc adcb bacd badc bcad bcda bdac bdca cabd
cadb cbad cbda cdab cdba dabc dacb dbac dbca dcab dcba

® Program pouze vypisuje, ale neuklada vysledek
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Permutace oS erticmen

CTU IN PRAGUE

e Upravime predchozi program tak, aby ukladal nalezené permutace
e Misto print (prefix) ulozime do pole vysledki
® Pouzijeme globalni proménnou globalResult

globalResult = []

def makePermutation(prefix, items):
if len(items) == 0:
globalResult.append (prefix)
for i in range(len(items)):
makePermutation (prefix + items[i], items[:i]+items[i+1:])

© 0N OO O~ WD =

y = [’a’,’b?,%c?,7d"]
10| makePermutation ("",y)
11| print (globalResult)

[’abcd’, ’abdc’, ’acbd’, ’acdb’, ’adbc’, ’adcb’, ’bacd’, ’badc’,
bcad’, ’bcda’, ’bdac’, ’bdca’, ’cabd’, ’cadb’, ’cbad’, ’cbda’,
>cdab’, ’cdba’, ’dabc’, ’dacb’, ’dbac’, ’dbca’, ’dcab’, ’dcba’]
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Permutace oS erticmen

CTU IN PRAGUE

e Upravime predchozi program tak, aby ukladal nalezené permutace
® Misto print (prefix) uloZime do pole vysledku
e Pouzijeme globalni proménnou globalResult

globalResult = []

1

2

3| def makePermutation(prefix, items):

4 if len(items) == 0:

5 globalResult.append(prefix)

6 for i in range(len(items)):

7 makePermutation (prefix + items[i], items[:i]+items[i+1:])
8
9
0
1

y = [’a’,’b’,’c’,’d’]
makePermutation("",y)
print (globalResult)

e Skryty predpoklad: pole globalResult existuje a je prazdné

e Pokud by doS$lo k volani savePermutation z jiné rekurzivni funkce, hrozi
prepsani dat

e Pouziti globalnich proménnych neni vhodné, snazime se nepouzivat
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TY

Permutace & i

e Spravné feSeni: pouzijeme dal$i argument funkce savePermutation, do
kterého budeme ukladat vysledek

def savePermutation(prefix, items, result):
if len(items) ==
result.append(prefix)
for i in range(len(items)):
savePermutation(prefix + items[i], items[:i]+items[i+1:],
result)

o O~ W N =

8y= [Ja),>b)’)c7’ld)]

9| result = []

10| savePermutation("", y, result)
11| print (result)

* Nepouziva globalni proménné

e Je zaruCena existence pole pro vysledky (pfi prvnim volani
savePermutation)
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FACULTY

OF ELECTRICAL
ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

Permutace

e Program hleda permutaci pole, ale funguje i na fetézce

def savePermutation(prefix, items, result):
if len(items) == O:
result.append (prefix)
for i in range(len(items)):
savePermutation(prefix + items[i], items[:il+items[i+1:],
result)

o O~ W N =

© ~

y = ||XYZII

result = []

10| savePermutation("", y, result)
11| print (result)

©

[’Xyz>, °XZY’, °YXZ’, °YZX’, ’ZXY’, ’ZYX’]
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TY

Rekurze: vypis pole JRRS Ersscmmen

CTU IN PRAGUE

* VypiSeme prvni prvek a dale rekurzivné zbytek pole dokud je vstup

neprazdny
1|def printRecursively(x): #x is list
2 if len(x) !'= O:
3 print (x[0], end="_ ")
4 printRecursively(x[1:])
5 else:
6 print () #empty list is printed as empty line
7
gla = list( range(-10,10,3) )
o print (a)

0| printRecursively (a)
1|print ("*"

[_105 _7: _4’ _1, 2’ 5: 8]
-10 -7 -4 -1 2 5 8
*
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Rekurze e i

Soucetrady x;, i =0,...,n—1
e Pfimé definice: s = xo + X1 + ... + Xn_1
e Rekurzivni definice: sum(n) = sum(n—1) +x, [3]4]-8]-1]7]6]3]0]

sum(n-1) x[n]

e Zakladni pfipad: sum(1) = xo sum(n)
def sumRecursively(x): #x is list
if len(x) == 0:
return O
if len(x) == 1: +#basic case

return x[0]
return sumRecursively(x[:-1]1) + x[-1]

a = [2,4,6]
print ( sumRecursively(a) )

© O N O g » 0w N =

12
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Mince e i

® Vstupem je hodnota a seznam minci, Ukolem je urCit vSechny
kombinace minci, které davaji pozadovanou hodnotu

e Pfiklad: ¢ = (1,2,5), amount =5 (5 x 1CZK) nebo
(3 x 1CZK + 1 x 2CZK) nebo (1 x 1CZK + 2 x 2CZK) nebo (1 x 5CZK)
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TY

Mince: postup feR st

Rekurzivni reseni: skladame ¢astku amount z minci ¢;, Ciy1, ... Cn

sy

e Zkusime minci c;, snizime ¢astku na amount — ¢;, feSime s mincemi

Ci, Cit1,...Cn
* Nebo: nepouzijeme c;, feSime tlohu amout s mincemi ¢;,1,...,Cn

1| def allChanges (amount, coins, result, i):
2 if amount ==
3 for i in range(len(result)):
4 if result[i] != O0:
5 print (coins[i],"CZK,x" ,result[i], end=",_ " )
6 print ()
7 else:
8 if coins[i] <= amount:
9 result[i] += 1
10 allChanges (amount - coins[i],coins, result, i)
| result[i] -= 1
12 if i < len(coins)-1:
13 allChanges (amount, coins, result, i+1)
14
15| coins = [1,2,5,10]
16| s = [0]*len(coins)

17| allChanges (12, coins, s, 0)

17/33



Mince: postup o Hise

Rekurzivni reseni: skladame ¢astku amount z minci ¢;, Ciy1, ... Cn

e Zkusime minci ¢;, snizime éastku na amount — c;, reSime s mincemi
Ci, Cit1,...Cn

* Nebo: nepouzijeme c;, feSime Ulohu amout s mincemi Cj.1,...,Cn
1 CZK x 12,
1 CZK x 10, 2 CZK x 1,
1 CZK x 8, 2 CZK x 2,
1 CZK x 7, 5 CZK x 1,
1 CZK x 6, 2 CZK x 3,
1 CZK x 5, 2 CZK x 1, 5 CZK x 1,
1 CZK x 4, 2 CZK x 4,
1 CZK x 3, 2 CZK x 2, 5 CZK x 1,
1 CZK x 2, 2 CZK x 5,
1 CZK x 2, 5 CZK x 2,
1 CZK x 2, 10 CZK x 1,
1 CZK x 1, 2 CZK x 3, 5 CZK x 1,
2 CZK x 6,
2 CZK x 1, 5 CZK x 2,
2 CZK x 1, 10 CZK x 1,
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Mince: o G
¢ Hledame nejmensi pocet minci (o znamych hodnotach), které poskladaji
vstupni ¢astku
e Pfiklad: mince (1,2,5), ¢astka 10 CZK, feSeni: 2 x 5 CZK (jiné feSeni
bude potiebovat vice minci)
e Greedy (“hladové”) feSeni: preferujeme sumu poskladat z minci vyssi

hodnoty
1| def solve (amount, result, coins):
2 if amount ==
3 return
4 for i in range(len(coins)-1,-1,-1):
5 ¢ = coins[il]
6 if ¢ <= amount:
7 num = amount // c
8 amount %= c
9 result.append ([num, c] )
10 solve (amount, result, coins[:i]+coins[i:])
11 break
12| result = []
13| solve (37, result, [1,2,5,10] )
14| for item in result: #item is [numberO0fCoin, coin ]
15 number , coin = item
16 print (coin, ",CZK_x.,", number)




Mince: feR st
¢ Hledame nejmensi pocet minci (o znamych hodnotach), které poskladaji
vstupni ¢astku
e Priklad: mince (1,2,5), ¢astka 10 CZK, feSeni: 2 x 5 CZK (jiné feSeni
bude potfebovat vice minci)

e Greedy (“hladové”) feSeni: preferujeme sumu poskladat z minci vyssi
hodnoty

10 CZK x 3
5 CZK x 1
2 CZK x 1
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FACULTY

Mergesort R guacmen

CTU IN PRAGUE

e Tridici algoritmus vyuzivajici principle divide-and-conquer
e Pole je rozdéleno na dvé poloviny

e Kazda se setfidi (rekurzivné)

¢ Vysledné pole jsou spojeny
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Mergesort

0 N OO oA WD =

IV IV IV - - = = == = = == = =
N - © © 0N O 0 & W N = O ©

CTU IN PRAGUE

def

def

mergeSort (a):
if len(a) <= 1:

return a
half = len(a) // 2
left = mergeSort(al:half]) #sort the first half
right = mergeSort(alhalf:]) #sort the second half
return joinSortedArrays (left,right)

joinSortedArrays (a,b):

result = [] #new temporary array
i=20
=0

while i < len(a) and j < len(b):
if alil < b[jl:
result.append(ali])

i +=1

else:
result.append(b[jl)
j +=1

result += ali:]
result += b[j:]
return result
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Mergesort: spojeni poli E

® Spojeni dvou sefazenych poli

1| def joinSortedArrays(a,b):
2 result = [] #new temporary array
3 i=0
4 j = 0;
5 while i < len(a) and j < len(b):
6 if alil < b[j]:
7 result.append(alil)
8 i +=1
9 else:
10 result.append(b[jl)
11 jo+=1
12 result += al[i:]
13 result += b[j:]
14 return result
i J
i 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5 6
a=|-8]-7[-6[-5]1[3]8] b=[-8]-8]-7]-3[2][7]9]
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Mergesort e

CTU IN PRAGUE

from mergeSort import mergeSort

1
2
sja = [2,-1,0,5,7,7,1]
4/b = mergeSort(a)

5/ print (a)
6| print (b)

[2’ _1’ O: 5, 7: 7, 1]
[_15 O’ 1, 2’ 5; 7: 7]

https://www.youtube.com/watch?v=991E5jwQXC8
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https://www.youtube.com/watch?v=99lE5jwQXC8

Mergesort o i

e Graf volani mergeSort (array[start:end]) pro sefazeni pole o délce

n =16 prvka
o1
(7] )
() (7 ¢} 3
ONOCOECOBONBICENCENS
(e EEEDE) e E9
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Mergesort: vlastnosti oS erticmen

CTU IN PRAGUE

e Algoritmus potfebuje pomocné pole
¢ Velikost tohoto pole je n

 Razeni neni in-place

* Mergesort je stabilni

® Spojeni dvou poli — slozitost O(n)
® Pocet Urovni je ~ logy n

¢ Slozitost O(nlog n)
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TY

Suceson R Ecis

® Rychlé tfidéni (T. Hoare, 1959)
e V poli ur¢ime jeden prvek — pivot

e Partitioning — ¢aste¢né setridéni tak aby prvky “pfed” pivotem byly
mensi nez pivot (a prvky “za” pivotem budou vétsi)

x=[..g...p...q..]

a<p a>p

* Rekurzivné setfidime obé Casti[...a;...]a[... g .. ]
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TY

Suceson R Ecis

e Rekurzivni volani QuickSort
e UZivatel pouziva quickSort (a), kde a je pole

* Rekurze je feSena funkci quickSortInternal(a,low, high), kde low a
high uréuje ¢ast pole pro sefazeni

def quickSortInternal(a, low, high):
if low >= 0 and high >=0 and low < high:
pivot = partition(a,low, high)
quickSortInternal (a, low, pivot)
quickSortInternal (a, pivot+1, high)

def quickSort(a):
quickSortInternal(a, 0, len(a)-1)

0w N OO oA WD =

26/33



s

déni

FACULTY
OF ELECTRICAL
ENGINEERING

ek

Quick sort: castecné setr

CTU IN PRAGUE

* Vstupem je pole, prvni prvek (low) a posledni prvek (high)

e Pivot je v poloviné
rozsahu low:high

e Prochazime prvky zleva
(od low) dokud
ali]l < pivot

e Pak prochazime prvky
zprava (od high) dokud
aljl > pivot

® Pokud se indexy i a j
potkaji, mensi z nich je
novy pivot

¢ Jinak vyménime prvky
ali] aalj]

def partition(a,
pivot =
i = low-1

j = high+1

while True:

i += 1
while al[i]
i +=1

j =1
while alj]
j =1
>= j:
return
alil, aljl]

if i

low,
al (low + high) // 2 1]

<

>

high):

pivot:

pivot:

aljl, alil

¢ Vysledkem Castecného setfidéni je novy pivot
e Plati, Ze prvky pred pivotem jsou mensi nebo rovno nez pivot (a prvky za
pivotem jsou vétsi nebo rovno pivot)
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FACULTY
OF ELECTRICAL

Quick sort: vlastnosti JoR scinie:

® In-place tfidéni
* Rekurzivni postup
® Quicksort neni stabilni (vétSina implementaci)

e Quicksort je jednoduchy na pochopeni, ale je snadné udélat chybu pfi
implementaci (dalSi prednaska)

® Primérn4 slozitost O(nlog n)
* Nejhorsi slozitost O(n?)
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FACULTY

Quick sort: varianty JeR sz

Introsort
e Quicksort + detekce + heapsort
QuickSort + InsertionSort

e Hilavni tfidéni probiha QuickSortem, pokud pfi rekurzivnim volani dojde
k fazeni kratkého pole (~ 10 poloZek), pfepne se na InsertionSort
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TY

Rekurze: prevod na nerekurzivni formu o stz

e Kazdé rekurzivni feSeni je mozné zapsat nerekurzivng, ale mize to byt
tézké

e Je tfeba pamatovat si kontext jednotlivych volani (vnitfini proménné a
argumenty volani funkci)

e Zde se vyuziva datova struktura zasobnik (viz dal$i prednasky)
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ENGINEERING
CTU IN PRAGUE

/ﬂk%g OF ELEcmchL

Visualizace

Opacné sefazené pole Poznate algoritmy podle prabéhu?

0/587

0/22

0/180
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Visualizace FeR Hieme

Opacné sefazené pole Poznate algoritmy podle pribéhu?

g
A
Al o
P
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FACULTY

Visualizace JoR et

Opacné sefazené pole Poznate algoritmy podle pribéhu?
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