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Orientovany graf - priklad

Pojmy — uzel, hrana orientovana/neorientovana
ohodnocena/neohodnocena, cesta, cyklus
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Reprezentace — matice sousednosti

Adjacency matrix

d:V xV — délka hrany e R U {0}

Ocislujeme vrcholy od 0 do V' — 1: dj;
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Matice sousednosti (2)

INF=float("inf") # nekonecéno
g=[ [ INF for i in range(6) ]
for j in range(6) ]
gl0] [1]1=5
glo][5]1=2
gl1]1[2]=4
gl[2][3]1=9
gl[3][4]1=7
gl[3][5]1=3
gl4][0]=1
gl5] [2]=1
gl[5] [4]=8

Nebo

g=[[INF, 5, INF, INF, INF, 2], [INF, INF, 4, INF, INF, INF],
[INF, INF, INF, 9, INF, INF], [INF, INF, INF, INF, 7, 3],
[1, INF, INF, INF, INF, INF], [INF, INF, 1, INF, 8, INF]]

Soubor grafy.py.
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Matice sousednosti (3)

def print_adjacency_matrix(g):
for row in g:
print (" ".join(map(
lambda x: "%5.1f" % x,row)))

print_adjacency_matrix(g)

inf 5.0 inf inf inf 2.0
inf inf 4.0 inf inf inf
inf inf inf 9.0 inf inf
inf inf inf inf 7.0 3.0
1.0 inf inf inf inf inf
inf inf 1.0 inf 8.0 inf
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Nejkratsi cesty v grafu

Shortest path problems

v

Z jednoho uzlu do jiného

v

Z jednoho uzlu do vsech ostatnich

Z kazdého uzlu do véech ostatnich

v

v

V orientovaném/neorientovaném grafu

v

Ve specialné strukturovaném grafu (napf. strom, mfizka)

v

V neohodnoceném/ohodnoceném /nezaporné ohodnoceném
grafu

v

S omezenym ohodnocenim (napft. Euklidovska dolni mez)
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Vsechny nejkratsi cesty

Floyd-Warshalliv algoritmus

Zakladni myslenka
» Nejkratsi cesta z i do j za pouziti vrcholt {0, ..., k} je
» bud cesta z i do j za pouziti vrcholti {0,..., k —1},
» nebo posloupnost cest z i do k a z k do j za pouziti vrcholi
{0,..., k—1},
» Dynamické programovani — postupné aktualizuji nejkratsi
cesty pro k =0,1,...

za pouziti vrcholi = prochazi vrcholy (zacinat a koncit miize jinde)
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Vsechny nejkratsi cesty (2)

Floyd-Warshalliv algoritmus

Nalezne matici délek nejkratSich cest mezi viemi dvojicemi uzli na
zakladé matice sousednosti g s nezapornymi cykly.

def all_distances_floyd(g):
r=[ row.copy() for row in g ] # okopiruji matict g

n=len(r)
for k in range(n): # cesta z uzlu do toho samého uzlu
r[k] [k]=0.

for k in range(n):
for i in range(n):
for j in range(n):
# cesta z ’%’ do ’j’ pres ’k’
r[i] [j1=min(r[i] [j],r[i] [k]+r k] [j1)

return r

@  Floyd-Warshallav algoritmus najde délku viech nejkratsich cest v
grafu s €asovou slozitosti O(V3).
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Vsechny nejkratsi cesty (3)

all_distances_floyd(g)

~

matrix(r)

print_adjacency
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Reprezentace 2 — seznam sousednosti

Adjacency list

v

v

v

>

Graf je seznam uzli.

Komplikovanéjsi mazani uzla.

Vhodné pro Fidké grafy (malo hran, E < V?).

Kazdy uzel obsahuje seznam hran z tohoto uzlu.

vertList
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numVertices = 6

> Vertex Objects
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Reprezentace — seznam sousednosti (2)

Soubor grafy.py.

class Vertex:
def init__(self):

self.edges={} # slounik

def addNeighbor (self,nbr,weight=0):
self.edges[nbr]=weight

# vytvorime ten samy graf jako vySe
g2=[ Vertex() for i in range(6) ]
g2[0] .addNeighbor(1,5)

g2[0] .addNeighbor (5,2)

g2[1] .addNeighbor(2,4)

g2[2] .addNeighbor(3,9)

g2[3] .addNeighbor (4,7)

g2[3] .addNeighbor(5,3)

g2[4] .addNeighbor (0,1)

g2[5] .addNeighbor(2,1)

g2[5] .addNeighbor (4,8)
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Nejkratsi cesty z daného uzlu
Dijkstrav algoritmus

» Orientovany graf s nezapornymi cenami hran
> Pocatecni uzel

> Najde nejkratsi (nejlevnéjsi) cestu do vsech
ostatnich uzli

Soubor grafy.py.

|t AN
Edsger W. Dijkstra
(1930-2002)
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Dijkstrav algoritmus — princip

Datové struktury

v

v

v

v

Pole dist — zatim nejkratsi vzdalenosti do uzlu.
Pole prev — predchidci na zatim nejkratsi cesté do uzlu.
Pole final — zda je dana vzdalenost do uzlu definitivni.

Prioritni fronta queue — uzly ke zpracovani podle vzdalenosti.

Metoda — prioritni prohledavani do sitky s aktualizaci.

1.

Pocatecni uzel oznacime jako definitivni se vzdalenosti 0 a vlozime
do fronty.

Vezmeme z fronty uzel i s nejmensi vzdalenosti — je urcité
definitivni.

Vlozime do fronty sousedy /. Pokud je cesta pres i kratsi nez
doposud znama, aktualizujeme dist i prev.

Opakujeme od bodu 2, dokud neni fronta prazdna.

Rekonstruuj cesty dle pole prev.
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Dijkstrtv algoritmus — implementace

def distances_dijkstra(g,start):

n=len(g)

final=[False]l * n # je dany uzel definitivnt?
dist=[INF] * n # zatim nejkratsi vzddlenosts
dist[start]=0

prev=[None] * n # pole predchidctd na optimdlni cesté
queue=[] # prioritni fronta dle vzddlenosts

heapq.heappush(queue, (0. ,start)) # pocdtecéni uzel do fronty
while len(queue)>0:
i=heapq.heappop(queue) [1] # "nejlevnéjsi" wrchol

if finall[i]: # uZ byl definitiunt
continue
final[i]=True # kratsi cesta ment
for j,w in gl[i] .edges.items(): # wsSechni sousedé ’%’
altd=dist[i]+w # alternatiuni cesta do ’j’
if altd<dist[j]: # je kratsi
dist[jl=altd
prev[jl=i

heapq.heappush(queue, (altd,j))

return dist,prev
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Dijkstrav algoritmus — implementace (2)

def dijkstra_path(prev,i):
path=[]
while i is not None:
path+=[i]
i=prev[il]
return list(reversed(path))
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Dijkstrtv algoritmus — priklad

dist,prev=distances_dijkstra(g2,0)

print("Vzdalenosti z uzlu O:

for i in range(len(g)):

print("Z uzlu O do uzlu %d:" % i,
dijkstra_path(prev,i))
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Spravnost:

> Invariant — dist[i] je
nejkratsi vzdalenost z uzlu

start do i pres definitivni

uzly.

» Protoze vrcholy bereme od
nejlevnéjsiho — nejkratsi
hranu nelze “obejit".

Autor obrazku: Subh83, Wikipedia.

Dijkstrav algoritmus — analyza
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Dijkstrav algoritmus — sloZitost

> Existuje vice variant, zalezi na presné implementaci fronty

» Bez prioritni fronty O(V/?)

> Nase implementace O(V + E log E), pro spojité grafy O(E log E)
» S aktualizaci priorit a délkou fronty V:

O(V + Elog V)

> Vlozime-li do fronty viechny uzly: O((V + E) log V)

> S Fibonacciho haldou (umi aktualizaci v konstantnim Case):
O(E + Vlog V)

> Vsechny nejkratsi cesty najdeme v ¢ase O(VE log V).
» Pro Fidké grafy lepsi nez O(V3) Floydova algoritmu.
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Naméty na doméci praci

» Modifikujte Floydiiv algoritmus tak, aby vypsal i cesty
samotné. (Staci si pamatovat nasledovnika i.)

» Modifikujte Dijkstriv algoritmus tak, aby nasel cestu jen do
jednoho cilového bodu (je mozné se zastavit dfiv).

» Modifikujte Dijkstriiv algoritmus, aby délka fronty nikdy
neprekrocila V.

» Modifikujte reprezentaci tak, aby uzly grafu mohly byt
oznaceny libovolnym klicem.
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