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Memoizace
(Memoization/caching)

v

Pro dlouhotrvajici funkce f(x)

v

Jednou vypoctené f(x) si zapamatujeme

» Vlyménime prostor za Cas (time-space trade-off)

v

Funkce musi byt Cista (pure)
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Memoizace — implementace

Pro funkce jednoho argumentu. Vrati funkci, ktera se chova jako f, jen
jednou vypocitané hodnoty nejsou pocitany znovu.

def memoize(f):
memo={}
def g(x):
if x not in memo:
memo [x] =r=f (x)
return r
return memo [x]
return g
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Memoizace — pouziti

def is_prime(p):
if p<2:
return False
n=2
while n*n<=p:
if p % n ==
return False
nt+=1
return True

g=memoize(is_prime)

Soubor memoize.py.

5/26



Memoizace se zapominanim
Last recently used (LRU)

» Nechceme si pamatovat vie

» Zapomeneme hodnotu pouzitou pred nejdelsi dobou (LRU —
last recently used)
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Memoizace se zapominanim
Last recently used (LRU)

» Nechceme si pamatovat vie

» Zapomeneme hodnotu pouzitou pred nejdelsi dobou (LRU —
last recently used)

V Pythonu (varianta bez zapominani)

h=functools.lru_cache(maxsize=None) (is_prime)
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Memoizace — méreni Casu

Otestuje ¢isla 1,2, ...10° na prvociselnost.
1] y &5 p

>>> memoize.try_memoize_primes()

Bez memoizace:
S memoizacil poprvé:

S memoizaci podruhé:

S lru_cache poprvé:

S lru_cache podruhé:

Soubor memoize.py.

1.41s
1.51s
0.06s
1.75s
0.23s
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Fibonacciho ¢isla

1 it N <2
Fn =
Fny_1+ Fn_o ifN>2

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, 377, . ..

Rekurzivni implementace:

def fibonacci(n):
if n <= 2:
return 1
else:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
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Fibonacciho ¢isla

1 if N <2
Fy =
Fn_1+ Fy_o ifN>2

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, 377, . ..

Rekurzivni implementace:

def fibonacci(n):
if n <= 2:
return 1
else:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)

Casova slozitost je o Fy o ¢V, kde ¢ ~ 1.618.

Memoizace odstrani rekurzivni volani.

Soubor memoize.py.
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Fibonacciho ¢isla a memoizace

def fibonacci2(n):
if n <= 2:
return 1
else:
return fibonacci3(n-1) + fibonacci3(n-2)

fibonacci3=memoize (fibonacci2)
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Fibonacciho ¢isla a memoizace
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Fibonacciho ¢isla a memoizace

def fibonacci2(n):
if n <= 2:
return 1
else:
return fibonacci3(n-1) + fibonacci3(n-2)

fibonacci3=memoize (fibonacci2)

@ fibonacci=memoize (fibonacci) funguje také

@ Python ma tzv. dekoratory (decorators), napf. @memoize.
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Fibonacciho ¢isla iterativné

specializovana memoizace — pro Fp budeme potfebovat
F]_’F2’...7FN71
def fibonacci4(n):
p=[ 1 for i in range(n+1) ]
for i in range(3,n+1):
plil=pli-1]+p[i-2]
return pln]

10/26



Fibonacciho ¢isla iterativné

specializovana memoizace — pro Fp budeme potfebovat
Fi,Fa, ... Fn-1

def fibonacci4(n):
p=[ 1 for i in range(n+1) ]
for i in range(3,n+1):
plil=pli-1]+p[i-2]
return pln]

@ Staci si pamatovat dvé posledni hodnoty.

Soubor memoize.py.
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Experimentalni vyhodnoceni casové slozZitosti

N ‘ 25 30 40 400 4000 40000
fibonacci rekurzivni 0.06 0.62 7544 S S S
fibonacci3 memoizace | 0.00 0.00 0.00 0.00 R R

fibonacci4 iterativni 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.16

Cas v sekundach.
S — neskonéi v rozumném case
R — prekrocend maximalni hloubka rekurze

@ Memoizace vyrobila z rekurzivniho algoritmu nerekurzivn.
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Dynamické programovani
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Dynamické programovani
Dynamic programming

» Problém rozdélime na nékolik mensich.

» Mensi problémy vyfeSime systematicky ‘viechny' a vysledky
ulozime.

» Explicitni memoizace.

» Pro FeSeni vétsiho problému vyuzivame dfive predpocitanych
resent.

13/26



Dynamické programovani
Dynamic programming

» Problém rozdélime na nékolik mensich.

» Mensi problémy vyfeSime systematicky ‘viechny' a vysledky
ulozime.

» Explicitni memoizace.

» Pro FeSeni vétsiho problému vyuzivame dfive predpocitanych
resent.

Priklad: Fibonacciho posloupnost fibonacci4

13/26



Dynamické programovani
Dynamic programming

» Problém rozdélime na nékolik mensich.

» Mensi problémy vyfeSime systematicky ‘viechny' a vysledky
ulozime.

» Explicitni memoizace.

» Pro FeSeni vétsiho problému vyuzivame dfive predpocitanych
resent.

Priklad: Fibonacciho posloupnost fibonacci4

‘programovani’ = reformulace problému
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Bellmantv princip optimality

» Ve stavovém prostoru hledejme cestu mezi stavy s a t.
» Necht stav r lezi na optimalni cesté:
pL=5,....pMm=1"1,...,pN = L.

» Pak i podcesty p1 =s,....,py=rapy=r,...,py =t jsou
optimalni.
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Dynamické programovani a stavovy prostor

» Necht kritérium optimality je soucet cen akci a/nebo stavd,
které minimalizujeme.

N N-1
C= Z C(pi) + Z C(aj), kde pit1=f(pi,aj)
i—1 i—1

» Necht délka feseni je maximalné N krokd.

» Necht v kazdém kroku existuje mnozina R; stavd, kudy musi
optimalni cesta prochazet.

» Necht se do stavil R;11 z R; mohu dostat maximéalné k
zpuisoby.
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Dynamické programovani a stavovy prostor (2)

Problém Ize Fesit dynamickym programovanim takto:

» V kazdém kroku i si pamatuji, jaka je nejlepsi cena Dj(r)

dosazeni kazdého stavu r z R;, optimalniho pfedchiidce a akci.

» Pfi vypoctu ceny stavil u € R;y1 v dalsim kroku vyberu
nejlepsi z moznych akci

Diy1(u) = min Di(r) + C(a) + C(u) kde u=f(r,a)

acA

» Po dosazeni cilového stavu zpétné rekonstruuji optimalni cestu
(je-li nutno).

Slozitost tohoto algoritmu je O(kN).
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Dynamické programovani a stavovy prostor (2)

Problém Ize Fesit dynamickym programovanim takto:

» V kazdém kroku i si pamatuji, jaka je nejlepsi cena Dj(r)

dosazeni kazdého stavu r z R;, optimalniho pfedchiidce a akci.

» Pfi vypoctu ceny stavil u € R;y1 v dalsim kroku vyberu
nejlepsi z moznych akci

Diy1(u) = min Di(r) + C(a) + C(u) kde u=f(r,a)

acA

» Po dosazeni cilového stavu zpétné rekonstruuji optimalni cestu
(je-li nutno).

Slozitost tohoto algoritmu je O(kN).

Existuje mnoho variant tohoto zakladniho postupu.
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Priklad: Mince

» Resili jsme, jak vypsat viechny zpusoby, jak zaplatit x K&
mincemi v hodnotach h = {50, 20, 10,5,2, 1} K&.

» Nyni najdéme nejmensi pocet minci, kterymi Ize zaplatit x K¢.
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Priklad: Mince

» Resili jsme, jak vypsat viechny zpusoby, jak zaplatit x K&
mincemi v hodnotach h = {50, 20, 10,5,2, 1} K&.
» Nyni najdéme nejmensi pocet minci, kterymi Ize zaplatit x K¢.

» Hladovy (greedy) algoritmus nefunguje pro vsechny h.
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Mince — rekurzivné
Jak zaplatit ¢astku x pomoci co nejmensiho poc¢tu minci o hodnotach h

(pole). Vrati pole poctti m; minci h;.
Myslenka: Rekurzivné zkus zaplatit x — h; a vyber nejlepsi moznost.
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Mince — rekurzivné

def zaplat_nejlepe(h,x):
def zaplat_internal(x):

if x in h: # existuje mince s hodnotou ’z’?
return [ int(x==v) for v in h ]
else:
nejlepsi=None # nejlepSi pole poltd ’m’
for i in range(len(h)): # pro vSechny mince
if hlil<=x: # které lze pouZit
m=zaplat_internal (x-h[i])
m[i]+=1

if nejlepsi is None or sum(m)<sum(nejlepsi):
nejlepsi=m.copy()
return nejlepsi
return zaplat_internal(x)

Funguje, ale ma exponencialni slozitost, pouzitelné jen asi do x = 35
(40s).

Soubor dynamic.py.
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Mince — memoizace

def zaplat_nejlepe2(h,x):
def zaplat_internal(x): # ezistuje mince s hodnotou ’z’?
if x in h:
return [ int(x==v) for v in h ]
else:
nejlepsi=None
for i in range(len(h)):
if hlil<=x:
m=zaplat_internal (x-h[i])
m[i]+=1
if nejlepsi is None or sum(m)<sum(nejlepsi):
nejlepsi=m.copy()
return nejlepsi
zaplat_internal=memoize.memoize(zaplat_internal)
return zaplat_internal(x)

Funguje mnohem rychleji, pouzitelné asi do x = 24500 (0.425s), pak
dojde k prekroceni hloubky zasobniku.
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Mince — dynamické programovani

def zaplat_nejlepe3(h,x):
reseni=[ [] ] * (x+1) # nej. reSent pro zapl. ’z’
reseni[0]=[0] * len(h)
for y in range(l,x+1): # jak zaplatit y=1..z K¢&

nejlepsi_i=None # kterou minci je nejlépe pouzit
nejlepsi_pocet=None # kolik minci bude pak potTeba
for i in range(len(h)): # zkus vSechny mince

if hlil<=y: # lze 71 pouZit?

pocet=sum(reseni[y-h[i]l])+1 # tolik minci je potteba
if nejlepsi_i is None or pocet<nejlepsi_pocet:
nejlepsi_i=i
nejlepsi_pocet=pocet
if nejlepsi_i is None: # pro jistotu
return None
reseni[y]l=reseni[y-h[nejlepsi_il].copy()
reseni[y] [nejlepsi_i]+=1
return reseni [x]

Nejrychlejsi Feseni, slozitost zhruba linearni, O(x) (0.02s pro x = 2450, 0.24s
pro x = 24500, 2.7s pro x = 245000)
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Priklad: hledani linearnich struktur v obraze

> Rentgenovy (CT) obraz
dolnich koncetin.

> Najdéte nejjasnéjsi spojnici
prvni a posledni fadky
obrazu.

» Maximalizujte:

i=0

aby |pi —pi—1| <=1

> f(y,x) = jas pixelu na
soufadnicich (y, x)
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Knihovna numpy
Numeric Python

>>> import numpy as np
>>> a=np.zeros((3,4) ,dtype=np.uint8)
>>> al1,2]=3
>>> a
array([[0, O, 0, O],
[o, o, 3, 0],
[0, 0, 0, 0]], dtype=uint8)

Typ numpy.array
> Vicerozmérna pole, vicerozmérné indexovani.
» Definovatelny a homogenni typ elementi.
> Efektivnéjsi vyuziti paméti nez nativni typ list.
» Interoperabilita s jinymi programovacimi jazyky.
» Nepodporuje dynamickou zménu rozmérdl, vyhledavani atp.

» Podporuje fadu matematickych vektorovych a maticovych operaci
(a la Matlab)
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Nac&teni a zobrazeni obrazku

import scipy # Scientific Python
import scipy.misc # pro ctent obrazki
import pylab # pro zobrazovdini a grafy
import numpy as np # numeric arrays

def test_vessels():
# nacti obrdzek do numpy.array pole

f=scipy.misc.imread(’figs/limb_vessels2.jpg’)

pylab.figure(1) #
pylab.imshow(f,cmap=pylab.cm.gray) #
p=find_vertical(f) #
pylab.figure(2) #
pylab.imshow (f,cmap=pylab.cm.gray) #
pylab.plot(p,range(len(p)),’r.’) #
pylab.show() #

prunt okno na obrazovce

ukaz Sedotonovy obrdzek

najdi spojnici, vrat z soutad.
druhé okno ma obrazovce

ukaZ obrdzek znovu

nakresli spojnicti Cervené
poclkej, aZ uZivatel okna zavte

Moznosti nacitani a zobrazovani obrazki je vice.

Soubor vessels.py.
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Hledani spojnice a dynamické programovani

def find_vertical(f):
ny,nx=f .shape # velikost obrdazku
c=np.zeros (nx) # ceny sloupcid pro aktudlni Tadu
cnew=np.zeros (nx) # ceny sloupcid pro novou Tadu
delta=np.zeros((ny,nx) ,dtype=np.int8) # posun p[i]-p[i-1]

for iy in range(ny): # prunt prichod shora dold
for ix in range(nx): # pro vSechny sloupce
cnew[ix] ,deltaliy,ix]=max( # nejlepsi cesta do (1iy,iz)
(clix+d]+f[iy,ix],d) for d in (-1,0,1)
if ix+d<nx and ix-d>=0 )

cnew,c=c,cnew # vymén odkazy ma pracovni pole
p=np.zeros(ny,dtype=np.int) # vyslednd cesta
plny-1]=np.argmax(c) # zaéni v nejlepSim sloupcs
for iy in range(ny-1,0,-1): # zpétny prichod
pliy-1]l=pliyl+deltaliy,pliy]]
return p
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Vysledek

25 /26



Naméty na doméci praci

> Implementujte iterativni vypocet Fibonacciho Cisel na zikladé dvou
predchozich hodnot.

» Jak zavisi zrychleni na velikosti LRU paméti v uvedenych prikladech
memoizace?

> Jaka je slozitost algoritmu nalezeni minimalniho poc¢tu minci pro
zaplaceni dané Eastky vzhledem k poc¢tu druh& minci?

> Reste alohu minimalniho poétu minci pro zaplaceni dané castky,
pokud je pocet minci dané hodnoty omezen.

» Reste tlohu batohu (dynamickym programovanim): Je dano N
polozek s vdhou m; a hodnotou ¢;. Kolik kterych polozek mam
vybrat, aby vaha neprekrocila M a hodnota byla maximalni?

» Upravte feSeni problému minci dynamickym programovanim, aby
nebylo potfeba ukladat vzdy celé FeSeni, ale jen naposledy pridanou
minci.

» Upravte hledani jasné cesty v obrazu tak, aby cesta nemusela byt
pouze svisla.
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