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Prioritni fronta
(priority queue)
Podporuje nasledujici operace pro porovnatelné polozky
» pridani polozky (insert)
» odebrani nejmensi polozky (pop)
Maze podporovat i dalsi operace
» nedestruktivni Cteni ze zacatku (peek)
» zjisténi poctu polozek ve fronté (size)

» zména polozky
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(priority queue)
Podporuje nasledujici operace pro porovnatelné polozky
» pridani polozky (insert)
» odebrani nejmensi polozky (pop)

Miize podporovat i dalsi operace
» nedestruktivni Cteni ze zacatku (peek)
» zjisténi poctu polozek ve fronté (size)

» zména polozky

Varianty (ekvivalentn)
» odebirame nejvétsi misto nejmensi
» ukladame kli¢ (prioritu) a hodnotu, tiidime podle klice,
vracime hodnotu

» Zasobnik i fronta jsou specialnim pfipadem prioritni fronty.
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Aplikace prioritni fronty

v

Hledani k nejmensich prvki

v

Prioritni rozvrhovani a planovani (fronta s predbihanim)

v

Simulace diskrétnich udalosti (priorita=¢as)

v

Zakladni prvek mnoha algoritmi

Heapsort (tfidici algoritmus)

Huffmanovo kédovani

Informované prohledavani grafu

Dijkstriiv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty v grafu
Primav algoritmus pro hledani minimalni kostry v grafu.

vV vy vy VvYy
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Implementace prioritni fronty

implementace vkladani nalezeni minima  odebrani
pole 0(1) O(n) O(n)

binarni strom O(log n) O(log n) O(log n)
binarni halda O(1) / O(log n)* O(1) O(log n)

* O(1) v praméru pro n prvki, nejhorsi pfipad je O(log n)



Halda
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Binarni halda / hromada
(binary heap)

> Prvky jsou ulozené v poli a1, a2, ..., an

v

Potomky a; jsou az;, azi+1 (pokud < n)

> Vlastnost haldy (heap property): uzel neni vétsi, nez jeho potomci,
ai < azj, 3 < a2+

» Halda je binarni strom, vrstvy az na posledni jsou plné obsazené

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Images courtesy of Jakub Cerny, Brad Miller and David Ranum.
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Binarni halda / hromada

(binary heap)
»> Prvky jsou ulozené v poli a1, a2, ..., an
> Potomky a; jsou az;, azit1 (pokud < n)

> Vlastnost haldy (heap property): uzel neni vétsi, nez jeho potomci,
a;i < azj, ai < azit1
» Halda je binarni strom, vrstvy az na posledni jsou pIné obsazené

18 |19 |21 | 33 |17 | 27

Images courtesy of Jakub Cerny, Brad Miller and David Ranum.
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Srovnani haldy a stromu

binarni vyhledavaci strom (BST)

BST halda
usporadani aplné jen minimum
rezie vyznamna minimalni
vyvazovani nutné automatické

» halda je vyznamné rychlejsi, potfebuje méné paméti

» strom je univerzalnéjsi, podporuje vice operaci
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Vkladani do haldy

Novy prvek pridame na konec a probublame kam patfi.
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Vkladani — implementace

class MinHeap:
def __init__(self):

self .heap = []1 # <ndezujeme od nuly

def bubble_up(self,i): # probubla ’i’ ke kotenu
while i>0:
j=(i-1)//2 # indexz rodicle
if self.heap[i] >= self.heap[j]:
break
self .heap[j],self.heap[i]=self .heap[i],self.heapl[j]
1=

def insert(self,k):
self .heap+=[k]
self.bubble_up(len(self.heap)-1)

Indexovani od nuly — rodi¢ a; je a|(j_1)/2), potomci jsou azi;1, azit2-

Soubor heap.py
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Odebrani nejmensiho prvku

» Minimum je v kofeni stromu.
» Halda (pole) se zkrati o jeden prvek.
» Tento prvek presuneme do kofene a ‘probublame’ doli:

» Rekurzivné ménime uzel s mensim synem, dokud je porusena
vlastnost haldy.

®

remove min
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Odebrani nejmensiho prvku

» Minimum je v koFeni stromu.
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Odebirani nejmensiho prvku — implementace

def bubble_down(self,i):
n=self.size()
while 2*i+1 < n:
j=2%i+1 # zjist? index menSiho syna
if j+1 < n and self.heap[j] > self.heap[j+1]:
j+=1
if self .heap[i]>self .heapl[j]:
self .heap[i],self.heap[j]l=self.heap[j],self.heapl[i]
1=]

def pop(self):
nmntodeber a vrat nejmensi prvek """
element=self .heap[0]
self .heap[0]=self.heap[-1]
self .heap.pop() # smaZ posledni prvek
self .bubble_down(0)
return element
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Vytvoreni haldy

Jak vytvorit haldu z pole
» Opakované volani insert — slozitost O(nlogn)

» Pole prohlasime za haldu a opakované volame bubble_down
— slozitost O(n)

Bottom-up (siftDown) Top-down (siftUp)

The number in the circle indicates the maximum times of swapping required when adding the node to the heap.

Image courtesy of Swfung8 (Wikipedia).
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Vytvoreni haldy

Jak vytvofit haldu z pole
» Opakované volani insert — slozitost O(nlog n)

» Pole prohlasime za haldu a opakované volame bubble_down
— slozitost O(n)

Initial Heap i=1
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Vytvoreni haldy — implementace

Cyklus pres prvky, které maji potomky, od posledniho k prvnimu:

def buildHeap(a,type=MinHeap) :
" yytvort haldu z obsahu pole, pole je ptepsdno """
h=type() # wvytvoteni MinHeap nebo MazHeap
h.heap=a # kopue
for i in range((len(a)-1)//2,-1,-1):
h.bubble_down(i)

return h

heap.py obsahuje MinHeap a MaxHeap
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Halda — priklad

import heap

h=heap.MinHeap ()

for x in [9, 5, 0, 6, 2, 3]:
h.insert(x) # vkldddme po jednom

print(h.pop()) # nejmensi prvek

0

h.insert(4)

while not h.is_empty():
print(h.pop() ,end=", ")

2, 3, 4, 5, 6, 9,
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Halda — priklad (2)

h=heap.buildHeap([9, 5, 0, 6, 2, 3])

while not h.is_empty():
print(h.pop() ,end=", ")

0, 2, 3, 5, 6, 9,

h=heap.buildHeap([9, 5, 0, 6, 2, 3],type=heap.MaxHeap)
while not h.is_empty():

print(h.pop(),end=", ")
9, 6, 5, 3, 2, 0,
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Heap sort
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Heap sort

tridéni haldou

Postup
» Vytvofime z pole haldu

» Opakované odebirame nejmensi prvek — setfidéna
posloupnost.
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Heap sort

tridéni haldou

Postup
» Vytvofime z pole haldu

» Opakované odebirame nejmensi prvek — setfidéna
posloupnost.

» Halda i setfidéna posloupnost budou sdilet stejné pole.
» Pouzijeme sestupné setfidénou haldu (MaxHeap).
Vlastnosti

» Slozitost v nejhorsim i pramérném pripadé O(nlog n).

» Nepotfebuje pomocnou pamét.
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Heap sort — implementace

def bubble_down(a,i,n):
while 2*i+1 < n:
j=2%i+1 # zjist? index menSiho syna
if j+1 < n and al[j] < alj+1]:
j+=1
if aflil<alj]:
alil,aljl=aljl,ali]
i=]

def heap_sort(a):

n=len(a)

for i in range((n-1)//2,-1,-1):
bubble_down(a,i,n)

for i in range(n-1,0,-1): # od n-1 do 1
al[0],al[il=ali],al0]
bubble_down(a,0,i)

return a

Soubor heapsort.py. 19/26



Heap sort — priklad

from heapsort import heap_sort

a=[70, 93, 18, 37, 64, 79, 4, 28, 48, 65]
heap_sort(a)

print(a)

(4, 18, 28, 37, 48, 64, 65, 70, 79, 93]
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Heap sort — porovnani rychlosti
Empiricka slozitost

10’
—e merge_sort
e—e quick_sort
100 | e—e heap_sort
e—e python_sort

time [s]

10 ‘

10° 10* 10°
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Dalsi haldy

» k-regularni halda — kazdy uzel k potomka.

» Fibonacciho halda (Fredman, Tarjan 1984) — s rostouci
hloubkou klesa maximalni pocet potomki. Umi vkladat a
aktualizovat v ¢ase O(1).

» prihradkova halda (bucket/radix heap) — pro malou abecedu
o velikosti k. Slozitost nalezeni minima O(k).
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Halda v Pythonu

Modul heapq. Operace heapify (vytvoreni), heappush (pfidani) a
heappop (odebrani).

import heapq
h=[]
for x in [9, 5, 0, 6, 2, 3]:

heapq.heappush(h,x) # wvkldddme po jednom
print ([ heapq.heappop(h) for i in range(len(h))])

[0, 2, 3, 5, 6, 9]
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Heapsort a heapq

def heap_sort(a):
h=a.copy ()
heapq.heapify(h)
for i in range(len(a)):
a[il=heapq.heappop (h)
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Heapsort a heapq

def heap_sort(a):
h=a.copy ()
heapq.heapify(h)
for i in range(len(a)):
a[il=heapq.heappop (h)

x=[75, 61, 5, 66, 35, 55, 20, 48, 41, 85]

heap_sort (x)
print(x)

(5, 20, 35, 41, 48, 55, 61, 66, 75, 85]

» Potfebuje pomocné pole

Soubor heapsort2.py
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Halda — shrnuti

» Datova struktura pro rychlé hledani minimalniho prvku
umoznujici pridavani.

» Pouzivame pro implementace prioritni fronty.

» Vlastnost haldy — prvky od kofene k listu neklesaji / nerostou.

» Velmi efektivni implementace pomoci pole. Nepotfebuje
odkazy.

» Haldu lze sestrojit v ¢ase O(n), odebrani nejmensiho prvku
trva O(log n).

» Heapsort — zarucena slozitost O(nlog n), nepotrebuje
pomocnou pamét. Stejné rychly jako mergesort.
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Naméty na doméci praci

» Implementujte simulator tiskové fronty pomoci prioritni fronty.

» Experimentalné vyhodnotte rychlost haldy oproti
vyhledavacimu stromu (pro hledani minima).

» Zefektivnéte ‘probublavani’, misto vymén pouzijte presuny.
» Napiste ‘probublavani’ rekurzivné.
» Naprogramujte smazani libovolného prvku z haldy.

» Implementujte k regularni haldu. Jaka je asova slozitost
jednotlivych operaci?
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