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Rekurze
Recursion

Rekurze = odkaz na sama sebe, definice za pomoci sebe sama

v

Rekurzivni funkce = funkce vola sama sebe (i neprimo)

v

v

ResSeni problému za pomoci feSeni jednodussi varianty téhoz
problému

v

Obvykle elegantni x je potfeba hlidat efektivitu
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Priklad: Umocnovani

Prima definice

i=
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Priklad: Umocnovani

Prima definice

X"_ﬂ?_lxzx.x ..... X
n-krat
Rekurzivni definice
x0=1
XL = x x" forn>0
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Priklad: Umocnovani

Prima definice

Rekurzivni definice

XL = x x" forn>0

Anatomie rekurze

» Zakladni / bazovy pfipad (base case)
» Prevedeni problému na jednodussi

» Odkaz na sebe / Rekurzivni volani
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Priklad: Umochovani — implementace

def power_iterative(x,n):
prod=1.0
for i in range(n):
prod*=x
return prod

print (power_iterative(2.0,10))
1024.0

5/54



Priklad: Umochovani — implementace

def power_iterative(x,n):
prod=1.0
for i in range(n):
prod*=x
return prod

print (power_iterative(2.0,10))
1024.0

def power_recursive(x,n):
if n<=0:
return 1.0
return x*power_recursive(x,n-1)

print (power_recursive(2.0,10))
1024.0
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Priklad: Umochovani — implementace (2)

def power_recursive(x,n):
if n<=0:
return 1.0
return x*power_recursive(x,n-1)

Strucnéjsi verze
def power_recursive2(x,n):

return x*power_recursive2(x,n-1) if n>0 else 1.0

@ Volte verzi, ktera je pro vas Citelngjsi.
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Priklad: soucet pole

def sum_array(a):
s=0
for x in a:
s+=x
return s

a=[68, 0, 61, 34, 2, 51, 29, 10, 5, 45]
print (sum_array(a))

305
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Priklad: soucet pole

def sum_array(a):
s=0
for x in a:
s+=x
return s

a=[68, 0, 61, 34, 2, 51, 29, 10, 5, 45]
print (sum_array(a))

305

Slo by to napsat bez cyklu?
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Priklad: soucet pole — rekurzivné

def sum_array_recursive(a):
if len(a)==0:
return O
return al[0]+sum_array_recursive(all:])

print (sum_array_recursive(a))

305
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Kazdy cyklus Ize nahradit rekurzi

Iterativni verze

def count_to(n):
for i in range(l,n+1):
print (i)

count_to(5)

a > W N -
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Kazdy cyklus Ize nahradit rekurzi (2)

Rekurzivni verze:

def count_to_recursive(n):
count_to_recursive_inner(n,1)

def count_to_recursive_inner(n,i):
if i<=n:
print (i)
count_to_recursive_inner(n,i+1)

count_to_recursive(5)

a > W N -
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Kazdy cyklus Ize nahradit rekurzi (3)

Rekurzivné s vnitrni funkci

def count_to_recursive2(n):
def count_to_recursive_inner(i):
if i<=n:
print (i)
count_to_recursive_inner (i+1)
count_to_recursive_inner (1)

count_to_recursive2(5)

a s W N =
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Vnitrni funkce

def count_to_recursive2(n):
def count_to_recursive_inner(i):
if i<=n:
print (i)
count_to_recursive_inner(i+1)
count_to_recursive_inner (1)

+ Skryti soukromych funkci
+ Sdileni proménnych vnéjsi funkce
— Nemoznost znovupouZiti

— Nemoznost samostatného odladéni
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Priklad: Retézec pozpatku

Iterativné

def reverse_iterative(s):
r="" # result
for i in range(len(s)-1,-1,-1):
r+=s[i]
return r

print(reverse_iterative("dobry veler"))

recev yrbod
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Priklad: Retézec pozpatku

Rekurzivné

def reverse_recursive(s):
if len(s)==0:
return ""

return reverse_recursive(s[1:])+s[0]

print(reverse_recursive("dobry veler"))

reCev yrbod
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Priklad: Retézec pozpatku

Rekurzivné

def reverse_recursive(s):
if len(s)==0:
return ""
return reverse_recursive(s[1:])+s[0]

print(reverse_recursive("dobry veler"))
recev yrbod

Kratsi verze:

def reverse_recursive2(s):

return "" if s=="" else reverse_recursive2(s[1:])+s[0]
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Priklad: Retézec pozpatku

Rekurzivné

def reverse_recursive(s):
if len(s)==0:

return ""

return reverse_recursive(s[1:])+s[0]

print(reverse_recursive("dobry veler"))
recev yrbod

Kratsi verze:
def reverse_recursive2(s):
return "" if s=="" else reverse_recursive2(s[1:])+s[0]

‘Pythonska’ verze:
print("dobry veler"[::-1]1)

recev yrbod
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Priklad: Ciselné soustavy

Preved ¢&islo n v soustavé se zakladem b na retézec.
» 510 = 101, protoze 1-22 +0-21 +1.20 =5,
» Pokud b > 10 pouzivame A = 10, B =11, ...

» Napt. 201619 = 7E016 protoze
7-16%2+14-161 4+ 0-16° = 2016
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Priklad: Ciselné soustavy

Preved ¢&islo n v soustavé se zakladem b na retézec.
» 510 = 101, protoze 1-22 +0-21 +1.20 =5,
» Pokud b > 10 pouzivame A = 10, B =11, ...

» Napr. 201619 = 7E0Q16 protoze
7-16%+14-16' +0-16° = 2016

Myslenka reseni
» Pokud n < b pak vrat ¢islici odpovidajici n.

» Jinak

» Najdin // b v soustavé b.
» Pridej nakonec Cislici odpovidajicin % b
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Ciselné soustavy — implementace

Vrat n jako fetézec v Ciselné soustavé se zakladem base.

def to_str(n, base):
assert (n>=0)
cislice = "0123456789ABCDEF"
if n < base:
return cislice[n]
return to_str(n // base, base) + cislice[n % basel]

print(to_str(5,2))

101

print (to_str(2016,16))
TEO
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Ciselné soustavy (3)

Nerekurzivni reseni
» Kazdé rekurzivni feSeni je mozné napsat bez rekurze — ale
mize to byt tézke.
» Nutnost zapamatovat si lokalni proménné v jednotlivych
volanich na zasobniku (stack).
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Ciselné soustavy (3)

Nerekurzivni Feseni

» Kazdé rekurzivni feSeni je mozné napsat bez rekurze — ale
mize to byt tézke.

» Nutnost zapamatovat si lokalni proménné v jednotlivych
volanich na zasobniku (stack).

def to_str_nonrecursive(n,base):
cislice = "0123456789ABCDEF"
stack=[n] # hodnoty n
n//=base
while n>0:
stack+=[n]
n//=base
result=""
for m in stack[::-1]:
result+=cislice[m % base]

return result
17 /54



Ciselné soustavy (4)

Nerekurzivni Feseni bez zasobniku

def to_str_nonrecursive2(n,base):
assert (n>=0)
cislice="0123456789ABCDEF"
result=""
while True:
result=cislicel[n J, base]+result
n//=base
if n==0: break
return result

¢
» Pridavani na zacatek retézce je pomalé (linearni).

» Skryté kvadraticky algoritmus.
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Permutace

Vytiskni viechny permutace prvki dané mnoziny M.
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Permutace

Vytiskni viechny permutace prvki dané mnoziny M.

Myslenka reseni
» Vezmi kazdy prvek m; z M.

» Najdi vsechny permutace prvka M\{m;}
» Ke kazdé na zacatek pridej m;
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Permutace — implementace

def tisk_permutaci(m):
- Vytiskne vSechny permutace prvkd v ‘m’ """
tisk_permutaci_acc(m,"")

# acc - rTetézec priddvany na zacldtek
def tisk_permutaci_acc(m,acc):

if len(m)==0:
print(acc,end=", ")
else:

for i in range(len(m)):
tisk_permutaci_acc(m[:i]+m[i+1:],acctm[i]+" ")
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Permutace — priklad

tisk_permutaci( [nan , npn s nen R "d"] )
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Priklad: Mince

Vypis viechny zpiisoby, jak zaplatit x K& mincemi v hodnotach
h = {50,20,10,5,2,1} K&.
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Priklad: Mince

Vypis viechny zpiisoby, jak zaplatit x K& mincemi v hodnotach
h = {50,20,10,5,2,1} K&.

Myslenka reseni
» Vyber nejvétsi minci h; < x. Pak jsou dvé moznosti:
» Pouzij h; — zaplat x — h; pomoci h;, hj11, ..., h, a pridej
jednu h;.
» Nepouzij h; — zaplat x pomoci hii1,..., h,
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Mince — implementace

Vytiskni viechny mozné zpiisoby, jak zaplatit x Ké.

def zaplat(x):
h=[50,20,10,5,2,1] # hodnoty minci sestupné

def doplat(x,m,i):
""" m - kolik zaplaceno v poltech mincit
1 - kterou minc? zacit """
if x==0:
vytiskni_platbu(m,h)
else:
if x>=h[i]: # zaplat minci h[i]
doplat(x-h[i] ,m[:i]+[m[i]+1]+m[i+1:],1)
if i<len(h)-1: # zaplat mensimi, lze-1l%
doplat(x,m,i+1)
doplat(x,len(h)*[0],0) # tohle je zacdtek fce zaplat
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Mince — implementace (2)

def vytiskni_platbu(m,h):
" m - poéty minci, h - hodnoty """
for j in range(len(h)):
if m[j1>0:
print ("%3d*%3dKe" % (mljl,h[jl), end="")
print("")
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Mince — zkouska

zaplat (12)

1x 10KE 1x 2K

1x 10KE 2x 1KC&

2% BKE 1x 2K

2% BKE 2% 1K¢

1* bBKE 3% 2KE 1x 1KE
1x bBKE 2% 2KE 3% 1KcC
1x BKE 1x 2KE& 5% 1K&
1x  BKE 7x 1KC

6% 2KC

bx 2KE 2% 1KC

4x  2KE 4x 1K

3% 2KE 6% 1KC

2% 2KE 8x 1K

1x  2KE 10x 1K
12%x  1KE
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Mince — rychlejsi varianta

def zaplat2(x):

h=[50,20,10,5,2,1] # hodnoty minci sestupné

def doplat(x,m,i):

""m - kolik zaplaceno v poctech minct

1 - kterou minct zacit """

if x==0:
vytiskni_platbu(m,h)
else:
if x>=h[i]: # zaplat minci h[i]
m[i]+=1

doplat(x-h[i] ,m,i)
m[il-=1 # dklid
if i<len(h)-1: # zaplat mensSimi
doplat(x,m,i+1)
doplat(x,len(h)*[0],0)
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Mince — zkouska (2)

zaplat2(12)

1x 10KE 1x 2K

1x 10KE 2x 1KC&

2% BKE 1x 2K

2% BKE 2% 1K¢

1* bBKE 3% 2KE 1x 1KE
1x bBKE 2% 2KE 3% 1KcC
1x BKE 1x 2KE& b5x 1K&
1x  BKE 7x 1KC

6% 2KC

bx 2KE 2% 1KC

4x  2KE 4x 1K

3% 2KE 6% 1KC

2% 2KE 8x 1K

1x  2KE 10x 1K
12%x  1KE
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Rychlé tridéni
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Merge sort

Tridéni spojovanim

Setfid vzestupné pole a.

Zakladni myslenka

» Rozdél pole a na dvé poloviny
» Kazdou polovinu setfid (rekurzivné)

> Spoj obé setfidéné poloviny
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Merge sort (2) — rozdélovani
(splitting)

30/54



Merge sort (3) — spojovani

(joining)

e

26 | 54 17 | 93 31|77 20 | 55 '
r A
17 | 26 | 54 | 93 H 44 E
/
20 44 | 55 | 77
17 | 20 | 26 | 31 | 44 | 54 | 55 | 77 | 93
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Merge sort (4) — implementace

Rozdélovani

def merge_sort(a):
nnn - Setridi pole ’a’ pomoci merge sort """
if len(a)<=1: # trividlni pripad

return a

mid=len(a)//2 # rozdélenti pole na dvé
left=merge_sort(al:mid])
right=merge_sort(a[mid:])
return join_arrays(left,right)
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Merge sort (4) — implementace

Spojovani

def join_arrays(left,right):
" Dpye vzestupné setridénd pole spoji do jednoho """
result=[] # spojeni dvou setridénych pol<
i=0 # index do ’left’
j=0 # index do ’right’

while i<len(left) and j<len(right):
if left[il<right[j]:
result+=[left[i]]

i+=1
else:
result+=[right[j]]
j+=1
result+=left[i:] # doplnit zbytky

result+=right[j:]
return result
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Merge sort (6) — piiklad

a=[random.randrange(100) for i in range(10)]
print(a)

print (merge_sort(a))

[15, 43, 3, 60, 38, 38, 57, 30, 82, 0]
(o, 3, 15, 30, 38, 38, 43, 57, 60, 82]
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Merge sort (5) — vlastnosti

» Merge sort potiebuje pomocna pole (neni in place).

» Merge sort je stabilni.
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Merge sort (5) — vlastnosti

» Merge sort potiebuje pomocna pole (neni in place).

» Merge sort je stabilni.

def merge_sort_inplace(a):
"t setridi pole ’a’ ma misté """
al:]=merge_sort(a)
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Merge sort (6) — slozitost

Slozitost setfidéni n prvki

» Rozdéleni |ze provést v ¢ase O(n) v kazdé arovni rekurze.

» Spojovani lze provést v ase O(n) v kazdé arovni rekurze.

» Urovni rekurze je ~ log, n.

@ Slozitost algoritmu merge sort je O(nlog n).

36 /54



Merge sort (6) — porovnani rychlosti

Empiricka slozitost

10°

111l

bubble_sort
selection_sort
insertion_sort
merge_sort
python_sort

Y

10°
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Quick sort

Setfid vzestupné pole a.

Zakladni myslenky a vlastnosti

v

Vybere jeden prvek p z pole a — pivot .

v

Provedeme Eastecné setfidéni (partitioning):

[...a;... P ...aj..j
N—— ——
ai<p aj>p

v

Castecni setfidéni |Ize udélat v linearnim Case, O(n).

v

Rekurzivné setfidime [...a;...]a [...a;...].

v

Tridéni na misté, bez pomocného pole (in place).

Neni stabilni.

v
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Quick sort (2) — castecné setridéni

Partitioning

[54] 26 | 3 | 7 Iw I;" I.,,, |55|2° lee'tmalkandligmmark

ill converge on spiit point

leftmark ———— «——— rightmark
26<54 move to right
|54I26|93I|7|77|3‘|44|55|20 93554 stop
leftmark rightmark
[ l l l now rightmark
|54I26 a3 |7|77|3||44|55 20 20<54 stop
leftmark rightmark
IS‘IZSEI7I77IJII44I55Bxchange?l)andgﬁ
leftmark rightmark

now continue moving leftmark and rightmark

77554 stop
ool ] [a]=]=] %
— -— v

77 and 44
leftmark  rightmark
77>54 stop

Elzslzo[nluElwlsslsal 31<54 stop
rightmark<leftmark

split point found
exchange 54 and 31

rightmark  leftmark
—

-~
until they cross
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Quick sort (3) — implementace

def quick_sort(a):
- Setridi pole a ma misté """
quick_sort_helper(a,0,len(a)-1)

def quick_sort_helper(a,first,last):
" settidt podpole alfirst]..allast] """
if first < last:
m = partition(a,first,last) # vrdti <index pivotu
quick_sort_helper(a,first,m-1)
quick_sort_helper(a,m+1,last)

40 /54



Quick sort (4) — implementace
Partitioning

Zméni a a vrati index m takovy, ze vsechny prvky pfed m jsou mensi nez
am a vsechny prvky po m jsou V&tsi nez a,,.

def partition(a,first,right):
pivot=alfirst] # pivot je prunt prvek
left=first+1
while True:
while left<=right and a[left] <= pivot:
left+=1 # najdi prunt zleva vétSi neZ pivot
while left<=right and alright] >= pivot:
right-= # najdi pruni zprava mensSi neZ pivot
if right<left: # koncime?
alfirst] ,alright]l=alright],alfirst] # pivot na misto
return right
al[left],alright]l=alright],alleft] # vyména
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Quick sort (5) — priklad

a=[random.randrange (100) for i in range(10)]
print(a)

(63, 73, 8, 16, 44, 63, 9, 89, 64, 58]

quick_sort(a)
print(a)

[8, 9, 16, 44, 58, 63, 63, 64, 73, 89]
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Quick sort (6) — slozitost

» Castecni setfidéni Ize udélat v linearnim &ase, O(n). To plati
pro viechna volani na dané arovni rekurze.

» Urovni rekurze je v priiméru ~ log, n.

» Praimérna slozitost quick sortu je O(nlog n).

43 /54



Quick sort (6) — slozitost

» Castecni setfidéni Ize udélat v linearnim &ase, O(n). To plati

pro viechna volani na dané arovni rekurze.

» Urovni rekurze je v priméru ~ log, n.

» Praimérna slozitost quick sortu je O(nlog n).

ale. ..

Urovni rekurze je v nejhorsim ptipadé ~n —  casova
slozitost v nejhorsim pripadé je tedy O(n?).

Nejhorsim pripadem nasi implementace je setfidéna
posloupnost.

Sofistikovanéjsi vybér pivotl pravdépodobnost degenerace
podstatné snizi.

@ Quick sort je v priiméru jeden z nejrychlejsich obecnych
tfidicich algoritm, rychlejsi nez napt. merge sort. Casova
slozitost v nejhorsim pripadé je ale horsi.
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Quick sort (6) — porovnani rychlosti

Empiricka slozitost

10° ‘
e&—e bubble_sort
e&—e selection_sort
10' || e—e insertion_sort E
e—e merge_sort
e&—e quick_sort
0
10" t| e—e python_sort 1
Z 1
.E 107
102 L
O
10° b E
O
o
10" :
10° 10° 10*
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Slozitost problému tridéni

Otazky:
» Neslo by najit jesté lepsi tridici algoritmus?

» Jaka je slozitost problému tridéni?
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Slozitost problému tridéni

Otazky:
» Neslo by najit jesté lepsi tridici algoritmus?

» Jaka je slozitost problému tridéni?

Vypocetni model: Porovnavaci tridici algoritmus (compare-based
sorting algorithm) ziskava informace pouze porovnavanim prvka.

» Ukolem je najit permutaci kq,. .., k, indexti 1,...,n, tak aby
Ay S ag, << ay,.

» Kolik porovnani a; < a; je potreba?
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Dolni odhad slozitosti problému tfidéni

» Je 2P moznych vysledki p porovnani.

» Je n! permutaci n prvkd.

Musi platit

2P > pl
p > log, n!

46 /54



Dolni odhad slozitosti problému tfidéni

» Je 2P moznych vysledki p porovnani.

» Je n! permutaci n prvkd.

Musi platit

2P > pl
p > log, n!

¢ Neexistuje zadny porovnavaci tridici algoritmus, ktery pro
setfidéni n prvki potreboval vzdy méné nez log, n! porovnani
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Optimalni asymptoticka slozitost problému tridéni

Plati, ze
n+1
e

n|og£+1§|ogn!§(n+1)|og +1

tedy asymptoticky log n! ~ nlogn a log, n! ~ nlog, n.
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Optimalni asymptoticka slozitost problému tridéni
Plati, ze
n 1
nlog—+1<logn! < (n+1)|ogi+1
e e
tedy asymptoticky log n! ~ nlogn a log, n! ~ nlog, n.
¢ Neexistuje zadny porovnavaci tridici algoritmus, jehoz

asymptoticka €asova slozitost v nejhorsim pripadé by byla lepsi
nez O(nlog n).
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Optimalni asymptoticka slozitost problému tridéni

Plati, ze

1
nlogﬁJrl <logn! < (n+1)|ogi+1
e e

tedy asymptoticky log n! ~ nlogn a log, n! ~ nlog, n.

¢ Neexistuje zadny porovnavaci tridici algoritmus, jehoz
asymptoticka €asova slozitost v nejhorsim pripadé by byla lepsi
nez O(nlog n).

Poznamky:

» Optimalni Casovou slozitost ma merge sort (tfidéni
spojovanim), heap sort,. ..

» Algoritmus quick sort je Casto v praxi rychlejsi, ale ma
optimalni Casovou slozitost pouze v priiméru, sloZitost
nejhorsiho pripadu je O(n?).

» Tato analyza plati pouze pro porovnavaci algoritmy.

47 /54



Radix sort
Cislicové/piihradkové tFidéni

Vlastnosti
» Tridéni n pfirozenych Cisel (nebo retézcil) pevné délky k.
» Casova slozitost O(nk).

» Miize byt implementovan jako stabilni. Potfebuje pomocnou
pameét.

48 /54



Radix sort
Cislicové/piihradkové tFidéni

Vlastnosti
» Tridéni n pfirozenych Cisel (nebo retézcil) pevné délky k.
» Casova slozitost O(nk).

» Miize byt implementovan jako stabilni. Potfebuje pomocnou
pameét.

Zakladni myslenka
» Méjme prihradku pro kazdou moznou dislici (0. ..9).
» Postupné od nejméné vyznamného fadu
» Kazdy prvek pridame do prihradky dle €islice daného fadu.
» Obsah prihradek za sebe zietézime v poradi dle hodnoty dislic.
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Radix sort — implementace (1)

Pomocné funkce:

def num_digits(a):
mnt pocet Cislic v desitkovém zdpisu cisla a """
num=1
while a>10:
a//=10
num+=1
return num

def digit(a,n):

""" nm-td cislice zprava ¢isla ’a’, politdno od nuly"""
return a//(10x*n) % 10

Soubor radix_sort_experiments.py
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Radix sort — implementace (2)

Hlavni smycka: radix_sort_integers setfidi pole pfirozenych
Cisel s omezenym poctem Cislic

def radix_sort_integers(a):
max_digits=num_digits(max(a)) # maz. poclet cislic
for i in range(max_digits):
a=sort_by_digit(a,i)
return a
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Radix sort — implementace (2)

Vnitfni smycka:

def sort_by_digit(a,i):
"t setridi pole ’a’ dle i-té Cislice """
prihradka=[ [] for j in range(10) ]
for x in a: # rozhod do pTihrdadek
c=digit(x,i) # cislice pro t7ident
prihradka[c]+=[x]

r=[] # spoj prihrddky
for p in prihradka:

r+=p
return r

Casova slozitost O(nk).
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Radix sort — priklad

a=[random.randrange(100) for i in range(10)]
print(a)

(47, 71, 96, 75, 62, 23, 9, 68, 86, 10]

print(radix_sort_integers(a))

(9, 10, 23, 47, 62, 68, 71, 75, 86, 96]
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Radix sort — porovnani rychlosti
Empiricka slozitost

10? ; ‘
merge_sort
quick_sort
radix_sort_integers
python_sort

1111

10° 10* 10° 10°
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Shrnuti

Rekurze
» Rekurzivni a iterativni formulace jsou ekvivalentni.
» Rekurzivni formulace byva elegantni a struéna.

» Rekurzivni implementace mize byt neefektivni.

Trideni
» Jednoduché tridici algoritmy maji slozitost O(n?).
» Optimalni slozitost porovnavacich tfidicich algoritmi je
O(nlog n), napf. merge sort.
» Typicky byva nejrychlejsi quick sort, az na degenerované
pripady.
» V pripadech omezené vstupni mnoziny lze pouzit radix sort se

slozitosti O(n).
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