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Slozitost algoritmd
Algorithm complexity

Casova a pamétova slozitost

v

v

Trvani vypoCtu v zavislosti na vstupnich datech
» v nejhorsim pripadg, v priiméru. ..

v

Ktery algoritmus je lepsi?

v

Jak velka data jsme schopni zpracovat?

v

Empiricka vs. teoreticka analyza
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Empiricka €asova slozitost
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Empiricka casova slozZitost

v

Zméfime dobu b&hu pro rizna vstupni data

v

Vyhodnocujeme algoritmus + implementace + hardware

v

Kvantitativni vysledky

v

Neposkytuje zaruky, obtizna predikce
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Priklad: Prvocisla

» Najdi viechna prvocisla mensi nez m
» Metody:

1. Zkus vsechny délitele do n — 1

2. Zkus vsechny délitele do v/n

3. Eratosthenovo sito

4. Eratosthenovo sito, vylepsené (1/n, jen licha)

Soubor porovnani_prvocislo.py
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Prvocisla — méreni casu (1)

Implementation :
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Prvocisla — méreni casu (2)

Implementation :
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Prvocisla — méreni casu (3)

Implementation :
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Prvocisla — méreni casu (4)

Implementation :
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Prvocisla — graf
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Prvocisla — graf (2)
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Teoreticka casova slozitost
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Teoreticka analyza Casova slozitosti

» Studujme funkci T(n)
» Velikost problému n
> vstupni parametr
» délka vstupnich dat
» parametrl miize byt vice
» Cas béhu programu T
» Ve fyzickych jednotkach
» V poctu ‘typickych operaci’ — pFifazeni, porovnani,
sCitani,. . . (vypocetni model)
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Asymptoticka casova slozitost

Presny vzorec pro T(n) neni nutny. ..

» Zajimaji nas pouze kvalitativni rozdily
» Multiplikativni konstanty zanedbame
» vliv pocitace, programatora, programovaciho jazyka. ..
» “vzdycky si mizeme koupit rychlejsi poéitac”
» Zajima nas chovani pro velka n
» Rychlost ristu T(n) pro n — oo
» Pomaleji rostouci ¢asti T(n) zanedbame
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Asymptotickd notace
Rad riistu funkce / big-O notation

f(n) : N — RJ je O(g(n)) pokud existuji konstanty ¢ > 0 a
no > 0 takové, ze f(n) < cg(n) pro viechna n > ng.

Pro polynomialni f(n) — €len nejvyssiho fadu, bez konstanty.
Priklady:

f(n) = 456211n + 235166 je O(n)
f(n)=n(n+2)/2 je 0(n?)
f(n) = 442(n+ 12)logn je O(nlogn)
f(n) = 4n® 4 1000 + 1000n + 5000 je O(n?)
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Asymptotickd notace
Rad riistu funkce / big-O notation

f(n): N — Ry je O(g(n)) pokud existuji konstanty ¢ > 0 a
no > 0 takové, ze f(n) < cg(n) pro viechna n > ng.

Oveéreni: f(n) = 4n* 4 100n? + 10000 + 5000 je O(n®)
MozZné ovéreni:

n>100 = n®>>100n%, n®>1000n, n°> 5000
a proto

n>100 = 4n3+ 100n° + 1000n + 5000 < 7n°
ng = ]_00, c=171
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Asymptotickd notace
Rad rastu funkce / big-O notation

f(n): N —R{ je O(g(n)) pokud existuji konstanty ¢ > 0 a
no > 0 takové, ze f(n) < cg(n) pro vsechna n > ny.

(7 O() notace je horni odhad, ale uvadime ten nejlepsi znamy.

Tedy f(n) = 4n3 + 100n? je nejenom O(n?), ale zaroven i O(n*) a
0(n'9).
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Asymptoticka notace (2)

Big-© notation

f(n): N — Ry je ©(g(n)) pokud existuji konstanty ¢; > 0,
¢ > 0a np > 0 takové, ze c1g(n) < f(n) < cog(n) pro viechna
n > ng.

Tedy konstantni nasobek g je zaroven horni a dolni odhad.

4n3 410002 je O(n®), O(n*), O(n')...
X

4n3 4 100n? je pouze ©(n3), ale nikoliv i ©(n*) & ©(n'?).
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Asymptoticka notace (2)

Big-© notation

f(n): N — Ry je ©(g(n)) pokud existuji konstanty ¢; > 0,
¢ > 0a np > 0 takové, ze c1g(n) < f(n) < cog(n) pro viechna
n > ng.

Tedy konstantni nasobek g je zaroven horni a dolni odhad.

4n3 410002 je O(n®), O(n*), O(n')...
X

4n3 4 100n? je pouze ©(n3), ale nikoliv i ©(n*) & ©(n'?).

@ O notace je presnéjsi, ale v praxi se asto setkate s O(-) ve
vyznamu O(+). Odhad O(:) je snazsi nalézt.
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Asymptoticka notace (3)

Limita pro velka n

f(n) "2 g(n) pokud limy o0 20} = 1.

» Zkracené f(n) ~ g(n) (je asymptoticky rovno)
» Pro polynomy, pouze ¢len nejvyssiho radu, véetné konstanty.

f(n) = 4n° + 100n* 4 1000n + 5000 ~ an}
f(n) = 456211n + 235166 ~ 456211n
f(n) = (”"‘2)/2 ~ n%/2
f(n) = 442(n + 12)log n ~ 442nlog n

» Misto f je O(n®) piseme f(n) ~ O(n®)
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Druhy odhadi

Casova slozitost typicky zavisi na datech (nejen na velikosti n)

» Prdmerna slozitost (Average complexity)

» slozita teoreticka analyza
» |ze odhadnout z experimenti na typickych datech

» Nejhorsi slozitost (Worst-case complexity)

> jen experimentalné nelze
» teoretickd analyza — riizné presné horni odhady
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Druhy odhadi

Casova slozitost typicky zavisi na datech (nejen na velikosti n)

» Prdmerna slozitost (Average complexity)

» slozita teoreticka analyza
» |ze odhadnout z experimenti na typickych datech

» Nejhorsi slozitost (Worst-case complexity)

> jen experimentalné nelze
» teoretickd analyza — riizné presné horni odhady

Slozitost maze zalezet na vice parametrech vstupnich dat (napf.
pocet vstupnich Cisel a jejich maximalni hodnota)
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Slozitost hledani prvocisel

for n in range(2,m): # cyklus 2..m-1
p=2 # zacldtek testu
while p<n:
if n % p == 0:
break
p+=1
if p==n: # n je prvoclislo
primes+=[p]
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Slozitost hledani prvocisel

for n in range(2,m): # cyklus 2..m-1
p=2 # zacdtek testu
while p<n:
if n % p == 0:
break
p+=1
if p==n: # n je prvoclislo
primes+=[p]

Analyza:
» Vnéjsi for cyklus probéhne m — 1-krat

» Kazdy vnitfni cyklus while probéhne max. n — 2-krat, kde
n<m

» Vnitini cyklus tedy prob&hne max. m?-krat
» Slozitost tohoto algoritmu je tedy O(m?)
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Slozitost hledani prvocisel

for n in range(2,m): # cyklus 2..m-1
p=2 # zacldtek testu
while p<n:
if n % p == 0:
break
p+=1
if p==n: # n je prvoclislo
primes+=[p]

Poznamky:
» Operace mimo vnitini cyklus zanedbame.

» Toto je horni odhad. Ve skutecnosti je slozitost nizsi, diky
pfikazu break.
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Slozitost hledani prvocisel (2)

for n in range(2,m): # cyklus 2..m-1
p=2 # zacdatek testu
while p*p<n:
if n % p == 0:
break
p+=1
if pxp > n: # n je prvocislo
primes+=[n]

Analyza:

» Vnéjsi for cyklus probéhne m — 1-krat

v

Vnitfni while cyklus probéhne max. (y/n — 1)-krat, kde n < m

v

Vnitini cyklus tedy probéhne max. m'-5-krat

v

Slozitost tohoto algoritmu je tedy O(m'®) (nebo lepsi)
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Prvocisla — graf
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Asymptoticka slozitost Eratostenova sita je O(nlog(log n))
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Srovnani slozitosti

slozitost poznamka

konstantni 0(1) nejrychlejsi

logaritmicka O(log n) skoro jako O(1), napf. vyhledavani
linearni O(n) rychlé, pouzitelné pro velka data

O(nlogn)  skoro jako O(n), napf. tfidéni

kvadratické O(n?) trochu pomalejsi, vhodné do n =~ 10°
kubické Oo(n®) pomalejsi, vhodné do n < 10*
polynomialni O(n*) pomalé
exponencialni Oo(b") velmi pomalé, do n ~ 50

O(n'), O(n") nejpomalejsi, do n ~ 15

@ Jak se zméni cas, zvétsi-li se n — 2n?
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Srovnani slozitosti (2)
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Slozitost zakladnich operaci v Pythonu

» V konstantnim case: len(), a[i] (indexace), a+=[v]
(pfidani na konec), a.pop() (smazani posledniho prvku)

» V linearnim case: a+b (spojeni), ali:j] (Fez pole),
a.insert() (vkladani doprostied pole), max (), sum()...

» V case nlogn: a.sort()
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Slozitost zakladnich operaci v Pythonu

» V konstantnim case: len(), a[i] (indexace), a+=[v]
(pfidani na konec), a.pop() (smazani posledniho prvku)

» V linearnim case: a+b (spojeni), ali:j] (Fez pole),
a.insert() (vkladani doprostied pole), max (), sum()...

» V case nlogn: a.sort()

@ Slozitost pridani prvku na konec pole je konstantni jen
v priiméru (amortized complexity), nikoliv pro kazdou operaci.
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