OPT test 17.12.2024 Piijmeni: Jméno: 000

Piiklady na této strance vyteSte. Odpovéd vidy napiSte do pripravené mezery. Postup psat nemusite.
Odevzdava se pouze tento Cistopis (pfipadné koncepty ne).

. Méme funkci f(z,y) = 4z +y a mnozinu X = {(z,y) e R? |2y =1, 0< 2 < 1}.

a) (1 bod) Nakreslete obrazek, na kterém budou soufadnicové osy, mnoZina X a vrstevnice funkce f vysky 0.
Graf je horni ptlka kladné vétve hyperboly. Vrstevnice vysky 0 je piimka prochézejici poc¢atkem kolma k vektoru (4, 1).
b) (1 bod) Najdéte vSechny extrémy (globalni i lokalni) funkce f na mnoziné X.
Jedno globalni minimum v bodé (% 2), jiné lokalni minima nejsou. Lokéalni maximum v bodé (1,1), globalni maxima
nejsou (funkce je na X neomezena shora).

. Hledame lokalni extrémy funkce f(z,y) = 1/ + 1/(2y*) + zy na R2.

a) (1 bod) Najdéte vSechny stacionarni body funkce.
f(z,y) =[y—1/2*> 2 —1/y*] = 0 ma jediné feseni (z,y) = (1,1).
b) (1 bod) Pro kazdy stacionarni bod urcete, zda je to lokdlni extrém a pfipadné jaky (minimum nebo maximum).

J"”(n{:,y){2/1'%3 3/1?/4} f//(lvl)[f 513}

f"(1,1) je pos definitni (napr dle vlastnich cisel (5 4+ v/5)/2), takze lok. minimum.

. (1 bod) Najdéte Taylortiv polynom prvniho stupné funkce f(z,y) = 2%y v bodé (1,—1). Vysledny polynom napiste ve

skaldrnim tvaru (tj. nesmi obsahovat matice ani vektory) a zjednoduste.

f@y) = 2oy 2%], Ti(z,y) = F(L-D+ /1, -Dzg -1 y+ 1" =-1+[-2 1z -1 y+ 1] =y -2z +2

. (1 bod) Hleddme ¢islo z* splitujici  Inx = 1, kde In je pfirozeny logaritmus. Navrhnéte vhodnou itera¢ni metodu a poéatecni

odhad z(. NapiSte vzorec pro iteraci metody (pro tento konkrétni priklad!), poéateéni odhad z¢, a odhad x; po prvni iteraci.

rplnzy -1  xp+1
l1+nz,  Ilnzp+1°
Po par iteracich je x = 1.763222834351897 (nebylo v zadani).

. Najdéte tvahou optimélni hodnotu (tedy nikoliv optimalni argument) néasledujicich tloh.

vhodny pocatecni odhad je napr. zg = 1, pak tedy z; = 2.

Newtonova metoda, iterace xy11 =z —

a) (1 bod) max{ex | x >0, 17x =2} kde c € R" je déno.
2max{cy,...,cn}

b) (1 bod) max{ec?x|0<x <1, 17x =2} kde ¢ € R" je déno.
Soucet dvou nejvétsich Cisel ¢;.
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Odpovédi na néasledujici kvizové piiklady VYZNACTE DO TABULKY KRIZKY. V kazdém piikladu je
pravé jedna odpovéd spravnd. Nechcete-li na n&jaky p¥iklad odpovédét, sloupec v tabulce nechte prazdny.
Chcete-li odstranit jiz vyznaceny krizek, poli¢ko s krizkem zcela zaplite modrou barvou.

(Za spravnou odpovéd’ je 1 bod, za chybnou odpovéd minus étvrt bodu, za chybé&jici odpovéd’ 0 bod.)

000 ® ®

oo |0

. Funkce f: R™ — R spliiuje f'(a) = 0 a Hessova matice f”(a) mé vSechna vlastni ¢isla nezdporné a aspoii jedno nulové. Pak

V zadani tohoto prikladu je chyba: ani jedna odpovéd neni pravdiva.

(a) v bodé a funkce nem4 lokalni maximum

(b) v bodé a m4 funkce lokdlni minimum

(¢) v bodé a nema funkce lokalni minimum

(d) bodem a prochazi piimka, na které je funkce konstantni
)

(e) vSechny smérové derivace funkce v bodé a jsou kladné

. Necht f(x) = cTx—1 (kde ¢ # 0) a g(x) = ||x||2 — 1. Je-li x* lokdlni maximum funkce f za podminky g(x) = 0, pak

(a) x* = ac pro n&jaké a > 0 Spréavné, plyne ihned z podminky prvniho faddu pro lok. extrémy vazané rovnostmi.
(b) Vf(x*) =0
(c) vektory Vg(x*) a V f(x*) jsou ortogonalni
(d) Vg(x*) =0

)

(e) lokalni maximum (a tedy ani bod x*) neexistuje

. Funkce f: R™ — R je diferencovatelnd v bodé x. Vektor v je smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé x, pficemz |v||s = 1.

(a) Smérové derivace funkce f v bodé x ve sméru v je rovna ||V f(x)||2. Spravné, viz sekce skript o gradientu.
(b) Vektor v je kolmy na V f(x).

(c) Plati Vf(x) =0

(d) Smérova derivace funkce f v bodé x ve sméru v je nulova.

(e) Hessova matice funkce f v bodé x je pozitivné semidefinitni.

. Minimalizujeme funkci f(x,y) = 22 + y? za podminky g(z,y) = (z +y — 1)> = 0. PouZijeme metodu Lagrangeovych

multiplikdtort s Lagrangeovou funkci L(z,y, A\) = f(z,y) + Ag(z,y). Plati:

(a) Uloha mé alespoii jedno lokalni minimum, ale metoda ho nenajde, protoze toto minimum neni regularni bod funkce g.
Spravné: zadny bod spliujici g(z,y) = 0 neni reguldrni bod funkce g, neb Vg(z,y) = 2(z +y — 1)(1, 1), coz je rovno (0,0)
pro kazdé (z,y) spliujici (x+y—1)? = 0. Soustava rovnic popisujici podminky prvniho f4du nebude mit feseni, jak ukézano
ve skriptech na podobnych prikladech.

(b) Uloha mé alespoti jedno lokélni minimum a metoda ho najde.

(c) Uloha je neomezené.

(d) Uloha je neptipustna.

(e) zaddna z uvedenych moznosti

. Funkce f(z1,22) = max{x1,xo, —x1, —2} je

(a) p-norma pro p = oo Spravné, neb jde psat jako f(x1,x) = max{|xz], |z2|}.
(b) linedrni funkce
(c) afinni funkce
(d) nespopta funkce

(e) Zaddna z uvedenych moznosti

. Mnozina X C R" je konvexni mnohostén pravé tehdy, kdyz je

(a) mnozinou feSeni soustavy koneénd mnoha linedrnich nerovnosti tvaru a’x < b (tj. typu ‘mensi nebo rovno’) Spravné, neb
konv mnohostén je mnozina feseni konecného poctu lin nerovnic, a kazda lin nerovnice jde fepsat do tvaru lin nerovnice s
nerovnosti typu < (vyndsobim ji minus jednou kdyz je tfeba).

(b) prinikem koneéné mnoha konvexnich mnozin

(¢) konvexnim obalem koneéné mnoha bodu

(d) konvexnim obalem svych extremalnich bodu

(e) Zaddné z uvedenych moznosti
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7. Jsou dény dva rtizné body a,b € R, kde n > 1. Mnozina {ta+ (1 —¢)b |0 <t <1} je
(a) konvexni mnohostén, ktery nemd zadné vnitini body Spravné: je to tsecka v roving, coz je konveni mnohostén (jde ziskat
jako priinik étyt polorovin). Usecka v roviné nemé zadné vnitini body, neb dle definice nejde kolem Zadného jejiho bodu
udélat kruh s nenulovym polomérem, ktery by cely lezel v ni, viz skripta.
(b) tsecka spojujici body a, b, jejiz vSechny body jsou vniténi kromé bodu a, b, které jsou hrani¢ni
(c) pimka prochéazejici body a,b
(d) linearni podprostor.

I (e) z4dn4 z uvedenych moznosti



