OPT test 8.11.2024 Piijmeni: Jméno: 000

Piiklady na této strance vyteSte. Odpovéd vidy napiSte do pripravené mezery. Postup psat nemusite.
Odevzdava se pouze tento Cistopis (pfipadné koncepty ne).

1. (1 bod) Méme funkei f(x) = [|Ax — b||? + p?]x||?, kde matice A, vektor b a skalar u jsou ddny. Chceme tuto funkci napsat
ve tvaru f(x) = ||Cx — d||%. Je to mozné? Pokud ano, napiste, jak se spoéita C,d pomoci A, b, u. Pokud ne, odtivodnéte.

A
c- LJ, a-|®
2. Mame podprostor M = {(z1,22,23) € R® | 21 + 23 =0}.

a) (1 bod) Najdi libovolnou bazi podprostoru M.
(1,0,-1), (0,1,0)
b) (1 bod) Najdi ortogonalni projektor na M.

o O O
—_ O =

1
M+ je piimka span{a} kde a = (1,0, 1), projektor na M= je P = laa”/(a’a) =1 |0
1

¢) (1 bod) Najdi vzdalenost bodu (—1,1,0) od mnoziny M.
Je to délka projekce bodu na podprostor M+, tedy %

3. Mame funkci f(x) = f(x1,72) = 2% + 22179 — 223.

a) (1 bod) Napi$ funkei f ve tvaru f(x) = x Ax, kde matice A je symetrickd. (Vysledek bude matice A.)
(s
1 -2
b) (1 bod) Najdi vSechny extrémy funkce f na mnozing R?. U kazdého extrému urcete typ (minimum, maximum).
K tomu stac¢i urc¢it definitnost matice jakoukoliv metodou (nejjednodussi je z hlavnich minort nebo symetrickymi elem.
operacemi). Je indefinitni, tedy kvadr. forma extrém nem4.

4. Dano je n bodi (21,Y1,21),- -+, (Tn,Yn, 2n) € R3, které tvoii sloupce matice X € R3**™. Napi$ postup, jak spocitat ¢isla
a, b, c € R takové, aby nasledujici vyraz byl minimalni:

a) (1 bod) Y0 (az; + by; + ¢ — 2;)?
To je uloha na lin. regresi, potazmo lin. nejmensi ¢tverce. Vektor (a, b, ¢) = x je opt. FeSenim tlohy miny ||Ax — b||, kde
1 oy 1
A= e ab=(z1,...,2,). Opt. x najdeme napt. fesenim linearni soustavy AT Ax = ATb.
Tpn Yn 1
b) (1 bod) "1, d?, kde d; znaéi (kolmou) vzdalenost bodu (z;,y;, 2;) od piimky { (z,y,2) € R® | az + by + cz =0}.
To je iloha na PCA. Kyzeny vektor (a,b, c) je vlastni vektor matice XXT' pifslusny jejimu nejmensimu vl. é&islu.
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. Mame matici A = {
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. Zobrazeni f: R? — R? dané ptedpisem f(z,y) = (v +y, —y,zy — 1)

(a) z4dna z uvedenych moznosti Toto je spravné, jelikoz ¢len zy je nelinearni.
(b) je afinni

(c) je linedrni

(d) neni jednoznaéné definované

(e) je isometrie

0o 1 1
1 -1 0
a) span{(0,1,1),(1,—1,0)} Toto je je spravné, protoze (null A)* = rng(AT).
) span{(O, 1)7 (la *1)7 (la O)}
(c) {(0,0,0)}
)
)

} Podprostor (null A)* je roven

(d) R?
(e) Zaddné z uvedenych moznosti

. Ortogonalni projektor je vzdy

(a) symetrickd positivné semidefinitni matice Toto je spravné, napt. proto, Ze ort. projektor lze vzdy napsat jako UUT, coz
je zjevné symetricka pos. semidefinitni matice.

(b) ¢tvercova antisymetrickd matice

(c) ortogonalni matice

(d) étvercovd matice, kterd m4 vlastni éisla —1 a 1 a zadn4 jina

(e) Zaddné z uvedenych moznosti

. Necht A € R™*™ a b € R™ jsou takové, ze uloha m]}%n |Ax — b||? m4 nekoneény pocdet optimdalnich feseni. Pak
xeR™

(a) null A # {0} Toto je spravné. Opt. feseni jsou pravé feSenimi normalni soustavy AT Ax = ATb. Protoze ta mé4 nekoneéné
mnoho feSeni, musi byt matice ATA (velikosti n x n) singularni, tedy mit hodnost méné nez n. Dle Véty ze skript je
rank A = rank(ATA), tedy A m4 hodnost méné nez n, tedy lin. zavislé sloupce, tedy netrivialni nulovy prostor.

(b) existuje vektor xq splitujici Axg = b

(c) soustava Ax = b nem4 FeSeni

(d)m<n

(e) z4dné z uvedenych moznosti

. Necht matice A € R"*" je symetricka. Pak

(a) mé redlnd vlastni éisla Spravné, viz Véta s spektralnim rozkladu.

(b) méa nezéporn4 vlastni ¢isla

(c) méa nenulova vlastni ¢isla

(d) mé komplexni (ne nutné realnd) vlastni ¢isla, ale vzdy po dvou komplexné sdruzend
)

(e) Zaddné z uvedenych moznosti

. Necht f(x) = xI' Ax + bTx + ¢, kde A je symetrickd pozitivné semidefinitni matice, b # 0 a ¢ < 0. Pak funkce f ma vzdy

(a) zadna z uvedenych moZnosti Spravné. Protoze A je jen semidefinitni (tedy miize byt sinbuldrni), doplnéni na étverec
nemusi byt moZzné (ekvivalentné, funkce nemusi mit staciondrni bod).

(b) minimum v néjakém bodé x # 0 (ale moznd i v jinych bodech)

(¢) maximum v néjakém bodé x # 0 (ale mozna i v jinych bodech)

(d) minimum v bodé x = 0 (ale mozna i v jinych bodech)

(e) maximum v bodé x = 0 (ale moznd i v jingch bodech)

. Necht A € R™*", Pak matice AAT

(a) méa viechna vlastni ¢isla redlna nezdporna Spravné, protoze AAT je symetrickd pro libovolnou A a zbytek je Véta a
spektralnkim rozkladu.

(b) je pozitivné definitni

(c) je ortogondlni projektor

(d) méa asporii jedno nenulové vlastni ¢islo

(e) zaddna z uvedenych moznosti



