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Vlastnosti Gramovy matice A’A

Nejprve dokazeme tvrzeni, které budeme potfebovat:

Necht A € R™" je libovolna matice. Pak

NullATA = NullA
rngA’A = rng A’




Vlastnosti Gramovy matice A’A

Nejprve dokazeme tvrzeni, které budeme potfebovat:

Necht A € R™" je libovolna matice. Pak

NullATA = NullA
rngA’A = rng A’

Dusledek: A ma LN sloupce, pravé kdyz ATA je regularni.
A ma LN fadky, pravé kdyz AAT je regularni.




Soustavy nehomogennich rovnic Ax = b

Z hlediska mnoziny feSeni rozliSujeme tfi ptipady:

m Soustava nema resent:
nastane prave kdyz b ¢ rngA.

m Soustava ma jedniné feSent:
nastane praveé kdyz b € rngA a matice A ma LN sloupce.

m Soustava ma vice feseni:
nastane praveé kdyz b € rngA a matice A ma LZ sloupce.

Prvnimu pfipadu fikame preurCena soustava, tfetimu p¥ipadu
nedourena soustava.

Uloha nejmensich &tverct najde ,,optimalni fedeni“ pfeuréené soustavy.




Motivacni priklad
Mame soustavu nehomogennich rovnic

X+2y =6
—X+y=3
X+y=4

Je to preuréena soustava, b ¢ rngA, konkrétné rankA = 2, rank[A b] = 3.




Motivacni priklad
Mame soustavu nehomogennich rovnic

X+2y =6
-X+y=3
X+y=4

Je to preuréena soustava, b ¢ rngA, konkrétné rankA = 2, rank[A b] = 3.

Napfiklad kazdy fadek soustavy vyjadfuje linearni zavislost néjakych
parametrl danou tfeba z fyzikalni podstaty méfeného jevu. Jednotlivym
mefenim ziskame koeficienty jedné rovnice. Téch méfeni provedeme
tfeba desitky €i stovky. Kvili zaokrouhlovacim chybam a chybam méfeni
skoro jisté budeme mit pfeurfenou soustavu s uzkou matici.




Uloha nejmensich &tvercu

Hleda se x takoveé, Zze po dosazeni do soustavy ma vektor levych stran
nejmensi vzdalenost od vektoru pravych stran. Tedy:

min{||Ax - b||?; x € R"} (1)

Mezinarodni nazev: least squares method (LS).

m Pozorovani: Ma-li soustava Ax = b fe8eni, pak je také feSenim
optimalizacni ulohy (1) (vzdalenost je nulova).
Jinak optimalizacni uloha nenajde skuteCné feseni soustavy, ale vekior,
ktery intuitivné nejlépe vyhovuje zadané soustave.
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m Pozorovani: Ma-li soustava Ax = b fe8eni, pak je také feSenim
optimalizacni ulohy (1) (vzdalenost je nulova).
Jinak optimalizacni uloha nenajde skuteCné feseni soustavy, ale vekior,
ktery intuitivné nejlépe vyhovuje zadané soustave.

m Pfedchozi pfiklad zformulovany jako uloha nejmensich &tverca:
min (x +2y -6 +(-x+y-3)2+(x+y-4)?, x,yeR

Reseni bychom mohli najit pomoci parcialnich derivaci.
Ale dnes na to pajdeme jinak...
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Algebraické reseni ulohy LS

= min ||Ax - b||? = min |ly-b||?, y € rngA.
m Geometricky: y musi byt kolmy primét vektoru b do podprostoru rngA.

m Fakt, Ze vektor y - b (ij. vektor Ax - b) musi byt kolmy na rng A vyjadfime
skalarnimi souginy: A'(y - b) = AT(Ax - b) = 0.
m To vede na soustavu normalnich rovnic ulohy:
A’Ax = A'b. (2)
m Soustava (2) ma vzdy feSeni diky tvrzeni ze slide 2.

= Reseni soustavy (2) je feSenim optimalizagni dlohy LS (1).
m Ma-li A LZ sloupce, ma uloha (1) i uloha (2) vice feSeni.
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= Gramova matice A'A je v takovém pFipadé regularni.
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Uloha s matici s LN sloupci

= Gramova matice A'A je v takovém pFipadé regularni.
m Soustavu normalnich rovnic Ize vyfeSit nasobenim inverzni matici zleva:

x = (ATA)'ATb.

m Takto spocitany vektor x je tedy feSenim ulohy LS (1).

m Matici (ATA)"'AT nazyvame levou pseudoinverzi k matici A (znagime ji A*).
Je to jedna z levych inverzi matice A, protoze:

A*A=(ATA)'ATA =1

m Pro srovnani: Ma-li matice A LN fadky, definujeme pravou pseudoinverzi
k matici A jako AT(AAT)™" (zna&ime ji taky A*). Plati totiz:

AA' = AAT(AAT) T =1




Uloha s matici s LN sloupci

= Gramova matice A'A je v takovém pripadé regularni.
m Soustavu normalnich rovnic Ize vyfeSit nasobenim inverzni matici zleva:

x = (ATA)'ATb.

m Takto spocitany vektor x je tedy feSenim ulohy LS (1).

= Matici (ATA)"'AT nazyvame levou pseudoinverzi k matici A (znagime ji A*).
Je to jedna z levych inverzi matice A, protoze:

A*A=(ATA)'ATA =1
m Pro srovnani: Ma-li matice A LN fadky, definujeme pravou pseudoinverzi
k matici A jako AT(AAT)™" (znagime ji taky A*). Plati toti:
AA' = AAT(AAT) T =1
= Uloha Ax = b ma optimalini fedeni x = A*b.

m Poznamka: existuje definice pseudoinverze k libovolné matici, ale tomu
se zatim vyhneme.



Reseni tlohy QR rozkladem

m ProtoZe vypocéet A’A a nasledné (ATA)' mGze byt drahy a miiZze zna&né
snizit pfesnost, je feSeni ulohy nejmensich ¢tvercu postaveno na QR
rozkladu matice A.

m Pfedpokladejme A s LN sloupci. Pak ulohu LS (1) fe§ime pouZitim
redukovaného rozkladu matice A = QR takto:

A'Ax =A"b
(QR)'QRx = (QR)'b
R'Q'QRx =R’Q'b

R'Rx=R'Q’b

Rx=Qb

m Ulohu tedy vyfesime z rovnice Rx = Q'b zp&tnym dosazenim.
m Obdobné pracuje algoritmus A\Db.




Ortogonalni projektor podruhe

= Z minula vime, Ze ortogondlni projektor na rng U je matice UU", ma-li
matice U ortonormalni sloupce.

m Nyni pfedpokladejme podprostor zadany jako rngA, kde A ma LN
sloupce, ale ne nutné ortonormaini.

m Necht x je feSeni ulohy LS (1), pak Ax je kolma projekce vektoru b na
rng A. Konkrétné pro A s LN sloupci:
x=A'b=(ATA)'A’b
Ax =AA*'b=A(ATA)"'A"b = Pb

m Je tedy P = A(ATA) AT ortogondlini projektor na rngA.

m V pfipadé A = U matice s ortonormalnimi sloupci tento obecngjsi vzorec
pro P pfechézi na UU’.




Uloha nejm. étverctl s matici s LZ sloupci

m Soustava AX = b nema zadné nebo ma vice feseni.
m Soustava normalnich rovnic ATAx = ATb ma vice feseni.

m Najdeme jedno partikularni feSeni soustavy normalnich rovnic a ptidame
k nému podprostor NullATA = NullA.

m K nalezeni partikularniho feSeni potfebujeme umét fesit nedourcené
nehomogenni soustavy...



Nedourcéena soustava Ax = b s LN radky
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Nedourcéena soustava Ax = b s LN radky

m Pfedpokladame b € rngA a A ma LN fadky, soustava ma tedy feseni.
= Uloha: Mezi fe$enimi najdeme fe$eni x s nejmensi normou.

m Musi byt splnéno x L Null A (pfednasejici naCrtne obrazek).

m KdyZ x L NullA, pak je x € rngA’, neboli existuje y tak, 2e x = A'y.

= Dosazenim do rovnice Ax = b mame AA'y = b.

m ProtoZze A mé LN Fadky, je AAT regularni.

m Vyfedime:y = (AA") 'b tj. x = AT(AAT) 'b. TakZe x = A*b.

m Tentokrat je A" prava pseuoinverze.

m X = A'b je tedy feSeni optimalizacni ulohy

min {||Ix]|?; Ax = b}.




Sjednocujici formulace pro feseni Ax = b

m | ze zformulovat jedinou ulohu, ktera najde v pfipadé soustavy Ax = b:
= feSeni s nejmensi normou, ma-li soustava vice feSeni,
= feSeni, ma-li soustava jediné feseni,
= optimalni fe$eni ve smyslu nejmensich ¢tvercu, nema-li soustava
feSeni; je-li takovych optimalnich feSeni vice, najde dloha mezi nimi
optimalni feSeni s nejmensi normou.
Takova sjednocujici optimalizacni uloha zni:

min {||x]|%; ATAx = ATb}.



Vicekriterialni nejmensi ¢tverce

Myslenka na tomto slide se opira o nasledujici jednoduché tvrzeni:
m Je-iaeR" beR" pak [g] e R™" a plati:

211 = vaie < uoi

= NechtA. € R™*", b, € R™, p. > 0. Uloha
min{p, |Ax-b_||?+---+p JAX-b,|* x€R"}

je vicekriterialni uloha minimalizace nejmensich Ctverca a Ize ji pfevést
na standardni Glohu min {||Ax - b||?; x € R"}, kde

VHi A, VHiby
A = , b = .
VHRAy, by,
Soustava normalnich rovnic pro tuto ulohu zni:
(1 ATA + oo+ P AR )X = o ATD, + e AR




Priklad dvou-kriterialni ulohy

Chceme najit feSeni soustavy Ax = b ve smyslu nejmenSich ¢tvercd, ale
radi bychom s urcitou vahou ptihlédli také k pozadavku, aby norma feseni
byla pokud mozno mala.

m Pro zadanou vahu py > 0 hledame

min {|Ax - b||? + p Ix[I%; x € R"}.

Toto Ize prevést na jedinou ulohu nejmensich Etvercu
min{||Bx - c||?; x € R"}, kde

SHRSH

se soustavou normalnich rovnic (ATA + u1)x = ATh. Matice této soustavy je
regularni, takze mame feseni

x=(ATA+pul)'A'b.




