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Zéklad tohoto textu vznikl v letech 2020 a 2021, kdy studenti nemohli chodit do skoly a
museli studovat samostatné, pripadné se ,,schazeli“ jen ve virtudlnim pocitacovém prostiedi.
Pro studenty jsem tehdy pripravil podrobné reseni vSech cviceni, kterd bylo potfeba projit na
tehdy vzdalené realizovanych ,,cvi¢enich®

Planuji feseni doplnovat o dalsi, aby byla nakonec sbirka tplna a korespondovala zcela s cvice-
nimi ve skriptech doc. Wernera. Zatim mam teseni Gplné vSech cviceni az do kapitoly jedenacté.
Od dvanécté kapitoly nasleduji jen feseni k vybranym cvicenim, se kterymi nejc¢astéji pracujeme.

Sbirka neobsahuje zadani cviceni ze skript doc. Wernera, ale jen feseni odkazované do skript
¢islem cvic¢eni. Puvodné byla ¢isla prikladi odkazovana fixnimi ¢isly. To ale vedlo k potizim,
protoze cisla prikladi se ve skriptech v ¢ase bohuzel méni. Nové jsou uz néktera cisla primo
prolinkovana se svym zadanim, coz poznate podle modré barvy, kterda funguje jako hyperlink
do konkrétniho mista ve skriptech.

Zmaceni v této sbirce se muze mirné odchylovat od skript. Napr. definice mnozin pomoci
vlastnosti prvku se zde piSe se stfednikem ale ve skriptech se svislitkem. Tedy napt. kruznice
je zde {(x,y) € R?; 22 + y? = 1} zatimco ve skriptech {(x,y) € R? | 22 + y? = 1}. Bod/vektor
(prvek R™) se zde nékdy znaci v hranatych zdvorkach jako matice, napt. [1,2] a nékdy v kula-
tych (1,2). Uzavrieny interval se zde znadi (a,b) zatimco ve skriptech [a,b]. Tyto rozdily snad
nepovedou ke zmateni, nebot vSe bude jasné z kontextu.

Najdete-li v textu chybu, prosim, nevihejte mé informovat, pokusim se to napravit.
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Kapitola 1

V feseni této tilohy ve skriptech je popsan geometricky pristup (obrazek a iivaha). Zde si ukazeme
metodu eliminace proménné a prevedeni tilohy na hleddni minima funkce jedné proménné. Uloha
ma dvé proménné a je zrejmé, ze Teseni nebude uvnitf mnoziny pripustnych reseni, ale na
jeji hranici xy = 1, tedy y = 1/z. Nahradime-li v tac¢elové funkci proménnou y vyrazem 1/x,
dostaneme tcelovou funkci v jedné proménné: f = 2 + #, pro kterou hleddme minimum na
intervalu (0, co). Funkce je na tomto intervalu spojitd a mé spojitou derivaci, takze jeji minimum
muze byt jen ve stacionarnich bodech f” = 0, tedy Zw—% =0, tedy 2* = 1, tedy = = 1. Vyloudili
jsme x = —1, protoze tento bod nelezi v (0, 00). Souradnici y dopoc¢itdme ze vztahu y = 1/x a
méme tedy argument minima v bodé [1,1]. Hodnota minima je f = 2. Ze to je minimum a ne
maximum by se dalo vySetfit z prubéhu funkce f v jedné proménné x: na daném intervalu ma
f jediny stacionarni bod a ma jednostranné limity v obou krajnich bodech +o0.

M3 reseni ve skriptech.

P1i obvyklém znaceni r pro polomér podstavy valce a v pro jeho vysku vyjadiime jeho objem
V = 7r?v =1 a jeho povrch S = 27rv + 2772, Optimalizaéni tloha tedy zni:

min{27rv + 27r?; v = 1,7 > 0,0 > 0}

7 prvni podminky popisujici mnozinu pripustnych reseni snadno eliminujeme proménnou v =

1 A S . NN _ 1 2 _ 2 2
—= a Ucelovou funkci mame pak jen v proménné r, tedy f = 27mr—5 + 27r° = = + 27r=.
VysSetiime ji na intervalu (0, 00). Uvnitf ma jediny stacionarni bod f" = 0, tedy —% +4mr =0,

tedy 73 = %, tedy r = ¢/ % Tento stacionarni bod tedy musi byt minimem, protoze f je spojita
se spojitou derivaci a v krajnich bodech intervalu (0, 00) ma limity oo. Déle je v = # = i/%

a argument minima mame v bodé [r,v] = [f’/ %, \3/%] Tim jsou rozméry valce s minimalnim
povrchem urceny.

Ulohu forméalné zjednodusime a poéitdme min{27wrv + mr?; mr2v = 1/2,7 > 0,v > 0}. Postu-
pujme stejné, jako v tloze e). Vychézi stejné r a déle zde vychazi v = r.

Intuitivné je to ¢tverec, ale udélejme to poradné. Strany obdélnika oznac¢me a, b, jeho thlopricka
musi mit délku 2, takZze dle Pythagorovy véty je a? + b? = 4. Hleddme maximum souéinu ab,
takZe optimaliza¢ni tiloha znf: max {ab; a? +b* =4, 0 < a < 2, 0 < b < 2}. Z podminky
eliminujeme proménnou a: a? = 4 — b2, tedy a = V4 — b2. Uelové funkce mé po eliminaci jen
jednu proménnou f = V4 — b?b. VySetiime ji na intervalu (0,2). Funkce je spojitd, ma vsSude
spojitou derivaci, v krajnich bodech ma limity 0, je vSude kladnd a mé jediny stacionarni bod,
ktery tedy musi byt maximem. Stacionarni bod zjistime z f/ = 0, tedy =2 + V4 —b = 0,

VA2
tedy —b% +4 —b% = 0, tedy b = 2, tedy b = /2. Dopoéitdme a = V4 — b2 = /2. Argument
maxima je [a,b] = [v/2, /2], takZe to je opravdu &tverec. Intuice tentokrat nezklamala.
Reseni je ve skriptech.

Ozna¢me strany obdélnika a, b. Plocha je ab = 1 a cena plotu (c¢elova nebo také cenové funkce)
je 1000 (a + 2b) 4+ 500 a. Protoze se neptame na cenu (hodnotu ucelové funkce), ale na argu-
ment minima, mizeme funkci vydélit napriklad tisicem a mame optimaliza¢ni tlohu ve tvaru
min {3a+2b; ab = 1}. Eliminujeme b = 1/a a ielovd funkce ma jen proménnou a: f = 3a+2/a
a vySetfujeme ji na intervalu (0, c0). Je spojitd, ma spojitou derivaci a limity v krajnich bodech
intervalu méa oo, takze méa-li jediny stacionarni bod, bude to minimum. Staciondrni bod najdeme

—2 2 V3

pomoci f =0, tedy % + =5 =0, tedy a’? = %, tedy a = N Po dosazeni mame b = *5* a argu-
ment minima je [a,b] = [%, g] Zamyslime se, v jakych jednotkdch mame rozméry uvedené

ve vysledku. V popisu mnoziny ptripustnych feSeni jsme psali ab = 1, tedy jeden hektar. Jedna
strana hektarového ¢tverce mé 100 metri. Nase jednotka je tedy 100 metri, konkrétné strana

a obdélnika mé rozmér % metril a strana b je velkd 50v/3 metriL.
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k,1) M4 feseni ve skriptech.

m) Nakreslete si kruznici se sttedem O a polomérem 1. Na ni na protilehlych strandch na kruznici
vyznacte dva body A (start) a C' (cil). Mezi nimi kdekoli na kruznici nakreslete bod B. Potkan
poplave nejkratsi spojnici tise¢kou AB a dale pobé&zi po kruznici mezi BC. Uhel AOB oznaéime a.
Cesta potkana je ddna polohou bodu B, neboli tihlem «.. Délka prvni ¢ésti cesty AB je 2sin(a/2).
Zjistite to tak, Ze rozdélite tihel « jeho osou na dva a méte dva pravotihlé trojihelniky, tihel a/2
je proti poloviné tsecky AB v pravothlém trojihelniku o preponé délky 1. Déle délka bézecké
c¢asti drahy potkana je rovna délce oblouku na kruznici o poloméru 1 mezi body B a C' a je tedy
rovna T — Q. Oznaéime—li t ¢as a d délku drahy, pak vime, ze t = d /v, takze ¢as od startu k cili
jet = —2 sin(a/2) + (7r — ). Je to funkce jediné proménné « s parametry v; a vy, a mame
ji m1n1mahzovat na mtervalu (0,7), neboli hleddme min {¢(a); 0 < a < 7}. Funkce je spojitd
se spojitou derivaci. Najdeme jeji staciondrni bod z t" = 0, tedy v% cos(a/2) + ;—21 = 0, tedy
cos(a/2) = ”—; tedy o = 2arccos ﬂ

Kdybychom potkanovi poradlh ze mé nakreslit tihel 2arccos 2+ a tim najit bod B a pak bude
védét, jak ma plavat a jak bézet, moc by nam nepodékoval, naopak zacal by na nas nebezpecné
prskat. Nasli jsme totiz maximum tcelové funkce ¢, nikoli jeji minimum, jak je ziejmé z druhé
derivace funkce ¢t. Funkce je na definicnim intervalu konkavni. Je to takovy maly chytacek.

Minimum konkavni uc¢elové funkce t je tedy v jednom z jejich krajnich bodu intervalu (0, ).
V nule ma funkce ¢ hodnotu vﬂ a v bodé m ma hodnotu 77 Globalni minimum je v tam, kde
je odpovidajici hodnota mensi. Potkanow tedy poradime takto: umi-li preplavat jezero rychleji
nez jej obéhne, tak at plave napri¢ a viibec nebézi. V opa¢ném pripadé at bézi a viibec neplave.

n) Je feseno ve skriptech.
1.2 z € argmin . f(z) & f(2) < f(z) Vo € X & g(f(2)) < g(f(z)) Yz € X & 2 € argmin . g(f(2)).

1.3 argminy, f(z) = Y N argmin, f(z) pravé kdyZ hodnoty v argumentech minima na Y nejsou
vétsi nez hodnoty v argumentech minima na celé X, ale mohou byt stejné. To plati pravé kdyz
f(2) > miny f(x) pro vSechna z € X \'Y.
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Kapitola 2

2.1 To je jednoduché opakovani, jak miizeme upravovat maticové vyrazy:

a) AX+B=A2X, AX—-A2X=-B, (A-A>)X=-B, X=—(A—-A?)"'B
Za zminku stoji snad jen to, ze zde Slo vytknout X doprava z obou séitancii a tedy v poslednim
kroku slo nasobit inverzni matici zleva. Nasobeni matic neni komutativni. Taky lze konstan-
tou —1 roznasobit inverzni matici, protoze —171 = —1 a psat X = (A2 — A)"!B.

b) X—A=XB, XI-—XB=A, X(I-B)=A, X=A(I—B)"!

c) 2X—AX+2A =0, 2IX—AX=-2A, (2I-A)X=-2A, X=-2Q21-A)1A
Jednotkovou ¢tvercovou matici znacime I, dale v zadéni c) je nulovd matice znac¢ena O. Konec¢né
v poslednim kroku tlohy ¢) je konstanta (—2) vytknuté zcela doptedu, jak byva zvykem. Muzeme
téz kratit: X = —2(21—A) TA=—-22(1— 1A)) P A=—2-2"1(1- 1A' A= (A1) A

2.2 Jedninou sosutavu lze zapsat blokové [b; b, --- b,] = X[a; a, --- a;], tedy XA = B pri
znaCeni A = [a; a, -+ a], B=[b; by --- by]. Je-li A évercova a regularni, médme jediné reseni
X=BA L

2.3 Nejprve si uvédomime vektor proménnych: u” = [xT yT o] € R™™"*1. Dile je tieba pievést
souciny s proménnymi na levou stranu rovnosti a konstanty na pravou:

xT yI' «
Ax + BTy —al =0
Ay =—C

Nad soustavu jsem modre vyznacil fadek s proménnymi. Proménné v tomto fadku museji ko-
respondovat s jednotlivymi sloupci matice P, takze

5% 3] -

Zde je O nulovd matice, 0 nulovy vektor, 1 vektor (sloupec) obsahujici samé jednicky. Uvé-
domime si také, ze al = 1q, pritom vlevo této rovnosti je a-ndsobek jedickového vektoru a
vpravo je soucin matic, prvni z nich mé jeden sloupec s jednickami a druhd je z R**! a obsahuje
prvek a. Rozméry jednotlivich bloki matice P obecné jsou: A € RF*™, BT € RF*™ —1 € RF*1,
0 c RF*" A € R¥*™ ¢ € R¥*!. Ejhle, matice A je ve dvou blocich a tudiz musi byt m = n.

2.4 a) provedeme stejné jako ve Cviceni 2.3, vysledek je ve skriptech.

b) Za predpokladu existence zminénych inverzi D musi byt ¢tvercova a A také je ¢tvercova (tfebaze
obecné jiného rozméru). Je mozné provést blokové eliminaci vektoru y z druhé maticové rovnice
a dosadit do prvni, jako bychom pracovali s ¢isly a ne s maticemi:

Dy=b—-Cx, y=D!b-Cx)
Ax=a—BD !(b—Cx)=a—BD 'b+BD !'Cx
(A—BD'C)x—a—BD b
x=(A—BD'C)'(a—BD'b)

Vypocetni vyhoda: poc¢itdme s mensimi maticemi. Predpoklddejme, Ze na vypocet inverzi matice
mame algoritmus slozitosti n3. Vypocet inverze matice fadové dvakrat vetsi ma pak slozitost
zhruba (2n)® = 8n3, zatimco pfi vyjadfeném x stadf provést dvé inverze sloZitosti n® a t¥i
nasobeni se slozitosti n® a daldi operace s¢itani a nasobeni sloupcovym vektorem se slozitosti
n?. Takze mame slozitost 5n3.

2.5 a) A € R™*", je to nehomogenni linedrni soustava m rovnic s n nezndmymi.
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b) A musi byt ¢vercova. Vlevo je kvadratickd forma, jedind rovnice, neni linedrni.

c)acR™ beR" XeR™". Jedind linedrni rovnice.

2

d) VSechny matice museji byt ¢vercové. Je to linedrni soutava s n® rovnic i nezndmymi.

e) X,Y € R™" A € R B € R™ ™, Nelinearni soustava s 2mn nezndmymi obsahujici m? 4 n?
rovnic.

2.6 Vzorec vec(AXC) = (CT ® A)vecX nam umozn{ ,vykostit“ z maticového souéinu matici X
napsanou v jedném sloupci, zatimco pred vykosténim byla matice X uvniti maticového soucinu
Hkryta“ maticemi z obou stran.

a) Pro kazdé i € {1,...,k} je bXa, = vec(b!Xa,) = 0, takze (a, ® b,) vecX = 0. Sestavime-
-li matici M majici k radkd, jednotlivé radky jsou a; ® b;, pak mdme vyslednou soustavu
MvecX =0

b) Je vec(AX + XTBT) = vec AX + vec XTB7. Déle, ma-li byt X € R™*", pak jsou A,B € R"*™ a
C € R™*™. Déle pfi oznaceni | € R"*" jednotkové matice je vec AX = vec AXI = (I ® A) vec X
a vec XTBT = vecIXTBT = (B ® I) vec XT = Mvec X, kde matice M vznikla permutovadnim
sloupcti matice (B ® 1) podle stejné permutace, jako se permutuje vec X na vec X. Hledan4,
soustava pak je (1® A) vecX + MvecX = ((I1® A) + M) vec X = vecC.

c) Uloha mé nezndmou matici X € R™ ", u niz jsou zndmy jeji fadkové soucty a; a sloupcové
soucty b; (souvisi to s dopravni tlohou linedrniho programovani). Tvar matice uvedeny v zavéru
prikladu se da vydumat z pozadavku na dané hodnoty Fadkovych a sloupcvych souctd. My
ale pouZijeme tvar X1, = a,X’1 = b (zde 1, je sloupcovy vektor z R™ obsahujici samé
jednicky (to méli nékteri stastlivei na vysvédéenéni v prvni tiidé) a analogicky 1,, € R™. Je
vec(X1,) = vec(l,,X1,) = (17 ®1,)vecX = veca = a a také vec(1l X) = vec(1L X1,) =
(1,®1,,)vec X = vecb = b. Sestavime-li tedy matici M majici dva bloky nad sebou, v prvnim
je17®1 avedruhém I, ® 1, , pak mdme soustavu M vec X = [E]

2.7 a) [A,B]T = (AB— BA)T = BTAT — ATB” = BA — AB = —[A, B].

b) [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B] = A(BC—CB)— (BC—CB)A+B(CA—AC)— (CA—AC)B+
C(AB —BA) — (AB — BA)C = ABC — ACB — BCA + CBA + BCA — BAC — CAB + ACB +
CAB — BCA — ABC + BAC = 0.

c) ABC — BCA — (AB — BA)C + B(AC — CA) = ABC — BAC + BAC — BCA

2.8 Z A~! = A plyne AA = AA~! = |. Obréacené, z AA = | plyne, ze A ma plnou hodnost, je tedy
reguldrni a m4 tedy inverzi A~!. Vyndsobenim obou stran rovnosti touto inverzi zprava mame
A=IA"1=A"1

2.9 Ovéifme, ze (AB)"1(AB) = I. Plati B"'A~}(AB) =B }(A"'A)B=BlIB =1.

2.10 Necht je AT = A a necht k matici A mame inverzi B, tedy AB = BA = |. Transponujeme-li
matice z posledni rovnosti, mame (BA)” = I7, coz znamens, ze ATBT = AB” = I, takze B7 je
inverze k A.
2.11 a) A+B=B+A=B(A!A)+ (BB 1))A=B(A! +B1)A rovnost invertujeme
(A+B)t=A1A1+B 1) IB! vyndsobime zleva A, zprava B
AA+B)'B=(At+B 1)L

Druhou rovnost dokédzeme obdobné.

b) Délame ekvivalentni tpravy, takze az dostaneme zfejmou identitu, méme hotovo. Obé strany
rovnosti vynasobime (1+ AB) zleva: | = (1+AB)(I1—A(1+BA)"'B) = 1+ AB—A(1+BA) " 'B—
ABA(14+BA)!B. Odeéteme z obou stran | a méme O = AB—A(1+BA)"'B—ABA(1+BA) !B =
A(l—(1+BA)"' —BA(1+BA) 1B =A(l—(1+BA)(1+BA)1)B = A(I - 1)B = O. Hotovo.

c) V zadani je ziejmé pieklep, ma se dokazat (1 + AB)"'A = A(l1 + BA)~l. Vynasobenime zprava
(1 + BA) a dostdvdme ekvivalentni rovnost (I + AB)"'A(l + BA) = A. Levou stranu upravime
(1+ AB)"'!A(1+BA) = (1+ AB)"!(A+ ABA) = (1+ AB)'(1 + AB)A = A.
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d) Pro nazornéjsi vypocet provedeme substituci C = A + B, neboli B = C — A. Dokazujeme
A—-AC'A=(C-A)—-(C-ACH{C-A)=C-A—(C-A)(I-CA)=C-A-C+A+
(C—A)C'A=0+CC!A-AC!A=A—-AC!A

2.12 a,b) Dokéazeme nejdrive b) a z toho pak vyplyne a).
P#i znaceni X = A+ UCVT Y = A~ — AU (C ! + VIAIU) 'VTA! je tieba dokazat
XY = |. Tim dokézeme, ze X je leva inverze, ale ona je pak automaticky i prava, protoze
matice jsou ¢tvercové a maji plnou hodnost (viz vzorec (3.19) ve skriptech). Takze inverze k
nim existuje (plyne z véty o vypoctu inverze pomoci determinantu). A kdyz je Z prava inverze k
Y, pak XYZ = 1Z = Xl, takze prava a leva inverze je stejnd a vime také z linedrni algebry, zZe je
jedina. Nyni se pustime do ovéieni XY = I: Kviili struénosti vypoétu znaé¢im B = C'+VTA~1U

(A+UcvTh) (A1 —A-lUB'VTA 1) = 1+UCVIA L —uUB'VIA- 1 —uCVvIA-lUB 'VTA L =
= 1+UCVTA 1 —U(I+CVTA'U)BIVTAL = I+UCVTA 1 —UC(C 1 +VIA-IU)BIVIA-! =
=1+ UCVIA"1 —uCBB'VITA ! =1+ UCVIA~! —UCVIA !l =1

Rozmyslime si jesté rozméry matic. V rdmci soucinu pisu do indexu pred matici pocet jejich
radkt a za ni pocet jejich sloupcii:

n n-n n n n n

Vidime, ze vSe sedi pfi rozmérech A € R™*" C € R™*™ U,V € R™"™. a ze ve vypoctu vyse
je v zavorce ve druhém kroku matice | € R™*™  ale vsude jinde mame matici | € R™*™. Méli
bychom ji tedy znacit jinak, ale kdyz si fekneme, Ze to jsou jiné matice, tak to snad staci.
Piipad b) piechdz{ na piipad a) pii m = 1 a pii C € RY™! obsahujici jedni¢ku. Misto
jednosloupcovych matic U, V piSeme u,v a vzorec dokdzany v b) pak pfechdzi na

(A+uh)L =A"1 - A tu(1+vIA tu)~ WAL

e éu, kde vlevo je soucin

Jednoprvkovou matici 14+v?A~'u ozna¢ime a a uvédomime si, ze u .~
jednosloupcové matice u s inverzi jednoprvkové matice o a vpravo je é—nésobek vektoru u a tento
skalar mtzeme vytknout pred celé maticové nasobeni a zapsat ho nakonec jako podil tohoto

maticového nasobeni ¢islem «. Lidové Teceno, skalar ,vybubld® z maticového nasobeni ven.

2.13 Kdyz ma na diagonéle nenulové prvky. Inverze ma na odpovidajicich mistech prevracené hodnoty
k témto prvkim.

2.14 diag(aq,...,a,) diag(b,...,b,) = diag(a,b,...,a,b,) = diag(b,a,,...,b,a,) =
= diag(b,...,b,) diag(ay,...,a,).

rn

2.15 M4&-li matice A levou inverzi, ma linedrné nezavislé sloupce, ale muze byt 1zka, tj. jeji sloupce
negeneruji cely prostor R™. Kdyz napiiklad b ¢ rng A, pak soustava nemd FeSeni, ale postup
uvedeny studentem feseni najde.

2.16 a) (A+AT)T=AT + AT = ATt A=A+ AT
b) (A —ATYT = AT — A = —(A—AT7).

c) Volime B = %(A +AT)a C = %(A — AT). jejich soucet je zfejmé roven A a déle B je symet-
rickd (podle tlohy (a) a z faktu, Ze nésobek symetrické matice je symetricky) a konecné C je
antisymetrickd (podle tulohy (b) a z analogického faktu). Takze matice existuji.

Jesté zdiavodnime jednoznacnost. Predpokldddme, Ze méme jesté matice B a C’ stejnych
vlastnosti, takze A = B+ C = B’ + C’, AT = B — C = B’ — C’. Po seé¢teni téchto rovnosti
dostdvame 2B = 2B’ a po odecteni 2C = 2C’. Musi tedy B=B’ a C = C’.

2.17 a) |a+b|> = (a+b)T(a+b) = (a” +b”) (a+b) =a’a+a’b+b’a+b’b = |a|? +2a’b + ||b|?.
b) (a+b)’(a—b)=a’a—a’b+bTa—b’b=|a?>—|b|?

c,d) Jako (a), (b), nejprve matice prevedeme po sloupcich na vektory prostfednictvim operace vec
uvedené ve cviceni 2.6.
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2.18 Trik spociva v tom, Ze si néjaky genius vSimne, Ze podminky k dikazu se daji formulovat

blokové: A B DT BT [1 O
{—C D] [CT AT]_{O I]

Skute¢né, v levém hornim bloku méme podminku AD? — BC” = I, v pravém dolnim méme
tutéz podminku v transponované podobé (je totiz | = I17) a v ostatnich dvou blocich je ukryto
sdéleni, ze matice ABT a CD” jsou symetrické, tedy ABT = BAT a CD” = DC”. Podivame-li
se na blokovou rovnost z dalky, vidime souc¢in dvou matic XY = I. Takze matice Y musi byt
inverzni k matici X. A ¢tvercova inverzni matice s vychozi matici komutuje (prava a levé inverze
je pro ¢vercové matice stejnd), takze plati i rovnost YX = I. Podivame-li se v této rovnosti do
pravého dolniho bloku, najdeme tam dokazovanou rovnost A’D — C'B = 1.

2.19 Provadime blokové operace nasobeni.

| —BA B | — BA B | _
2A—ABA AB-—1] [2A—ABA AB—1]
(1—BA)(I—BA) + B(2A — ABA) (1—BA)B + B(AB —I)

(2A — ABA)(1—BA) + (AB—1)(2A —ABA) (2A — ABA)B + (AB — I)(AB — I

o V)

2.20 tr(XY — YX) = tr(XY) — tr(YX) = tr(XY) — tr(XY) = 0, ale na pravé strané je tr(l) = n.
V tpravé levé strany jsme vyuzili cykliénost stopy.

2.21 Dokazujeme (AB,C) = (B, ATC). Na levé strané mame > Zj<2k a;1by;) ¢;j- Na pravé strané
je Zj 2 0 (O, aigeiy) = 32, Zj >, @ibyjc;j, takZe méme tentyz vysledek. Aalogicky bychom
overili dasi rovnost.

2.22 Necht A € R™*". Je det(—A) = (—1)"det A. Pouzili jsme linearitu determinatnu v kazdém
radku matice A.

2.23 a) Vidime to napi. z eliminaéni metody pocitani inverze, tedy [A[I] ~ [I|A7!]. Je-li A hornf
trojuhelnikovéa, pak eliminace obsahuje jen zpétny chod, ktery nezrusi nuly pod diagonalou
vychozi matice I.

b) Uvazujme soucin C = AB, kde A, B jsou horni trojihelnikové matice. Je-li i > j, pak plati
Cij = Zk a;bg; = 0, nebot v kazdém soucinu a;,by; je aspon jeden Cinitel nulovy.

2.24 'TYi typy elementarnich matic zminénych ve skriptech oznacime E;, E, a E,.

a) Vidime, %e E = E,, EZ = E,. Pouze EI se lis{ od E;. Jestlize E; p¥i¢it4 o nasobek i-tého fddku
k j-tému, pak E?; pric¢itd a nasobek j-tého radku k i-tému.

b) Je E;! = E;. Déle pokud E, pronasobi i-ty fadek konstantou «, pak E;! pronésobi i-ty fadek

konstantou 1/« (a vrati eliminovanou matici do ptivodniho stavu). Koneéné, pokud E; pracuje

s konstantou «, pak Egl pracuje s konstantou —a na stejné pozici, takze odecitd o nasobek
radku a vraci eliminovanou matici do ptivodniho stavu.

K nalezeni inverze k E; pouzijeme vzorec Morrisonové. Ozna¢me M(«) nulovou matici s je-

dinou vyjimkou, prvek m;; = o pro néjaké i # j. Pak E; = I + M(«). Dile ozna¢me u nulovy
vektor s vyjimkou u; = «, a v bud nulovy vektor s vyjimkou v; = 1. Pak je uvl = M(a). Morri-
sonové vzorec ndm dava: E3' = (1+M(a))™ ! = (I+uv?) = 171 — (1P tav?I7) /(1 + T ) =
I —uv?/(140) =1 —M(a). Ve jmenovateli mame 1+ u?v =1+ 0, protoze i # j.
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Kapitola 3

3.1 Je vyreseno ve skriptech. Pfiddme jen geometricky pohled.
a) Pfi daném nenulovém vektoru a jde o mnozinu vektori na a kolmych, coz vyplni nadrovinu
kolmou na a prochazejici pocatkem.
b) Je to nadrovina kolmé na dany nenulovy vektor a posunutd do partikularniho reseni neho-
mogenni soustavy s jedinou rovnici a’x = b.
¢) Mnozina je povrch jednotkové koule (sféra).
d) Pro n > 1 to je prazdnd mnozina. Matice vlevo ma totiz hodnost nejvyse 1.
e) Je to mnozina feseni 17x = 0, tedy je to nadrovina kolmé4 na vektor 1 prochazejici pocatkem.
f) Mnozina je afinni podprostor zapsané ve tvaru linedrni podprostor plus posun.

3.2 Je to opakovani klasické tlohy z linearni algebry. Je vyfeseno ve skriptech.

3.3 Pozadavek «(1,2,3) + 5(—1,0,1) = (2,2,2) vede na nehomogenni soustavu s neznamymi «, £,

vvvvv

3.4 To je klasické tvrzeni ze zdkladu linearni algebry. Z linedrni zavislosti zadanych vektoru, tedy
z faktu, zZe existuje linearni kombinace a;x; +- - -+ x;, = 0 s netrividlnimi koeficienty plyne, ze
tfeba a; je nenulovy koeficient. Vydélime jim zminénou rovnici a kromé vektoru x; vse ostatni
pfevedeme na druhou stranu rovnosti. Mame x;, = —(o; /a;)xq — - - - — (o /;)Xy,, kde na pravé
strané chybi s¢itanec s vektorem x;. Je tedy x; linedrni kombinaci ostatnich vektori.

3.5 Toto je dalsi klasika. f(X) je podprostor, protoze je uzavieny na linearni kombinace. Podrobnéji:
necht y;,y, € f(X). Ukdzeme, ze pak ayy; + ayy, € f(X). Vektory y,, y, maji své vzory x;, X,
tj. f(x1) = y1, f(x9) = y,. Diky linearité f je f(a;x; + ayxy) = af(xy) + asf(xy) = aqy; + asy,,
takZe ayy; + sy, ma sviyj vzor a lezi tedy v mnoziné f(X).

. 0 ¥z -y zy ToYs—T3Ya . 3 L, .

3.6 Protoze | -y; 0 y; zy | = | —mys+2zy; | = X X Y, je zkoumané zobrazeni linedrni, matici

Y2 —Y1 0 T3 T1Y2—T2Yy
tohoto zobrazeni vidime v predchozim vzorci. Je to antisymetrickd matice a pro nenulovy vek-

tor y mé hodnost rovnu 2, jak se muzete presvédéit vypoctem (zjistite, ze determinant této
matice je nulovy ale bud prvni a druhy rddek nebo prvni a tfeti fddek nebo druhy a treti radek
jsou pfi nenulovém y linedrné nezavislé).

3.7 Je castecné vyreseno ve skriptech. Je tam ukézano, Ze existuje matice A a nenulovy vektor b
tak, ze f(x) = Ax + b. Tak pozname afinni zobrazeni. Ale posledni dovétek v zadéani Fikd, ze to
mame dokazat z definice, ktera ve skriptech zni: afinni zobrazeni je takové, které zobrazi afinni
kombinaci vzoru x; na afinni kombinaci obrazu f(x;) se stejnymi koeficienty. Jinak feceno:

flayx; + -+ a,x,) =ayf(xy) +- -+ ,f(x,), kdykolia; +---+a, =1
Ukéazeme tedy, Ze toto je ekvivalentni s faktem, Ze lze obrazy f psat ve tvaru f(x) = Ax + b.
Jeden smér dikazu je snadny. Predpokladame-li f(x) = Ax+b, pak je pfia; +-- -+, = 1:
flagxy +---+a,x,) =A(ax; +---+a,x,)+b=a;Ax; +- - -+ a,Ax, + (a; +- -+ a,) b=
= al(Axl + b) +oet an<Axn + b) - alf(xl) +toeet anf<xn)

Nyni predpokldddme pro f platnost definice a najdeme matici A a vektor b. Volme b = f(0).
Ukéazeme, ze zobrazeni g = f — f(0) je linedrni:

g<a1x1 +oet anxn) = f<a1x1 +ot anxn) - f(O) =

flogx; +- - +apx, +(1—ay —- - —a,)0) —f(0) =
= a f(x)+ - +a,f(x,)+(1—ay— - -—a, ) F(0)—F(0) = o (F(x;)—F(0))+- - -+a, (f(x,)—F(0)) =

= alg<x1> +eet ang(xn>

Protoze je g linedrni, ma svou matici A. Konecéné f(x) = g(x) 4+ f(0) = Ax + b.

8


https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.102
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.109
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.110
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.111
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.112
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.113
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.114

3.8 Je to dalsf klasickd tloha z linedrni algebry. ReSeni je ve skriptech.

3.9 a)

b)

c)

3.10 a)

b)

3.11

3.12

3.13 a)
b)

c)

d)

M4 existovat matice A tak, ze A [H =2aA [i] = 3, neboli A [; i] = [2 3]. Posledni rovnost

. L1 2 27 . y . .
v transponované podobé [ 3 4] AT = [ 3] je nehomogenni soustava s nezndmou jednosloupco-

vou matici A”. Protoze matice soustavy je reguldrni, mé tato soustava feSeni a tedy hledané
zobrazeni f existuje.

2 4 6

5 6 4
matici AT m4 svou matici soustavy i rozsfienou matici se stejnou hodnosti (hodnost je v obou
piipadech 2), takze dle Frobeniovy véty m4 feSeni, tedy AT existuje, takze téz f existuje.

12 2
M4 byt A [1 3 5] = [2 3 4], tedy [3 4} AT = [3} Tato nehomogenni soustava s nezndmou

101
Analogicky, jako v predchozich tlohdch fesime soustavu [0 1 2] AT = [ 1 } Hodnost matice
113 2

soustavy je 2 a rozsirené matice je 3, takze soustava nemad feseni a hledané linedrni zobrazeni f
neexistuje.
1 -1 0
2 1 -1
je napriklad {(1,0),(0,1)}. Jadro zobrazeni f (nulovy prostor f) je prostor feseni homogenni
soustavy Ax = 0, baze tohoto prostoru je naptiklad {(1,1,3)}.

Hodnoty zobrazeni jsou f(x) = [ ]x = Ax. Je rngf = rng A = R?, béaze rngf tedy

2 1
Je f(x) = [1 —1] = Ax, takze rngf = rng A a jeho bézi vidime napr. ve sloupcich matice A,

tedy {(2,1,1),(1,—1,2)} (jsou linedrné nezavislé). Mnozina feSeni soustavy Ax = 0 obsahuje
pouze nulovy vektor, takze Null f = Null A = {0}.

V prikladu nds mirné pletou, protoze pismena m a n jsou pouzita obracené, nez je obvyklé, tedy
zde je m dimenze vstupniho linedrniho prostoru a n dimenze vystupniho linedrniho prostoru.
Predpoklada se, ze dimenze prostoru obrazi je rovna dimenzi vstupniho linedrniho prostoru,
takze zobrazeni Ax ma nulovy defekt, tedy A musi mit linedrné nezavislé sloupce, tedy tvoii bazi
rng A. Obracené, mame-li bazi s m prvky, pak dimenze jejiho linedarniho obalu je pochopitelné
rovna m.

Necht rng A = rng B a maji linedrné nezavislé sloupce A = [a; ... a;], B =[b; ... b,]. Pak
a; = Bc, coz znaci, Ze a; je linedrni kombinaci vektorti b, a c; obsahuje koeficienty této linearni
kombinace. Analogicky a, = Bc,, atd., a;, = Bc,,. Zapsano jedinou maticovou rovnosti: A = BC,
kde C = [c; ... c;]. Sloupce matice C nemohou byt linedrné zavislé, protoze pak by také a;
byly linedrné zavislé, ale ony nejsou. C € R¥** je tedy regularni matice.

Necht nyni plati A = BC pro néjakou regularni matici C. Pak rng A C rng B, protoze vSechny
sloupce matice A lezi v rng B (a; jsou linedrnimi kombinacemi b, takze linedrni kombinace a;
jsou linedrnimi kombinacemi linedrnich kombinaci b;). Obrécend inkluze rng A O rngB pak
plyne z faktu AC~! = B. Vyuzili jsme regularity C.

Je-li X CY, pak z definice linedrniho obalu je span X C spanY. Jinak fe¢eno rng A C rng[A B]

Je-li spanY C span X, pak span X = span(X U Y), coz je jinymi slovy dokazované tvr-
zeni. Dokazeme to. Rozsitime obé strany inkluze v pfedpokladu o mnozinu span X, mame:
(spanY) U (span X ) = (span X) U (span X ) = span X. Aplikujeme na obé strany inkluze span,
inkluze zustavaji zachovany: span((spanY’) U (span X)) C span(span X) = span X. Z definice
linearniho obalu je span((spanY’) U (span X)) = span(Y U X), protoze to je mnozina linedrnich
kombinaci linedrnich kombinaci prvka z X a Y. Mame tedy vysledek span(X UY) C spanY.
Obrécena inkluze je zfejma.

Jsou-li P, Q podprostory takové, ze P C () a maji navic stejnou dimenzi, pak se rovnaji. Presné
toto se 1ika v dokazovaném tvrzeni.

Dokézeme nejprve, 7e z rng A = rng B plyne rank A = rank[A B|. Z tlohy (b) vidime, ze
z rng A = rng B plyne rng A = rng[A B]. A dimenze stejnych podprostori jsou stejné. Obracené.
Dokazeme, ze z rank A = rank[A B] = rank B plyne rng A = rngB. Z ulohy (c) plyne, ze
rng A = rng[A B| a po prohozeni pismen A, B také plyne, ze rng B = rng[A B]. Takze taky
rng A = rng B.


https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.115
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.116
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.120
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.123
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.124
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.125

3.14 Soucin Ax = 0 ¢teme takto: slozky vektoru x jsou koeficienty linenarni kombinace sloupcti matice
A, kterd je rovna nulovému vektoru. Je-li x # 0, pak médme netrivialni linedrni kombinaci sloupcii
matice A rovnu nulovému vektoru. To je doslova definice linearni zavislosti. Matice A miize mit
linedrné nezavislé fadky, je-1i sirokd, tj. ma linedrné zavislé sloupce.

3.15 Je rng AB C rng A, protoze sloupce AB obsahuji jen linedrni kombinace sloupci matice A. Z in-
kluze podprostori plyne nerovnost jejich dimenzi, tedy dimrng AB = rank AB < dimrng A =
rank A. Mame vysledek rank AB < rank A. Druhou nerovnost rank AB < rank B dokdzeme
po transponovani sou¢inu a s vyuzitim véty z linedrni algebry, Ze rank A = rank AT. Plati:
rank AB = rank(AB)”? = rank BTAT <* rank BT = rank AT. V misté <* jsme vyuzili pied chvili
dokézanou nerovnost.

3.16 f:R2 — R? je tvaru f(x) = Ax + b. Nezndm4 je matice A a vektor b. M4 platit Ap, +b = q;,

pro i € {1,2,3}. Souhrnné to lze zapsat pomoci blokové matice: [A b] [pf P2 pf] =[gy; 95 q5)-

T
p; 1 AT q;
Po transponovani mame soustavu | pi 1 | = | a2 ejiz prava strana mé dva sloupce.
T 1 b ’
P3 q

. . P AT SRRV
Soustava ma matici nezndmych [bT] € R3*2, Vyfesenim této soustavy dostaneme A a b.

3.17 a) Neplati. Protiptiklad H H H] = [3] Matice A nemé plnou hodnost, AB ma plnou hodnost.

b) Neplati. Necht a € R, n > 1, a # 0. Pak a i a’ maji plnou hodnost, ale aa’ nem4.
c) Plati. Pro x # 0 a y # 0 je dle pfedpokladu Bx # 0 a Ay # 0. Pak také (AB)x = A(Bx) # 0.

d) Plati. Piedpoklad ATB = O pravi, 7e viechny sloupce matice A jsou kolmé na viechny sloupce
matice B. Takze rng A L rng B. Protoze sloupce A a sloupce B jsou linedrné nezavislé a generuji
navzajem kolmé prostory, je i sjednoceni téchto sloupcti linedrné nezavislé.

e) Plati. M&-1i blokovd matice plnou hodnost ve smyslu, Ze ma linedrné nezéavislé sloupce, pak jsou
linearné nezavislé sloupce i v prvnim sloupcovém bloku i ve druhém sloupcovém bloku, takze
A i B maji linedrné nezavislé sloupce a tudiz maji plnou hodnost. Ma-li blokova matice plnou
hodnost ve smyslu, ze méa linedrné nezavislé radky, pak se tivaha provede analogicky.

3.18 Necht A € R™*™ B € R™™ pak AB € R™*"™ a predpokladdame o ni, Ze je regularni, ma tedy
hodnost m. Maticovy soucin nezvétsuje hodnost, takze rank A > m, rank B > m, takze obé tyto
matice maji plnou hodnost rovnu m. To znamend, Zze A ma linedrné nezavislé radky a B ma
linearné nezavislé sloupce.

3.19 Aby tvrzeni platilo, musi navic x; # 0, protoze x; je vzdy kliovy vektor (pozadavek x, # 0
neni v zadani tlohy uveden, ale predpoklddejme jej). Pak vyFazujeme vSechny nasledujici vek-
tory, pokud lezi ve span{x; } az najdeme x, nemajici tuto vlastnost. To je druhy klicovy vektor.
Vyfazujeme vSechny nésledujici, které lezi ve span{x,,x,;} az najdeme prvni x; nemajici tuto
vlastnost, to je treti klicovy vektor. Atd. Po koneéné mnoha krocich projdeme vsechny vek-
tory xy,...,X, protoze jich je kone¢né mnoho. Je zfejmé, ze jsme dohromady vyradili vektory,
které lezi ve span klicovych vektort, takze span{xy,...,x, } = span klicovych vektoru. Jesté je
tfeba dokazat jejich linedrni nezavislost. Pro spor predpokladejme jejich linedrni zavislost. Pak
existuje jejich netrividlni kombinace rovna nulovému vektoru. Vezmeme nenulovy koeficient s
nejvétsim indexem (index oznac¢ime p), vydélime timto koeficientem uvedenou linedrni kombi-
naci a pievedeme ostatni vektory s vyjimkou x,, na druhou stranu rovnosti. Mame x,, vyjadreny

jako linearni kombinaci predchozich vektoru, takze x,, nemuze byt klicovy. To je spor.

3.20 V matici A vyznacime sloupce, které tvori mnozinu klicovych vektorua v R™. Jejich indexy tvori
mnozinu J. Pak matici A doplnime dalsimi fddky tvaru e; € R", kde j je mimo mnozinu J.
Dostavame c¢tvercovou matici. Ukdzeme nyni, ze vSechny sloupce této ¢tvercové matice jsou
klicové, takze matice je regularni a tudiz i vSechny jeji radky jsou linearné nezavislé. Proc¢ jsou
jeji sloupce klicové? Sloupec s indexem z mnoziny J (dejme tomu s;) méa od faddku m + 1 samé
nuly. Nelze jej tedy linedrné kombinovat pomoci sloupcti s indexy mimo mnozinu J, protoze ty
maji nékde na pozici m + 1 az n pravé jednu jednicku a zadné dva nemaji jednicku na stejném
radku. Nelze jej také linedarné kombinovat z predchozich sloupcu s indexy z J, protoze s; je
klicovy v ramci prvnich m slozek tohoto vektoru. Konecéné kazdy sloupec s indexem mimo J je
také klicovy, protoze ma jednicku na pozici, kde vsechny predchozi sloupce maji nuly.
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3.21 1= 2: Dokazeme sporem. Necht tedy néjaky koeficient o; z vlastnosti 2 je nenulovy. Bez jjmy na
obecnosti to bude «; (poradi bodi muzeme zménit). Rovnost vektort ve vlastnosti 2 vydélime
oy a prevedeme vSe az na X; na pravou stranu. Mame x; = (—ay /o)Xy + -+ - + (—a /0y )X
Vyuzijeme predpokladu ve vlastnosti 2: o = —ay — - -+ — ay,. Zfejmé je x; afinni kombinaci
ostatnich bodi, protoze suma koeficientt této linedrni kombinace je (—ay — - - —ay,) /oy = 1.

2= 3: Dokazujeme linedrni nezavislost z definice. Necht f85(xy —%q) + - - - + B1,(x;, —%;) = 0.
Po roznasobeni mame [Byxg — BoX; + - - - 4+ Bix, — Bipx; = 0, coz je linearni kombinace bodi x;,
jejichz suma koeficient je nulova. Podle 2 je tedy kazdy koeficient nulovy, tedy 5, = 0 pro
i €{2,...,k}. Pouze trividlni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

X; Xg ... Xp

- ! ] ma plnou hodnost, tedy linedrné nezavislé sloupce.

. . . . , . ’ X Xo—X e Xp—X
Po jednom kroku Gaussovy eliminace aplikované na sloupce matice mame [ Lo o 1]

a staci u této matice ukazat linedrni nezavislost sloupct. Overime z definice linedrni nezavislosti:
T [xll] + Y [x26x1] + ey [x"'gxl] = [g]. 7 posledni slozky sloupcti ihned plyne, Ze musi
v, = 0. Zbyl4 linedrni kombinace obsahuje vektory z predpokladu 3 a ty jsou linedrné nezavislé.
Takze vSechny -y, jsou nulové. Pouze trivialni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

3= 4: Ukazeme, Ze matice [

4=-1: Dokéazeme sporem. Necht tedy jeden bod je afinni kombinaci ostatnich, bez Gjmy na

obecnosti to bude x;. Pak je x; = 05Xy 4 - - - + 0, X;,, kde suma téchto koeficientli je rovna jedné.
Pak miizeme psat [xll] = 0, [Xf] + 40 [xl’“ ] Tato rovnost plati nejen na drovni bodi x,,
ale téz v posledni slozce s jednickami, protoze suma d, je rovna jedné. Ovsem ta rovnost vyvraci

predpoklad 4 o linearni nezavislosti sloupctu [Xf ] .
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Kapitola 4

4.1 a) ||x|? = xTx = 14, |x| = V14,

b) [x —y[ =1(2,2,2)] = V12,

c) cosa = xTy/(|x|| ly]) = 2/v2 - 14 = 1/\/7, arccos 1/v/7 = 1,1832.

4.2 Vektory lezi ve spoleéné primce (tj. jsou linearné zavislé) a jsou shodné orientované.

4.3 Vyresime soustavu Ax = 0, kde A je matice obsahujici v fadcich dané vektory. Baze Teseni je
napt. (1,1,—1).

4.4 Ozna¢me A = X, B =Y, C = Z. (Takto to bylo zna¢eno v puvodni verzi skript.) B je FeSeni
soustavy Bx = 0, kde B = [1 0 1 0], C je TeSeni Cx = 0, kde C = [(1) (1] [1) _01]. Jsou
to tedy linearni podprostory, dim B = 3, dimC = 2, je C' C B. VsSechny vektory kolmé na
feseni libovolné soustavy Px = 0 lezi v linedrnim obalu fddka matice P. Protoze podprostor
A = span{(1,0,1,0)} lezi v linedrnim obalu Ffadki uvedenych matic B, C, je kolmy na feSeni
odpovidajicich soustav, tedy na B i C. Neni pravda, ze B 1 C, protoze maji netrivialni prinik.
Je pravda, ze A = B+, B = A, protoze A L B a soucet dimenzi prostorii A a B je 4, tedy
dimenze celého prostoru, v némz mame dané vektory. Koneéné neni A = C+ (tiebaze A 1 C),
protoze soucet dimenzi 1 + 2 neni roven dimenzi celého prostoru.

4.5 a) (x+y)T(x—y) = xTx — xTy + xTy — yTy = xTx — yTy = 0. Geometricky: tithlopiicky kosoétverce
jsou na sebe kolmé.

b) [x—y|? = (x—y)T(x —y) = xTx — 2xTy + yTy = ||x|? + 0 + |ly|?. Pythagorova véta.
c) Je to stejné jako (b), pfechod od y k —y neméni levou stranu dokazované rovnosti.

d) Analogicky jako (b), jen po rozndsobeni zdvorek je téch souéini v zapise ponékud vice, ale
vSechny souciny s navzdjem riznymi vektory jsou nulové.

4.6 $ octave --no-gui spusti svobodnou alternativu k Matlabu.

octave:1> A =[111-1; 2-1-11; -1221]"'

A =
1 2 -1
1 -1 2
1 -1 2
-1 1 1

octave:2> [Q R] = qr(A,0)

Q =
-5.0000e-01 8.6603e-01 -8.3267e-17
-5.0000e-01 -2.8868e-01 -4.0825e-01
-5.0000e-01 -2.8868e-01 -4.0825e-01
5.0000e-01 2.8868e-01 -8.1650e-01
R =

-2.00000 0.50000 -1.00000
0.00000 2.59808 -1.73205
0.00000  0.00000 -2.44949

Béze je ve sloupcich matice Q. Prvni bdzovy vektor je jen normalizovany prvni sloupec matice
A, tj. zde ndsobeny polovinou (ve skutecnosti minus polovinou, v tom mé algoritmus svobodnou
volbu a jeho chovani neovlivnime). Dalsi sloupec je linedrni kombinaci prvnich dvou sloupct A,
navic kolmy na prvni sloupec Q a normalizovany. Atd. Koeficienty linearnich kombinaci sloupct
matice Q, které se rovnaji sloupcim matice A, vidime v matici R. Nepovinny parametr 0 ve
volani funkce qr() vede na redukovany QR rozklad. Bez néj bychom méli plny QR rozklad,
tj. Q by byla ¢tvercova: dalsi sloupce jsou ortonormalni bézi z ortogonalniho dopliku rng A,
tedy je tam Feseni soustavy Ax = 0. Matice R je pak obdélnikovd doplnénd nulami.
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Pozorovani: QR rozklad je numerické vyjadreni Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace.
4.7 Jsou-li U, V ortogonalni, tj. ¢tvercové s vlastnosti UTU = I, VIV = I, pak
(UV)T(uVv) = VIuTuVv = VIV = 1.

Dopliiujici otdzka k ortogonalnim maticim: Je-li U ortogonalni, pak U” je taky ortogonalni.
Jinymi slovy, ortogonélni matice ma nejen ve sloupcich, ale i v fadcich ortonormélni bazi. Divod:
U ma4 plnou hodnost, tedy z LA vime, Ze mé inverzni matici, tj. matici, kterd ndsobena zleva i
zprava danou matici dava | (to se dokazuje pomoci determinantii). Sdéleni UTU = | ndsobme
zprava inverzni matici U™! a dostdvame, ze U7 = U~!. Tato matice umi nasobit danou matici
U zprava i zleva se stejnym vysledkem I.

4.8 Rotacni je takova izometrie, kterd zachovava znaménko orientovaného objemu, tedy det U = 1.
Z toho plyne, ze pocet minus jednicek musi byt sudy. Jiny geometricky pohled: jedna minus
jednicka vytvori zrcadleni. Dvakrat provedené zrcadleni je rotace.

4.9 [a+b a—b] [a+b b—a} _ [2a2+2b2 0
: b—a b+a a—b b+a 0 2a?+2b2

]. Aby byla dand matice ortogonalni, musi se tento
soucin rovnat [é 2] Takze musi a? + b% = % Body (a,b) vyplnuji kruznici o poloméru %

4.10 Neni to izometrie, protoze velikost vzoru (1,—1,2) neni rovna velikosti obrazu (1,2,—1,1).
Kdybychom upravili zadani, ze totiz f(1,—1,2) = (1,2,—1,0), pofdd bychom neméli izometrii,
protoze neni skalarni soucin vzori roven skaldrnimu soucinu obrazi.

Doplnujici otazka: méjme linearni zobrazeni f: R™ — R", kde m > n . Mlze byt izometrii?
Odpovéd: Ne, protoze f musi mit pii m > n netrividlni kernel a nenulové vektory z kernelu maji
obraz nulové velikosti.

4.11 a) Matice UTU a matice | jsou symetrické, takze je zde nezavislych rovnic tolik, kolik je prvki na
diagonéle a nad ni, tedy pii maticich z R™*" jich je dohromady n(n + 1)/2. Nejdiive mame n?
knoflikii (rozmér matice), ale n(n + 1)/2 knofliki je vazédno rovnicemi, takze volnych knofliku
zbjva n? —n(n+1)/2 = n(n—1)/2. Pro n = 2 mame jeden knoflik (miiZe to byt thel rotace), pro
n = 3 mame tri knofliky: thly otoceni podél t¥i nezavislych os. Pro n = 4 je zde Sest nezavislych
knoflika.

b) Antisymetrickd matice m4 tolik volnych parametri, kolik je prvka nad diagonélou, jejich pocet
jen(n—1)/2. Je to stejny vysledek jako v podikolu (a).

4.12 a) Ovéfime, ze skaldrni souciny vektoru kazdy s kazdym davaji nulu.

b) Vyfesime soustavu Ax = 0, kde matice A obsahuje v fadcich zadané tii vektory. Baze feSeni je
tieba y = (—1,1,0,1).

¢) (Tento podikol v aktudlni verzi skript chybi. Mame najit ortogonédlni projektory na pod-
prostory span{x,X,,X;} a span{x;,x,,x3}*.) Najdeme ortogonalni projekce na podprostory
span{x;,X,, X3} a span{x;,x,,x3}* (bylo v ptivodn{ verzi skript). Normalizované vektory, tj.
x,/V6, X9 /1/3, x3/+/3 zapiseme do sloupcii matice U. Matice ma ortonormalni sloupce. Dale do
jednosloupcové matice V zapiSeme normalizovany y/+/3. Projektor na span{x,, x,, x;} je UUT
a na span{x;, Xy, x3}* = span{y} je VVT. Ten druhy projektor se pohodIn&ji poéitd (méné vy-
poCtu pfi maticovém nasobeni) a vychazi

1 -1 0 21

P, = %ny = % [_01 (1) 8 (1) ] . Projektor Py muzeme pak spocitat z pravé vypocteného:
-1 1 0 1

P, = | — Py. Vyhneme se tak maticovému ndsobeni UUT.

4.13 Muzeme volit jakékoli dva na sebe kolmé vektory ve span{x,y}. Napiiklad prvni vektor po-

nechdme a druhy upravime na y’ tak, aby zustal ve span{x,y}, ale byl na x kolmy. Zvolime

y =y —p, kde p je kolmé projekce y na span{x}, coz je p = (xTy)x/|x|? = 3(0, 1,1). Takze

y =(1,2,3) —3(0, 1,1) = (1, %1, %) Vektor y miizeme vynédsobit dvéma jen pro formu, abychom

méli celociselny vysledek. Dva kolmé vektory respektujici puvodni span jsou (0,1,1),(2,—1,1).

Poznamka: vzorecek pro vypocet projekce p muzeme odvodit dvéma zpusoby. (1) ¢islo ¢ =

yIx/|x|| je prvni soufadnice vektoru y vzhledem ortonormalni bazi, kde prvnim bazovym vek-
torem je x/||x|. To je vlastnost skaldrniho sou¢inu. Projekce je pak p = c¢x/|x| = (xTy)x/|x|?
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(2) Projekce je p = UUTy, kdyz U je jednosloupcovd matice obsahujici x/|x|. Tedy p =
x(xTy) /%[ = (xTy)x/|x|?.
Jiny zpiisob feseni: hled4 se vektor y’ = (x + ay) takovy, ze y’ L x, tedy (x + ay)’x = 0. To

vedena =2 ay= (2,1, 7))~ (-2,1,-1).

4.14 Vsimneme si, Ze zadand matice A je ortogonalni. Takze ATA = | a inverzni matice k A je AT,

4.15 a)
b)

c)

d)

Navic je A symetrickd, takze inverzni matice k A je v tomto piipadé A. Jinak feceno A? = I.
Nemtize to byt projektor, protoze pro néj musi platit P? = P.

ucY? = uly, vy e Y = ulx,Vx € X (protoze X CY) = ue X7, tedy YT C XT.

uceX+Y=3dxeX,ycY,u=x+y = u= Zfaixi+225kyj (protoze x; generujl X ay;
generuji Y) = u je linedrni kombinaci generatoru x; a y;- Obracené: kazdou linedrni kombinaci
téchto generator lze rozdélit na kombinaci prvki x; a zvlast y;, takze Ix € X,y € Y, u=x+y
= ueX+Y

Vlevo vidime vsechny vektory, které jsou mimo jiné kolmé na vsechny generatory x; a y, z pred-
chozi vlastnosti. Vpravo vidime vektory kolmé na vsechny generatory x; a také kolmé na vsechny
generdtory y;. To je ovsem tatdz mnozina vektoru.

Pisme X+ misto X a pisme Y+ misto Y. Vlastnost (c) md pak tvar (X++Y*)L = XUY, protoze
Xt =x , Y1" = Y. Nakonec prejdeme ke kolmym doplikim na obou stranich rovnosti.

4.16 det A = det QR = det Q det R = (1) det R = (41)soucin diagondalnich prvka matice R.
4.17 Plati (rng A)* = Null A7 = Null A (kdy7 je A symetrick4) a také Null A” = Null(—A) = Null A

(kdyz je A antisymetricka).

4.18 Zformulujme zadani mirné jinak, aby dokazovana ekvivalence davala vétsi smysl. Odstranme

4.19 a)

b)

predpoklad a dokazme: Sloupce matic U a V jsou ortonormalni baze stejného podprostoru
pravé kdyz UTU = | a existuje ortogonalni C tak, ze V = UC.

= : C je matice pfechodu od baze v U k bazi ve V. Dokézeme, ze je ortogonilni. Po vynasobeni
rovnosti V = UC matici U zleva mame UTV = UTUC = C. A plati CTC = (UTV)TUTV =
VTUU”V. Protoze UU7 je ortogonilni projektor do rng U = rng V, kazdy sloupec matice V po
aplikaci tohoto projektoru ziistane nezménén, takze (UUT)V = V. V predchozi rovnosti tedy

mame CTC = VI(UUT)V = VIV = | a matice C je tudiZ ortogonalni. Je pochopielné étverova
s po¢tem radkl rovnym dimenzi podprostoru rng U.
«<: Béaze v U je ortogonalni, protoze se predpokladd UU? = I. Dile je rngV C rngU,

protoZe plati maticovy souc¢in V = UC. Ve V je ortonormélni baze, prtoze VIV = (UC)TUC =
CTUTUC = CTC = I. Je tedy dimrng V = dimrng U a tyto dva podrostory se rovnaji.

Pro sloupec u; z matice U plati 1 = [lu|* = ui; + u3; + - - - + u?;, takze nutné u3; < 1 a tedy
také [u,;;[ < 1.

Po doplnéni matice U o dalsi ortonormalni sloupce tak, aby vyslecnd matice V byla ¢tvercova
ortogonalni madme matici V, pro nfZ plati nejen VIV = I, ale také VVT = I. Pro i-ty fadek v,
matice V tedy plati ||v,|? = 1. Pfitom prvnich k prvka tohoto ¥adku obsahuje elementy Fadku
u; matice U, takze |u,|? < 1.

4.20 Mame F(X) = (1= X)(1+X) ! s definiénfm oborem vsech takovych matic z R"*", pro které ma

a)
b)

c)

matice | + X inverzi.

1—=X) 1+ X)=1—X2=(1+X)(1—-X).

Vynasobime vysledek z a) vyrazem (I 4+ X)~! zprava i zleva.

Ovéifme F(X)TF(X) ~ I, tedy (1 X)"HTA=X)TA=X) 1+ X)L = ((1+X) HT(1 - XT - X+
XIX)A+X) L = (1+X) HITA+ X=X =XH 1+ X)L = (1+X) " HTA=X) 1+ X)(1+ X)L =
(1+X)"HT(1-X) £ 1. Protoze (A~H)T = (AT)~1 je mozné vyndsobit posledn{ rovnost vyrazem
(1+XT) zleva a ptat se tedy na (1 — X) ~ (1+X7T) a to je pravda, protoze X je antisymetricka.

Korektni vedeni ditkazu nyni musf probéhnout obracené: vyjdeme z faktu (1 — X) = (1 + X%) a
postupnymi tpravami v protisméru slova ,tedy“ dostaneme dokazované tvrzeni F(X)TF(X) = I.
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d) Ovéifme ((1 — X)(1+ X)™H)T = ((1 + X)~ ) (I XT) < —(1=X)(1 + X)™!, tedy ovéifme po
vynasobeni (14 X) zprava tvrzeni ((1+ X) TA=XD)(14+X) = 1+ X)L 1= XT+ X = XTX) =
1+ X)) H(XT+X) = —(1—X) = X— I tedy po vyndsobeni (I + XT) zleva ovéfujeme

~XT 4 X £ (14 XT)(X 1) = X—I+XTX—XT_ X —14+1—XT=—XT+X. To ziejmé plati.

Korektni vedeni dikazu zacind posledni zfejmou rovnosti a jde v protisméru slov ,tedy* az k

zaveru, ze (F(X))T = —F(X).

e) Ovéifme F(F(X)) = X, tedy (I1— (1= X)(1+ X)) (1 + (1 — X)(1 + X)"1)~! £ X. Po vynésoben{
(I+-(1=X) (14-X)~1) zprava tedy ovéFujeme I—(1—X)(14+-X) ™1 = X(I4+(1=X) (1+X)~1) = X+X(1—
X)(14+X)~! a po vynasobeni (I1+ X) zprava tedy ovéiime (14 X) — (1—X) Z X(14+X) +X(1—-X).
Na obou stranach rovnosti mame 2 X, takze to plati. Dikaz déale vedeme obracené, tj. vyjdeme
z faktu 2X = 2X a dojdeme k tvrzeni, ze F(F(X)) = X.
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Kapitola 5

5.1 M4 resSeni ve skriptech.

5.2 Toto je typicky priklad preurcené soustavy bez reSeni (zkuste eliminovat na papife, zjistite, ze
to nemd feseni). Vlozte matici A a vektor pravych stran b do Matlabu a zkuste t¥i metody
vypoctu Teseni ve smyslu nejmensich ¢tverci. a) pomoci matlabské operace zpétné lomitko:
A\b, b) pfimym Feseni normélnich rovnic, vzorec (5.4) ve skriptech: (A'*A)"-1 * A' * b a
koneéné, ¢) QR rozkladem, tj. podle vzorce (5.9): [Q R] = rq(A,0); R™-1 * Q' * b. Ve vSech
pripadech dostaneme stejné reseni. Komicka hodnota -0.0000 ve vysledku naznacuje, ze Matlab
ma& smysl pro humor.

5.3 a) Minimalizujeme Y_ |x — a,|? pfi danych a,. To odpovid4d pieuréené soustavé nehomogennich
rovnic
X = a; | a;
X = ay | a,
tedy S x=
x=a,, | a,,

a x je feseni dle metody nejmensich ¢tvercli. Vynasobenim zleva transponovanou matici soustavy
[I | cee ] (tj pfevedenim na normélni rovnice) mame mlIx =a; +a,+---+a,, a odtud

Vvev

b) Hledame ¢ € R tak, Ze bod a + ts minimalizuje vzdalenost od vy, tedy
min ||a + ts — y|* = min(a; +ts; —y;)* + (ay +tsy —y)* + - - - + (a, + ts, — y,)*.

To je tloha nejmensich ¢tverct pro preuréenou soustavu n rovnic s jednou proménnou ¢ ve tvaru
st = (y—a). Matice soustavy je tedy jednosloupcova P = s, prava strana je q = y —a. Normalni
rovnice znf s’st = s’(y — a) a fesen{ je t = s’(y — a)/|s||>. Po dosazeni tohoto vysledku do
hledané vzdalenosti mame hodnotu minima

S o o0 =] ) y—a|

at——>—“Ls—y
Is]?
Vidime tedy, Ze vysledek se schoduje s vysledkem, ktery ziskdme jako velikost rejekce bodu
y — a vzhledem k piimce ts, tedy |(I — UUT)(y —a)|, kde U = s/|s|?, tedy matice s jednim
ortonormalnim sloupcem.

c) Hledani vzdalenosti dvou mimobézek a; +ts; a a; + vsy, t,v € R, vede na tlohu nejmensich
ctvercl pro preurc¢enou soustavu se dvéma neznadmymi ¢, u ve tvaru a; +¢s; = a,+vs,. Hleddme
tedy min|a, +¢s, — (ay + vs,)||?. Argumentace je stejnd, jako v predchozi tiloze b). Soustavu
zapiseme ve tvaru Pu = q, tedy [s; —s,] [Z] = ay,—a;. Matice soustavy ma dva sloupce. Pfevod
na normalni rovnici vede na

[l )= [l mmen e [0 S0 [0] - (RG220

d) Kazda pfimka m4 svou nezévislou proménnou, tedy lépe je piimky vymezit jako {a, +1¢;s,; t, €

R}. Mame preucenou soustavu y = a, +t,s, pro i = 1,...,m. Soustava ma mn rovnic a nezndmé
jsou y;,t; proj=1,...,nait=1,...,m. Maticové to mizeme zapsat jako

Il —s;, 0 --- 0 a;

I 0 _52 A 0 y 32

; ; tl ]

I 0 o - —s, a,,
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‘aﬁ'y_ub‘
a;
vdalenosti byl minimalni, coz odpovid4 feSeni preurcené soustavy (a;/|la;|)y — b/ |a;| = 0 pro

1 =1,...,m ve smyslu nejmensich ¢tverci. Maticovy zapis této soustavy zni:
a,/|a, b/llay
o y=1
a,,/[a,| b/la,|
f) Vezmeme v tvahu n — 1 proménnych y; takovych, ze y; = x;,; — x;, tedy urcuji vzdalenosti
sousednich bodu. Pak je d;; = y;, + -+ + y;_;. Z jednoho méfeni pak mdme jednu rovnici
(moznd) preurcené soustavy s pravou stranou d; ;. Matice soustavy obsahuje jen nuly a jednicky,
konrétnéji na fddku s pravou stranou d;; je souvisly sled jednicek zacinajici slupcem 7 a koncici
sloupcem j — 1. Matice ma n — 1 sloupcti a radku tolik, kolik bylo provedeno mérend.

Provedeme-li vSsechna méfeni d,; ., pro i = 1,...,n — 1 a pripadné néktera dalsi, mame
zaruku linedrni nezavislosti sloupct matice soustavy a feseni této (pripadné) preurcené soustavy
ve smyslu nejmensich ¢tverci pak kompenzuje mozné chyby jednotlivych méreni.

Vyse jsem uvedl postacujici podminku linedrni nezavislsti sloupct. Ekvivalentni podminku
linenarni nezavislosti sloupctt matice muzeme zformulovat takto. Uvazme neorientovany graf
s vrcholy z; a hranami ohodnocenymi d, ;. Existuje-li v ném podgraf se stejnymi vrcholy, ktery
je souvisly a bez cykli (strom), pak jsou sloupce linedrné nezdvislé. Skute¢né, z tdaju tohoto
podgrafu muzeme jednoznacné urcit jakoukoli vzdalenost d,j: vydame se po cesté od z; k z; a
scitdme/od¢itame hodnoty hran (od¢itdme préve tehdy, kdyz cesta spojuje z; s x;, kde j > 1).
Pocet hran zminéného podgrafu je n — 1, takze linearni nezavislost sloupcii nam zarucéi n — 1
néjakych meéreni, které odpovidaji hranam tohoto podgrafu.

e) Vzdélenost bodu y od i-té nadroviny je . My bychm chtéli, aby soucet Ctvercu téchto

g) Vsechny naméfené vzorky (G,,S;, P;) pro i € {1,...,n} maji vyhovovat rovnostem
P, = G,(a; + ayS; + a310%%5 4 a,10751)

coz je pro n > 4 preurcena nehomogenni soustava s neznamymi a,, a,, as,a, , kterou chceme
resit ve smyslu nejmensich ¢tverct. Jednotlivé radky matice soustavy véetné odpovidajiciho
udaje ze sloupce pravych stran jsou:

1

Matice soustavy (bez sloupce pravych stran) ma n fadku a ¢tyri sloupce. Ukolem pak je z na-
méfenych dat vytvorit tuto matici a sloupec pravych stran, vlozit tidaje do pocitace a provést
A\b. Tim dostaneme odhad hodnot a;, a,, as, a,.

h) Mame kone¢nou posloupnost znamych Gdaji p;,p,,...,p, a chceme predikovat udaj p, ; po-
moci vzorce p, ; = B; + Bop,, + P3p,_ ;. K tomu tcelu musime nejprve odhadnout 3, 35, 35
ze znamych hodnot pq,p,,...,p, jako Ieseni preurcené soustavy s matici a sloupcem pravych
stran:

L py Py p3
I ps Do Py
A = I py Ps3 , b= |Ps
1 Pn—1 Pn-—2 2

Vyfesenim této preurcené soustavy (pron > 5) ve smyslu nejmensich ¢tvercu dostaneme odhady
By, By, Bs, které pozijeme ve vzorci pro predikei.

5.4 Je potfeba si rozmyslet, ze maticové nasobeni funguje takto:
Zjaljxj_bl VA (Zjaljxj —by)

Z]» QAg;T; — by VW2 (Zj A2;%j — b)

Ax —b = , takie VW (A—b)=

Zj Y bm vV Wm (Zj Y bm)

Promyslete si to, projdéte si to podrobné nad rozepsanymi maticemi. Symbolem v/ W je oznacena
matice diag(,/wy,. .., /W, ), Coz je Ctvercova matice rozméru n X n, kterd obsahuje na diagonéle

uvedené prvky a mimo ni jsou nuly. Plati vVW vW = W.
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Dale zjevné plati, ze |vVW (Ax — b)|?> = f(x) ze zadani pifkladu. Minimalizuje se tedy
[vVW Ax—+/W b|?. Optimalni fesen{ je feseni soustavy vW Ax = /W b ve smyslu nejmensich
T T
¢tverci. Soustava normalnich rovnic (5.4) je v nasi tloze ATVW VW Ax = ATVW Wb,
struénéji ATW Ax = ATW b. Pseudoinverzi si zapiste sami.

5.5 Vyuzijeme véty rng ATA = rng AT, Null ATA = Null A:
(rng A)t = (rtng AAT)L = (rng ATA)+ = Null(ATA)T = Null ATA = NullA.

5.6 Resenim je nulovy vektor, protoze prava strana normélnich rovnic je ATb = 0 a matice soustavy
normélnich rovnic ATA je reguldrni. M4 tedy jediné feseni a tim je nulové feseni. Geometricky
(hledénim na obrazek): kolmé projekce vektoru b lezicim v Null AT je pocéatek.

5.7 Projektor P = WaaT je ¢tvercova matice z R™*". K jejimu vypoétu potiebujeme fadové n?

operaci a déle k vypocétu samotné projekce potiebujeme taky Fadové n? operaci. Kdyz ale
spocitame projekci vektoru b primo ze skaldrniho soucinu %(aTb)a, potfebujeme k vypoctu
radoveé n operaci. K tomuto vzorci dojdeme také z asociativity maticového nasobeni a z moznosti
vytknout konstantu (a’b) pied matici a, tedy: Pb = _i-(aa”)b = _i-a(a’b) = -i-(a’b)a.

5.8 c¢,d) Na to se d4 jit riznymi cestami, my vyuzijeme vzorecek o projektoru. Kdyby matice A méla
ve sloupcich zadané vektory u, v, a vektor (2,0, 1) oznac¢ime z, pak projekce z na rng A (neboli
odpovéd na otazku c) je A(ATA)"1ATz a projekce na kolmy doplnék (odpovéd na otézku d) je
(1— A(ATA)tAT)z. Jenze, to je zbyteénd moc poéitani.

Najdeme rad&ji bazi podprostoru span{u, v} vyfesenim soustavy ATx = 0. Ta baze obsahuje
jediny vektor, napiiklad b = (2,5, 3). Nyni projekce na kolmy doplnék (odpovéd d) je
_ Tp\—1pT, _ L vy bz T
d=b(b'b)"'b'z= ]b”Qb(b z) = b]2 b= 38(2,5,3).

Projekci na span{u, v}, (tedy feseni d) spocitdme jako z —d = 5£ (62, —35,17).
5.9 Je Ucelnéjsi zacit vypoctem projektoru na podprostor s mensi dimenzi, tedy v tomto pripadé
na podprostor X+ = span{(0,1,0,0)}. Zde jsme generator podprostoru X+ nagli vyfesenim

piislusné homogenni soustavy rovnic. Matice U s jednim sloupcem (0, 1,0,0) mé ortonormélni
sloupec, takze UU” je projektor na X7. Je to matice s nulami vSude, jen s jedinou jednickou na

1000
pozici (2,2). Projektor na X je pak | — UUT = [8 8 (1] g . Ke stejnému vysledku dospéjeme,
0001

vlozime-li zadané t¥i vektory generujici X do sloupcu matice V (tyto vektory tvori v tomto
konkrétnim piikladé ortonormalni bazi) a vypocéitame VVT,

5.10 Je Null A = span{(—2,1,0)}. Pfi oznaceni z = (1,1,1), a = (—2,1,0) je (b) projekce vektoru z
na Null A rovna x = (a’z)/(a’a)a = —1/5(—2,1,0) = (2/5,—1/5,0). Déle (c) projekci vektoru z
na kolmy doplnék rng AT (oznac¢ime ji y) spoéitdme z rovnosti x +y = z, tedy y = (1,1,1) —
(2/5,—1/5,0) = (3/5,6/5,1). Dale je Null AT = span{(1,0,—1)} a pfi oznaceni a = (1,0, —1)
je (d) projekce vektoru z na Null AT rovna x = (a’z)/(a’a)a = 0a = (0,0,0). Konecné (a)
projekce vektoru z na kolmy doplnék jey=z—x=z—0=2z=(1,1,1).

5.11 Projektor P promitd do rng P. Navic musi platit, Ze vSechny vekotry z rng P se nezméni pri
dalsi alikaci zobrazeni P. Je-li P regularni, pak rng P = R™ a vSechny vektory z R™ se znezméni
pri dalsi aplikaci P. To je mozné jen pro P = I. Matice A ve vzorci (5.10) musi byt ¢tvercova
reuldrni. Geometricky: mame projekci, kterd s zadnym bodem nepohne. Mnozina obrazi této
projekce je totiz rovna R™.

5.12 Oznacéime-li P projektor na rng A”. Pak hledany projektor na Null A je | — P. Pfitom vime, Ze
P = AT(AAT)A je projektor na rng AT (viechny vyskyty AT jsme nahradili A a obracené ve
vzorci pro projektor na rng A). Vysledek pak je | — AT(AAT)A.

5.13 Oznacme B matici, ktera méa ve sloupcich jinou bazi téhoz podprostoru rng A. Pak existuje
regularni matice prechodu C tak, Ze B = AC. Necht P = A(ATA)"'!AT a P’ = B(B'B)'B”.
Ukézeme, 7ze P = P’.

P’ = AC((AC)TAC)"!(AC)T = AC(CTATAC) ICTAT =
= ACCH(ATA)1(CT)~ICTAT = A(ATA)IAT = P.
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Vyuzili jsme zndmého faktu (XY)~! = Y~IX~1. Jednotlivi ¢initelé ve vzorci oviem museji byt
reguldrni matice, coz tedy matice C, ATA, C” spliuji.

5.14 Obecné neplati. Protipiiklad: Vezmeme v R? ortogonalni projektor na osu g, t.j. P = [(1)] 01] =
[8 (1)] a déle ortogonani projektor na primku y = x, tj. Q = % H] [11] = % H H Pak je sice
rng PQ osa y, ale neni to ortogonalni projektor. Je totiz PQ = % [(1) (1)] coz neni symetricka

matice a navic PQPQ = % [(1] (1)], takze to neni ani obecny projektor. Geometricky: PQ vezme
bod, kolmo ho promitne na prfimku y = z a pak tento vysledek kolmo promitne do osy y.
Projde-li touto konverzi bod jiz lezici na ose y, jeho vzdéalenost k pocatku se dvakrat zmensi.

Nakreslete si k tomu obrazek.

5.15 a) Necht projektor P kolmo zobrazuje na rng U, kde U je s ortonormélnimi sloupci. Matici U
najdeme tak, Ze najdeme ortonorméalni bazi rng P. Pak je P = UU7. Oznac¢ime i-ty fadek matice
U znakem u]. Pak p;; = uju;. Podle cviceni 4.19 b) je |u;| < 1. Takze [p;;| = [u]| [u;] | cos a| <
g luy | < 1.
b) Je p;; = ulu, > 0 (znalenf je jako v podiikolu a).

5.16 Nejdiive vytesime podulohy (e)-(g), které jsou jednodussi diky ortonormalité sloupcti matice U.
Problémy (f)-(h) budeme navic fesit od konce — nejprve (h) a z toho vse ostatni plyne.

e) Je to vzdalenost bodu v od jeho kolmé projekce na rng U, tedy od bodu UUTv. Vzdélenost je
[v —UUTv] = (1 — UUT)v]|.

h) Necht p je partikuldrni (tj. n&jaké) feseni soustavy UZx = b, takze lezi v zadaném afinnim
podprostoru. Kolmy doplnék k tomuto podprostoru je X = rngU. Na X kolmo promitneme
jednak p (je to UU%p) a jednak zadany bod v. Dostaneme UU7v. Vzdélenost v od daného
afinniho podprostoru je stejna jako vzdéalenost téch dvou projekci, takze pocitame

|[UUTv — UUp| = [U(UTv — UTp)| = [U(UTv —b)| = |[UTv —b].

Predposledni rovnost plyne z faktu, ze p je partikularni reseni soustavy Ux = b a posledni
rovnost plyne z toho, ze zobrazeni f(x) = Ux je izometrie.

g) Vzorec z (h) prechéazi pii b = 0 na [|UTv]|.
f) Vzorec z (h) prechazi pii v =0 na |b].

Ted pojdme na podilohy (a)-(d). Vyjdeme z FeSeni nejobecnéjsi ulohy, ozna¢me ji jako (x).

Ostatni ulohy pak vyresime tak, ze obecné feSeni upravime na konkrétni pripad. To matematici

radi délaji.
x) Najdeme vzdalenost bodu v od afinniho prostoru {x; A’x = b}. Budeme postupovat analogicky
jako v feseni predchoziho cvicéeni. V tomto cviceni jsme hledali vzdalenost vektoru v od mnoziny
{x; UTx = b}, pouili jsme projekce partikularntho feseni p a zadaného v na rng U a vzdalenost
téch dvou projekei jsme spocitali. Nyni mame misto U (U méla ortonormélni sloupce) matici
A (jen s lin. nezavislymi sloupci). Potfebujeme ty dva vektory kolmo promitnout do rngA.
Projektor na tento podprostor je A(ATA)~LAT jak vime z teorie k této kapitole. Hleddme tedy
vzdalenost projekce zadaného vektoru v od projekce partikularniho feseni p v rng A:

[proj.v — proj.p| = |A(ATA)"TATy — A(ATA)~'ATp| = |A(ATA)"! (ATv — b)| =

= /(ATv — b)T(ATA)-LATA(ATA)~! (ATv — b) = /(ATv — b)T(ATA)~1 (ATv — b)

b) V terminologii podilohy x) je a = A a b = b, takze druhd mocnina hledané vzdalenosti je
b”(ATA)"1b = b(a’a)"'b = b?/||a||? a vzdalenost je \/b2/|a|? = |b|/|a].

c¢) Vzdélenost mnoziny {x; Ax = b} od pocatku ziskdme z obecného vzorce x) nahrazenim v nulo-
vym vektorem a pieznackovanim AT < A, A «+ AT. Protoze v = 0, je také Av = 0. Dostévame

/bT(AAT)Th.

19


https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.208
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.209
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.213

d) Vzdalenost bodu v od nadroviny {x;a’x = b} ziskdme pouZitim obecného vzorce z tlohy x),
kde A = a7 tedy

V@ = b)T(aTa) 1 (@lv — ) = <aTuv T e ‘aTHV T :
al|2 a

Poznamka. Jesté pripojim dulezitou poznamku o projekcich na linearni podprostor dany jako
rng A, coz je popsano v §5.2. Na vypocet projekce/projektoru jsou ve skriptech dva vzorce:
jednak obecny vzorec (5.10) ktery funguje pro libovolnou matici A s linedrné nezavislymi sloupci,
a jednak (5.15) ktery funguje jen kdyZ matice A mé4 ortonormélni sloupce, tedy ATA =1 (v
tomto pripadé matici A zna¢9me obvykle pismenem U). Dalsi (ale ponékud nesikovnd) moznost
je pouzit vzdy vzorec (5.15) s tim, Ze na matici A nejprve pouzijeme QR rozklad a vezmeme
misto A matici Q. Neprehlédnéte to, prosim, v pisemce se to muze s vysokou pravdépodobnosti
vyskytnout.

5.7 |[2][ = = 671 [2] = aTa +bTb = [a[ + [b]2.
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Kapitola 6

6.1 &\@‘}“ |
.
o"ﬁy@o & odoé'&
Qo\%QOQ %@Q >
a) + 2 3 — Toto je jednoduché cvic¢eni na terminologii polynomi vice pro-
b) + n 1 + ménnych. Sami si rozmyslete odpovédi na zadané otdzky a pak to
c) — n srovnejte se zde uvedenou tabulkou.
d + n 2 -— Pfipad ¢) neni polynom, protoze je to odmocnina z polynomu.
e) + 2n 2 + Pripad g) véds pfinuti vzpomenout si na definici determinantu vzor-
f) + n?2 1 + cem, ve kterém je jista suma soucint prvku z;;, pricemz téch ¢ini-
g) + n? n + teld je v kazdém soucinu stejny pocet: n.

6.2 Toto je opakovani na pocitani vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matic. Charakteristicky poly-
nom det(A — \l) je pro prvni matici roven A2 + 2\ — 1 a jeho koteny (tedy vlastni ¢isla matice)
jsou —1 + /2. Dosadime-li do vzorce A — Al = 0 prvni kofen, dostdvame homogenni soustavu
s matici [2 — /2 2| 0] a vlastni vektor pifslusejici prvnimu vlastnimu éislu tedy je napiiklad
(2,v/2 — 2). Vlastni vektor p¥islusejici druhému vlastnimu &slu je (—2,2 4 v/2).

Vysledky pro druhou matici: Ay = 2. v; = (2,1), Ay = —1, v, = (1,—1).
Matlab mé funkci eig(), kterda vrati vlastni ¢isla. Cely spektralni rozklad matice A ziskdme
pomoci [V D] = eig(A).

6.3 Hledana rovnice je det(A — Al) = 0, v tomto konkrétnim pifpadé —A3 + 2A2 + 14\ + 8 = 0.
Protoze je matice symetricka, ma tato rovnice realné koreny, které v nasem ptipadé pocitame
radéji numericky, protoze algebraicky vzorec¢ek (Cardanovy vzorce na feSeni kubickych rovnic)
neni prilis prakticky. Na koreny se v zadani nikdo neptal, ale kdyby to nékoho zajimalo, tady
jsou jejich pfiblizné hodnoty: x; = —2,4196; z, = —0,65194; x4 = 5,07154 (pouzil jsem pocitac).

6.4 Nulovd matice ma n vlastnich ¢isel, vSechny jsou nuly, vlastni vektory jsou jakékoli nenulové.
Jednotkova matice ma vlastni ¢isla jednicky, vlastni vektory jsou libovolné nenulové. Oboji plyne
primo z defini¢niho vzorce Av = Av.

Diagonalni i trojihelnikova matice maji vlastni ¢isla uvedené na diagonale této matice jak
plyne z charakteristického polynomu det(A — Al). M&-li diagonalni matice vSechny diagonalni
prvky rizné, pak i-tému vlastnimu ¢islu piislusi vlastni vektor e; (vSude nuly, jen v i-té slozce je
jednicka). U trojihelnikové matice neni pro vlastni vektor piimy vysledek, je nutno jej spocitat
dosazenim do vzorce A — Al = 0.

6.5 Vime, ze Av = Av. Vlastni ¢isla a vektory matice A + al oznac¢ime ) a ¥. Pro né plati z definice
(A—l—ozl)v — V. Po tipravé je AV = (A— )V, takie ¥ = v a A—a = A. Z posledni rovnosti mame
A = A + a. Vlastnf &slo se zvés o o a vlastni vektor k nému je stejny.

6.6 Predpokladdme ABv = Av. Vynasobime rovnici matici B zleva: BABv = ABv. P1i volbé w = Bv
mame BAw = Aw, takze )\ je téz vlastnim ¢islem matice BA s vlastnim vektorem w, jenz je
nenulovy. Kdyby totiz byl nulovy, pak prvni rovnice v predpokladu zni ABv = Ao = Av, takze
by muselo byt o0 = Av. To ale neni mozné, nebot (dle zadani) predpokladdme A # 0 a v # o.

6.7 Duikaz prvni rovnosti je podrobné uveden v feSeni ve skriptech. Druhd rovnost se dokazuje
analogicky: tr A = tr VAV? = tt AVIV = trA = X\, + -+ + \,,. Vyuzili jsme zde cykli¢nosti
stopy.

6.8 Pripomenme, Ze definitnost matic je definovana jen pro symetrické matice. To vSechny matice
zadané v tomto cvic¢eni splnuji.

Definitnost ur¢ime idealné pomoci hlavnich minort nebo vlastnich ¢isel. Symetrickou Gaus-
sovu eliminaci predvedeme jen na uloze (g) s pozndmkou, Ze pro zjistovani definitinosti strojem
je velmi vyhodné, ale pro zjistovani definitinosti na papife moc praktickd neni, nebot se clovék
skoro vzdy utopi v pocéitani se zlomky.

21


https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.236
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.244
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.245
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.246
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.247
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.248
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.249
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.250

Matice (b) mé vlastni ¢isla 1 a 3, obé jsou kladnd, tj. je pozitivné definitni. Také vSechny
vudéi hlavni minory, tj. D; =2 a Dy = det A = 3 jsou kladné.

Dulezita poznamka. Pro pozitivni definitnost staci ovérit kladnost jen vudcich hlavnich mi-
noru (leading principal minors) zatimco pro pozitivni semidefinitnost je tfeba projit nezapor-
nost vsech hlavnich minort. Terminologie: minor je determinant libovolné ¢tvercové submatice,
hlavni minor je determinant submatice, ve které je vybrana stejnd podmnozina radk i sloupci,
vidcd hlavni minor je determinant submatice umisténé v levém hornim rohu puvodni matice.

Pifklad: matice [ ]
k tomu, abychom mohli prohlésit, Ze je pozitivné semidefinitni. Hlavni minor z matice [aqs],
ktery neni vadci, je totiz zaporny.

Dalsi dulezitd poznamka: Negativni (semi)definitnost matice A se nejspolehlivéji ovéri jako
pozitivni (semi)definitnost matice —A. Kdybyste nechtéli prechazet k matici —A, pak vézte, ze
hlavni minory lichych f4di museji byt zaporné (nekladné) a hlavni minory sudych radt museji
byt kladné (nezédporné). Rozmyslete si det(—A) pro A € R™*™ pro liché nebo sudé n.

Jakmile existuje sudy hlavni minor se zdpornou hodnotou, mame jistotu, ze matice je in-
definitni, protoze neni ani pozitivné (semi)definitini, ani negativne (semi)definitini. Proto je
napiiklad matice (a) indefinitni od prvniho pohledu: jeji determinant (sudého Fadu) je zéporny.

Matice (g) v tomto cviceni ma vad¢i hlavni minory D; = —2 a D, = —6. Déle neni tfeba
pocitat. Protoze hlavni minor sudého raddu je zdporny, nemize byt tato matice ani pozitivné ani
negativné semidefinitini, je tedy indefinitni.

[lustrujeme symetrickou GEM na matici (g):

3 -2 1 3.0 0 3.0 0
[—2 30|~ {0 5/3 2/3] ~ [o 5/3 o]

1 0 3 0 2/3 8/3 0 0 12/5

mé& oba vudd¢l hlavni minory nulové, tedy nezaporné, ale to nestaci

V prvnim kroku jsme prvni fadek nésobili 2/3 a pricetli ke druhému a také jsme nésobili prvni
radek —1/3 a pricetli ke tFetimu. Nasledné jsme provedli stejnou sloupcovou ¢innost, kterd ovsem
jen vyrobi nuly v druhé a treti slozce prvniho radku, ostatni ¢isla uz nezméni. PovS§imneme si,
ze nelze jako pivota pouzit jednicku, protoze prohozeni radka musi nasledovat stejné prohozeni
sloupcti, takze pivotem muze byt jen ¢islo z hlavni diagonaly. Ve druhém kroku jsme druhy
radek nasobili —2/5 a pricetli ke tfetimu a stejny sloupcovy tkon vytvori nulu na pozici 2,3.
Symetrickd GEM zanechala na diagobale jen kladna ¢isla, matice je pozitivné definitini.

Snadnéjsi zjisténi definitinosti matice (g) vede pres vudéi hlavni minory. Ty maji hodnoty
3, 5, 12, takze matice je pozitivné definitini.

K jednotlivym maticim (a) az (g) existuje podrobné feseni ve skriptech.

6.9 Kdybychom pocitali minory ¢i vlastni ¢isla primo zadané matice, nedostali bychom zadny rele-
vantni vysledek. Vlastni ¢isla by klidné mohla tfeba vyjit komplexni. To sice v tomto prikladé
nenastalo, vlastni ¢isla matice A jsou —1 a —2, ale to ndm nic nerika o negativni semidefinitnosti
a tim ani o zadpornosti piislusné kvadratické formy. Je tfeba tutéz kvadratickou formu reprezen-
tovat symetrickou matici  (A+AT) = [711 I :14/12

sudého rddu. To mtzeme zjistit i z vlastnich cisel této symetrické matice, ktera jsou priblizné

—4,05 a 1,05. Zadné z tvrzeni a), b), c¢) neni tedy spravné.

] a ta je indefinitni, protoze ma zaporny minor

6.10 a) 2zy rozdélime na dvé stejné Cisti a méme symetrickou matici A = [i’ :1))]

b) Spektralni rozklad je A =V [3 g] V7T kdeV = \% H 711] . Ve sloupcich matice V jsou ptislusné

vlastni vektory. Je xTAx = xTV [é (2)] V7x, takze po prechodu na nové souradnice Ux = Vix =
w= [Z] dostavame xTAx = wT [g g] w = 4u? + 202, Je tedy U = VT = % H _11]

c) Je to elipsa se stfedem v pocatku a prochézejici body (0, %) a (%,0).

d) Prechod od soufadnic (x,y) k souradnicim (u, v) je realizovan otocenim o 45°. Hledand mnozina
je otocend elipsa o thel 45°.

1 —3/2
—3/2 1
indefinitni (mé zdporny minor sudéh radu). Kvadraticka forma tedy tvoii v okoli pocatku sedlo.
Zadand mnozina je vrstevnice sedla ve vysce 1, coz je hyperbola.

6.11 Na levé strané rovnosti vidime kvadratickou formu se symetrickou matici [ ] , kterd je
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6.12 Predpoklddame A = [Z l;] Kdyby méla A nebyt symetrickd, pouzijeme misto ni symetrickou
matici %(A + AT). Déle pii znaceni x = (x,y) je xTAx = ax? + 2bxy + cy?. Uvazujme vek-
tor x = (tcosy,tsinp) a ve sméru tohoto vektoru hleddme ¢ > 0 tak, aby x’Ax = 1, tedy

t2(acos? o + 2cos psin p + sin® ) = 1, coz znamend ¢t = 1/v/acos? o + 2 cos sin ¢ + sin? .
Rozdélime interval (0, 7) naptiklad dostatecné jemnym ekvidistantnim délenim D = {¢,}. Pro
kazdé ¢, pak spocitdme dle predchoziho vzorce t; a vytvorime vektor x, = t;(cos g;,siny;).
Tuto sadu vektorii nakreslime. Také nakreslime jejich stiedové soumérné obrazy, vektory —x,.

6.13 Reflexivita a symetrie jsou v feSeni ve skriptech. Ukazeme tranzitivitu. Pfedpokldadame A ~ B
aB~C. Tedy A= U"BU a B = VICV, kde U a V jsou regularni matice. Pak A = U'BU =
UTVICVU = (VU)TC(VU), takze A ~ C. Soucin VU je totiz také regularni matice.

1 2

6.14 a) f(x) :xTAx+bTx+c:xT[2 5

reSenim soustavy —2Ax = b, tedy —2 [;

} x+[3 —6]x+5. Udaj Xy pro doplnéni na ctverec ziskdme

2

_2] X = [_36] Ta ma feseni x, = (1 1). Takze

20

£ = tx—x) A x) = Jr) = (23 1[5 ][5 7]+ Y
0 0 0 2 Y 2 —2||y+1 4
Protoze A je indefinitni (mé zaporny hlavni minor sudého rddu), ma dand kvadratickd funkce
v bodé (3, —1) sedlo, tedy nemé tam extrém.
Mozna znate dopliiovani na ¢tverec kvadratické funkce v jedné proménné: ax? + bx + ¢ =
a(z—(—b/2a))? +d. Viimnéte si analogie: 7, = — v jedné proménné a x, = —2A~1 b ve vice
proménnych.

b) f(x) = x’Ax + b'x + ¢ = xT[_ll ;1]x+ [2 —1]x = (x—xO)T[_l1 ;1] (x — xg) — 2, kde

Xy = (—3/2,—1/2) a je tam minimum, protoZe matice A je pozitivné definitini.
6.15 Ukoly a), b), c) jsou podrobné vysvétleny v feseni skript.

d) Protoze (x; —x;)* = x} + x% — 2z,
x? tolikrat, kolikrat je spojen tento vrchol hranou s néjakym vrcholem j. Tedy d; krat. To se

d4 zapsat jako x'Dx. Déle se v souctu vyskytuje —2z,;x; praveé tehdy, kdyz jsou vrcholy i, j

vyskytuje se v celkovém souctu (ve funkci f) hodnota

spojené hranou. Pfitom vyraz xTAx obsahuje smiSené souciny z;z; dvakrat pravé tehdy, kdyz
jsou vrcholy 4, j spojené hranou (jednicka v matici A je na pozici 4, j a také na pozici 7, ). Takze
f(x) = xTDx — xTAx = xT(D — A)x.

e) Inciden¢éni matice ma na pozici 7,k jednicku, pokud k-td4 hrana z vrcholu ¢ odchdzi a minus
jedni¢ku, pokud do vrcholu i pFichdzi. Snadno ovéiime, Ze vektor u € R™ definovany jako BTx
obsahuje ve své k-té slozce x; — x; (nebo x; — z; v zdvislosti na volbé orientace hrany) prévé
tehdy, kdyz vrcholy ¢, j jsou spojeny hranou. Jinak je v k-té slozce nula. Kvadrat normy tohoto
vektoru je roven f(x), coz vidime piimo z definice funkce f.

6.16 Protoze diagonalni prvky jsou hlavni minory radu jedna, museji byt u pozitivné definitni matice
kladné, u negativné definitni matice zaporné. Pokud maji diagonalni prvky rizna znaménka,
pak je matice nutné indefinitni. Jsou-li diagondlni prvky napr. vSechny kladné, matice muze byt
pozitivné definitni, ale nemuzeme vyloucit ani semidefinitnost (napf. jiny hlavni minor vyssiho
fadu je nulovy) nebo indefinitnost (napt. sudy hlavni minor je zdporny). a) Matice je pozitivné
semidefinitni, nebo indefinitni. b) Matice je pozitivné (semi)definitni nebo indefinitni. ¢) Matice
je negativné (semi)definitni nebo indefinitni. d) Matice je indefinitni.

6.17 VyTeseno podrobné ve skiptech.
6.18 Vyteseno ve skriptech pomoci spektralniho rozkladu.

6.19 a) Dokazeme to pomoci spektrélniho rozkladu symetrické matice, coz je speciélni pfipad kongru-
ence. Positivné definitni matice A mé spektralni rozklad A = VAV?, kde diagondlni matice A
mé na diagondle kladné prvky, ke kterym mizeme vytvorit prevracené hodnoty a dostaneme
tak matici A1. Pak je A~ = VA~V protoze

(VAVT) (VA-IVT) = VA (VIV)A-IVT = V(AR VT = v VT = |,

b) UkéZeme nejprve regularitu matice A, tedy Ze soustava Ax = 0 méa jediné nulové Feseni. Vy-
nasobenim zleva x” mame rovnost x’Ax = x’0 = 0. Protoze ale je x’Ax > 0 pro x # 0
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(z predpokladu, ze A je positivné definitni), musi byt x = 0. UkdZeme nyni, ze y’A~ly > 0.
Volme x = A1y, tedy y = Ax. Dosadime: (Ax)TA~!(Ax) = xTAx > 0.

6.20 , 6.21 Reseni je ve skriptech.
6.22 Ukol a) je vyTeseny ve skriptech. Dalsi ukoly:

b) Predpokladame xTAx < xTBx a xTCx < xTDx. Po secteni téchto dvou nerovnosti méame xTAx +
xTCx < xTBx + xTDx. Piitom je xTAx + xTCx = xT(A + C)x a xIBx + x'Dx = x*(B + D)x,
protoze plati distributivni zdkon pii nasobeni matic. Je tedy A + C < B + D.

c) Plati, protoze kdyz x’Ax > 0, pak x*(aA)x = axTAx > 0.

d) Tvrzeni plati. Symetricka matice A m4 spektralni rozklad VAVT a pak A2 = VA2V je pozitivné
semidefinitni.

e) Soucin dvou pozitivné definitinich symetrickych matic nemusi byt symetrickd matice, coz zna-
mena, ze otdzka na AB = O je irelevantni, nebot vlevo muze byt matice mimo mnozinu ma-
tic, které bereme v tivahu. Ani kvadratickd forma x’ABx nemusi byt pozitivné definitini, viz
https://math.stackexchange.com/questions/113842.

f) Jsou-li matice A a B symetrické, je téz ABA symetrickd, protoze (ABA)T = ATBTAT = ABA.
Déle ndm sta¢i pouzit pozitivni semidefinitnost matice B. Pii znaceni y = Ax je x/ABAx =
x'ATBAx = y'By > 0.

13

6.23 Reflektor prevadi vektory na ,,0sové soumérné* obrazy podle néjakého podprostoru P (tj. ,,osa
muze mit vice dimenzi). Vezmeme-li nenulovy vektor z P, reflektor jej nezméni, tj. je to vlastni
vektor prislusejici vlastnimu ¢islu 1. Vezmeme-li nenulovy vektor x kolmy na P, reflektor vyrobi
obraz —x, tedy je to vlastni vektor prislusejici vlastnimu ¢islu —1.

6.24 Rotace kolem piimky p nezméni vektory lezici na piimce p, takze néjaky nenulovy vektor z
této primky je vlastnim vektorem ptislusejici vlastnimu ¢islu 1. VSechny vektory lezici mimo
primku p zméni pii rotaci smér, takze ostatni dvé vlastni ¢isla rotace jsou komlexni. Neexistuje
totiz redlné A, aby Ax = Ax pro x & p.

6.25 , 6.26 Je vyTeseno ve skriptech.

6.27 Determinant A je hlavni minor fadu n. Je-li tento fad lichy, musi byt pro negativné semidefinitni
matici det A < 0 a je-li tento Fad sudy, musi byt det A > 0. Protoze det —A = (—1)" det A.

6.28 Elipsa (ve specidlnim ptipadé kruznice) je vrstevnice kvadratické formy s pozitivné nebo nega-
tivné definitni matici. Pro pozitivné definitni matici je tfeba sledovat vrstevnici kladné vysky
a pro negativné definitni matici vrstevnici zaiporné vysky. Jinak je vrstevnice mnozina prazdna
nebo jednobodové. Hyperbola je vrstevnice kvadratické formy s indefinitni matici nenulové
vysky. Nulova vyska vrstevnice dava v tomto pripadé dvé primky. Parabolu ziskame jako vrstev-
nici kvadratické funkce s nenulovou linedrni ¢4sti a se semidefinitni matici, napiiklad 22 4+y = 1.
Osy elipsy i hyperboly jsou ve sméru vlastnich vektort matice kvadratické formy. Osa para-

boly je ve sméru vlastniho vektoru k némuz prislusi vlastni ¢islo nula.

6.29 Nejprve se podivame na elipsu v roviné a necht vektor a lezi v ose x. Velikost vektoru a oznac¢ime
symbolem e. je to excentricita elipsy. Délka provazku je v zadani dand hodnotou 1, takze hlavni
poloosa (vzdédlenost elipsy od pocétku ve sméru osy x) ma velikost a = % To date, kdyz
nad tim budete chvili spekulovat. Vedlejsi poloosa (vzdélenost elipsy ve sméru osy y) ma dle
Pythagorovy véty velikost b = (/1/4 — e2. Je také zfejmé, ze e musi byt mensi nez %, jinak
bychom provézek délky 1 mezi body a a —a nebyli schopni viibec natdhnout. Tuto elipsu 1ze
zapsat rovnici uz? 4+ vy? = 1 pfi volbé konstant u = 1/a? = 4, v = 1/b2 =1/(1/4 — €?). Elipsu

u
0 v

Nyni uvazujme elipsoid |x—a|+|[x+a| = 1 v libovolné dimenzi a s libovolnou polohou vektoru
a. Uz vime, Ze jeho velikost musi byt mensi nez %, jinak bychom méli prazdnou mnozinu nebo
pfi presné rovnosti tsecku. Je zfejmé, ze hlavni poloosa lezi ve sméru piimky p = {ta} a ma
velikost % Ve vsech smérech kolmych na hlavni poloosu mame stejnou vedlejsi poloosu o velikosti
b= +/1/4 — e2. Zvolme tedy jeden vlastni vektor matice A roven normalizovanému vektoru a a
s prislusejicim vlastnim ¢islem v = 4 a déle doplnme tento vektor na ortonormalni bazi zapsanou

tedy popiSeme pomoci kvadratické formy jako x’Ax = 1 pro A = [
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do sloupcii matice V a ostatnim vlastnim vektortim ptidélime vlastni éisla v = 1/(1/4 — €?).
Pii oznaceni D = diag(u,v,...,v) pak miiZeme sestavit matici A = VDV, Skute¢né, rovnice
xTAx = 1 popisuje stejny elipsoid, coz miizete ovéiit z A = VDVT a pfechodem k soufadnicim
y = V?x. Tento piechod otoéi hlavni poloosu do prvni soufadné osy a elipsa je popsand rovnici
uy? +vys + - -+ vy2.

25



Kapitola 7

(pro novou verzi skript dvodni cast upravil Tomds Werner)

vvvvv

s vlastnimi ¢isly A\; > Ay > -+ > A,,. Uloha

max{xTCx; xIx = 1} (1)

mé argument maxima v, (prvni vlastni vektor) a hodnotu A;. Dtukaz plyne ze spektralniho
rozkladu € = VAVT a z vyjadieni kvadratické formy x?Cx v nové bazi. Vektor v; je prvni
sloupec matice V. Uloha (1) se d& zobecnit pro ,vicesloupcové® x, tedy matici X s k sloupci,
k<n:

max{tr(XTCX); X € RV* XTX = 1} (2)

Rozdélime-li V ze spektralniho rozkladu C do dvou bloki, z nichz prvni ma k sloupct a druhy
n — k sloupci, tedy V = [X Y], pak argumentem maxima je prvni blok a hodnotou maxima je
AL+ -+ A. Toto je dloha na nejvétsi stopu.

Kdyz v tloze (1) nahradime maximum minimem, situace bude zcela obdobné: tloha

min{x7Cx; xTx =1} (3)

ma jako hodnotu minima nejmens? vlastni ¢islo A\, a nabyva se v jemu prislusném vlastnim vek-
toru v,,. Podobné pro minimalizaéni verzi tilohy (2). Aby ndm tam vSak znaceni hezky souhlasilo
s vyse uvedenym rozkladem V = [X Y], budeme misto pies matice X € R™*¥ optimalizovat pies
matice Y € R"*("7F) tedy tlohu (2) zménime na

min{tr(YTCY); Y € R*("=% YTY = I} (4)

ktera se tentokrat nazyva tloha na nejmensi stopu. Ta ma hodnotu minima soucet k& nejmensich
vlastnich ¢isel (tj. A\,,_;.; + -+ A,) a nabyva se v bloku Y.

Dalsi ulohou je prolozeni m bodt a; € R™ podprostorem X stanovené dimenze k tak, aby
soucet ctvercit vzdalenosti téch bodi od podprostoru X byl nejmensi. Tedy:

nm{fmmu%xw%mmxzk} (5)

Naplnime-li matici A ve sloupcich souradnicemi danych bodt a;, pak tuto tlohu lze pfevést na
tilohu (4) pro C = AAT. Uloha (4) pak vréti ve sloupcich X ortonormaln{ bazi hledaného prostoru
X a ve sloupcich Y ortonormélni bézi jeho kolmého doplitku Y = X*. Argument, pro¢ tomu
tak je, se opira o predstavu projekce danych bodu a; do prostoru Y. Hled4 se tedy Y, aby soucet
¢tvercu velikosti téchto projekei byl co nejmensi. Ten soucet vede (po chvili vypo¢tu) na vyraz
tr(YTAATY), kde ve sloupcich Y je ortonormalni baze prostoru Y. Coz je tiloha (4). Miizeme
tedy matici V ze spektralniho rozkladu matice AAT rozdélit do dvou blokii V = [X Y], v prvnim
s k sloupci (tj. s k vlastnimi vektory pifslusejicimi nejvétsim vlastnim &islim matice AAT)
je baze X a ve druhém bloku (s n — k sloupci) je baze Y. Uloha se jmenuje PCA (principal
component analyzis), protoze umoznuje analyzu nikoli danych m bodt, ale jen jejich projekei
do podprostoru X, coz je sice ztratovda komprese, ale podprostor X stanovené dimenze d je
volen tak, aby ztrata byla co nejmensi. Projekce vychozich bodu do X pak muzeme popsat jen
souradnicemi v bazi podprostoru X, coz je typicky daleko méné ¢isel nez puvodni souradnice
bodi v R™. Zabyvame se tedy jen témi podstatnymi (principal) souradnicemi v nové béazi.

Posledni pfibuznou tlohou je hledédni matice, kterda méa hodnost nejvyse k (kde k je zadané
¢islo) a od zadané matice A € R™*™ se lisi co nejméné, tedy

min{|A — BJ; rank B < d} (6)

Predpokladame d < rank A, protoze jinak lze volit B = A a tloha je o ni¢em. Nazorné reseni
této tlohy plyne ze SVD rozkladu matice A, tedy A = USV”, kde nyni v matici S odstranime
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(pronulujeme) nejmensi singularni ¢isla, aby tam zbylo jen d nejvétsich ¢isel. Vzniklou ma-
tici S; pouZijeme na sestaveni hledané B = US, V7. Je pak jisté rank B = d a d4 se ukézat, Ze
kvadrat Frobeniovy vzdalenosti |A — B|? je opravdu nejmens{ moZny a je roven sumé kvadrati
odstranénych singuldrnich cisel.

Ulohu (6) lze fesit i pfevodem na tlohu (5): ve sloupcich dané matice A mame body a,
a provedeme jejich projekci na podprostor X, ktery je fesenim ulohy (5). Souradnice téchto
projekci zapiSseme do sloupct matice B. Udélali jsme tedy nejmensi mozné zmény sloupci ve
smyslu souctu ¢tvercu velikosti téch zmén. A protoze sloupce B lezi v prostoru dimenze d,
je rankB < d. Mame-li X prvni blok matice V ze spektralniho rozkladu matice AAT (pii
fazeni vlastnich ¢isel setupné), pak B = XXTA, protoze XX je matice kolmého projektoru na
podprostor X.

7.1 To je tiloha min{x?Cx; xTx = 1} zakuklen4 do jiného znaceni. Uloha najde minimum ve vlastnim
vektoru prislusejicimu nejmensimu vlastnimu ¢islu matice %(C + CT). Viz té7 cviceni 7.2

7.2 Matice C na vstupu do spektralniho rozkladu musi byt symetrickd. Ovsem kazdéd kvadraticka
forma méa symetrickou matici, kterou lze ziskat tak, ze puvodni matici C nahradite jeji syme-
trickou casti %(C + CT). Pokud to neudéldte, dostanete chybny vysledek nebo dokonce vlastni
¢isla a vektory budou komplexni a matice ani nemusi mit diagonalni rozklad.

7.3 Hled4 se maximum A y? +\yy3 +- - -+ A, y2 za podminky 4% +y3 +- - - +y2 = 1. Eliminujeme y7
z podminky, tedy y3 = 1 —y3 — - - - — y2 a dosadime do ti¢elové funkce:

MA—ys— =2+ Nys A0 = M+ = A) B+ (A=A vy

Nejvétsi hodnota tohoto vyrazu je A; (tj. nejvétsi vlastni ¢islo), protoze dile je ve vyrazu
nekladny soucet: kvadraty jsou vzdy nezdporné a jsou nasobené zavorkami, které jsou nekladné,
protoze A; je nejvetsi. Nejvétsi hodnotu zajistime pri volbé yy = y3 = - - - = y,, = 0, pak tedy
musi byt y; = £1.

7.4 DokéZzeme, ze mnoziny P = {xTAx; xTx =1} a Q = {xTAx/x'x; x # o} se rovnaji. Tim pddem

se rovnaji i jejich maxima a minima. Vezmeme néjaké u € P, tj. existuje x tak, ze u = xTAx
a navic x'x = 1. Oviem pak u = xTAx/xTx, protoZe jmenovatel v tomto vyrazu je roven
jedné. Takze u € Q. Vezmeme nynf v € Q, tedy v = xTAx/xTx pro néjaky nenulovy vektor x.
Oznacme y = x/|x|, tj. x = ||x| y. Je zfejmé, Ze y'y = 1. A dosazenim za x do vzorce vyjadiujic
v mame v = |x| yTA x| y/xTx = yTAy. Redlné &islo v tedy lezi v mnoziné P. Rovnost P = @ je
dokézéna. Tudiz také max P = max () a min P = min Q).

7.5 Mame tilohu max{x7Cx; xx = 1,vIx = 0 pro i = 1,...,k}. Provedeme C = VAVT a tloha po
zméné soufadnic y = VTx piechazi na max{y’Ay; y’y = 1,5, = 0 pro i = 1,...,k}, protoZze
pozadavek vIx = 0 pro i = 1,...,k je pozadavek na nulovy vysledek prvnich k levych stran
soustavy rovnosti VIx =y, takze y;, = O proi = 1,..., k. Dale yTy = 1, takze y,%H—{—- Cty2 = 1.

7.6 Pripomindme definici, (A, B) = El Z]_ a;;b;;- Plati (A,B) = tr(ATB), protoze pro C = ATB je
Cij = Do, Qriby; a dale tr(ATB) = tr(C) = Zj cjj = Zj >, by Ziejmé také (A, B) = (B, A).

Takze pro ¢tvercovou A je (AX, X) = (X, AX) = tr(XTAX).

Rovnéz (A, XXT) = (XXT, A) = tr(XXTA). Zde jsme vyuzili faktu, ze XX je symetricka.

K ovéteni posledni rovnosti je tieba si uvédomit, ze pii znaceni C = XTAX je Cij = szij a
pro tuto matici pocitame stopu, tedy Zj Cije

7.7 Je feseno ve skriptech s vyjimkou tlohy b).

b) V prvnim kroku hladového algoritmu pouzijeme jen prvni sloupec matice A, tj. A;, a hleddme
jednosloupcovou matici X v tiloze max{(A;, X); X € R™*! XX = 1}. Refenim je X = A, /||A,|.
Je to totiz zndméa tloha max{ATx; xTx = 1}. V dalsim kroku hladového algoritmu uvazujeme
dalsi sloupec matice A a hledame dalsi sloupec matice X s tim, ze predchozi sloupce uz mame
nalezeny. V kazdém kroku tedy fesfme jen max{A7x; xTx = 1} a 0 SVD rozkladu nepotiebujeme
A, A A
AT AT A

nic védét. Vyslednd matice zapsana po sloupcich tedy je X = [

7.8 Je to tiloha (5). Je tieba provést spektralni rozklad matice AAT, kde soufadnice zadanych bodt
jsou ve sloupcich matice A:
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7.9

octave:1> A = [3 -3 4; -2 -3 -2; 10 -1; 3180]"'

3 -2 1 3

-3 -3 [¢] 1

4 -2 1 ]

octave:2> [V D] = eig(A*A")
vV =

-0.616418  0.377131 [ ©.691232 baze primky
0.310558  0.922118 [-0.218130 | £
0.710661 -0.086429 L 0.688925

Diagonal Matrix baze "OVlny
5.4877 0 0
] 19.5624 ] - v,V s v/
0 o 37.0508 Nejveétsi vlastni Cislo

octave:3> I

Matlab srovna vlastni ¢isla od nejmensiho (na rozdil od skript, kde jsou fazena od nejvétsiho),
vysledek tedy cteme ve sloupcich matice V zprava. Potfebujeme totiz vlastni vektory prislusejici
k nejvétsim vlastnim ¢islim (k je dimenze hledaného podprostoru).

Bézi primky vlozme do matice X=V(:,3). Pak projekce danych bod na pfimku jsou X*X'*A
a soufadnice téchto projekci vzhledem k bazi pfimky jsou X'*A. Nyni vlozme do matice X bazi
roviny, tedy X=V(:,2:3). Pak projekce danych bodl na rovinu jsou X*X'*A a soutfadnice téchto
projekci vzhledem k bazi roviny jsou X'*A.

Hledame-li pifimku neprochazejici pocatkem, je treba od vsSech sloupcti matice A odecist

tézisté T vSech zadanych bodt, tedy sumu sloupcii matice A délenou poc¢tem sloupci:

octave:3> T = A*[1 11 1]'*1/4
T =

1.25000
-1.25000
0.25000

octave:d> B =A - T*[1 1 1 1]
B =

1.75000 -3.25000 -0.25000 1.756000
-1.750080 -1.75000 1.25000 2.25000
3.75000 -2.25000 -1.25000 -0.25000

octave:5> [V D] = eig(B*B")

V =
0.649675  0.378395 {-6.659939 P vy Y
0524571 0.850005 | .6 628045 | &=~ Baze pfimky rovnobézné s hledanou primkou
-6.550933 -0.364388 |-0.750796

D =

Diagonal Matrix

0.027894 0 0
0 17.563479 0
0 0 32.658627

octave:6> ]

Hledanou primku parametricky zapiSeme jako T + Span(vyse vyznacend béze).

V zadani byl jesté ukol dospét ke stejnym vysledktim pomoci SVD. V tomto ptipadé pocitame
pifimo SVD rozklad matice A resp. B. (Nikoli AAT ani BB”.) Pouzijeme [U S V] = svd(A).
Vysledna matice U méa ve sloupcich levé singularni vektory a to jsou vlastni vektory matice
AAT. Kvadraty singuldrnich ¢isel matice A jsou vlastni ¢fsla matice AAT, kde je funkce svd
sefadila od nejvétsiho singuldrniho ¢isla k nejmensimu (tedy jako ve skriptech), takze vysledek
pro primku ¢teme v levém sloupci matice U.

Protoze je matice A symetrickd, vlastni ¢isla jsou realna. Jsou-li nezaporna, pak SVD rozklad
USV7 je shodny se spektralnim rozkladem UAUY, kde volime S = A a V = U. Vyjdeme z této
volby obecné. Je-li néjaké vlastni ¢islo A zdporné, pak na jeho misto do S napiSeme —\ a
odpovidajici fadek matice VT vyndsobime —1. Tim se celkovy souc¢in nezméni. Toto provedeme
se véemi zdpornymi vlastnimi ¢isly. Ziskali jsme S > O a mame SVD rozklad A = USV7T.

Pozor: tento pifklad nema nic spoleéného se zndmym vztahem o? = ), protoZe tento vztah
plati pro singuldrni ¢isla matice A a vlastni ¢isla matice AAT, coz jsou rtizné matice.
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7.10 Je to tloha (7). Je tfeba najit SVD rozklad, pronulovat
nejmensi diagonédlni prvek matice S (v tomto pripadé to > A
je jednicka) a najit novou matici s nejblizsi hodnotou jako A =
sou¢in US;VT. Vypocet vidime pii pravém okraji. o g7 0.1338 14667

-1.8667  0.9333  -0.2667

7.11 V rovnosti A = USV”, kde U,V jsou ortogonalni a S je s (U S V] — valh)s
diagonalni s nezapornymi prvky, je ddna matice A a dale > 8 '
je znam4a marice U. Hleddme S a V. Rovnost vynéasobime
zleva matici U7 a dostavaime UTA = SVT. V i-tém fadku
této rovnosti mame na levé strané znamy vektor (ozna¢me
jej w;) a na pravé strané mée s;v, kde v, je i-ty sloupec

g =

2.0008 €] 0]
0] 1.00080 0]

. v . . . = 81 = [208; 88 0];
matice V (neboli i-ty fadek matice V7). Je-li w, nenulovy oo UFSTHY
vektor, pak volime s, = |w,| a v; = w,/s,. Tim je rovnost
, “ v~ , ans =

w, = s,v; navic s pozadavkem s; > 0 zajisténa. Ostatni

voli ; ‘m pEslugeiic! v. nas ; ; -1.B667  0.5333  -1.0667
s; volime ,nulove ak nvlm pvl‘lsluSVGiJICI )IZ najdeme jako z]:zylei o to06 02909 6 o606
vektory baze po doplnéni uz spocitanych v, na ortonormalni
bazi v R™ >> ans*lh

ans =

7.12 Problém je, ze AAT ma rozmér 10° x 10°, takze radéji spo- s 0068 5.0000 .16 9500
¢itame ATA, coz je rozméru 100 x 100 a do poéitace se ndm -12.0000  6.0000 -12.0008
vejde. Obé matice maji stejnd nenulova vlastni ¢isla. Je-li v
vlastni vektor matice ATA, pak u = Av je vlastni vektor ma-
tice AAT. Ta se ndm sice nevejde do pocitace, ale jeji vlastni
vektory prislusejici nenulovym vlastnim ¢islim umime tedy
spocitat z vlastnich vektort matice ATA. Vzorec pro u lze odvodit z definice vlastnich ¢isel a
vektorti: Je-li v vlastni vektor ATA, pak je ATAv = A\v. Vyndsobenim zleva matici A a pieza-
vorkovanim mame (AAT)(Av) = A(Av). Z toho jednak vidime, 7ze A je také vlastni éislo matice
AAT, a déale ve druhé a tieti zavorce vidime jeji vlastni vektor.

-

7.13 V nékteré z minulych verzi skript bylo cviceni oznacené tehdy 7.13 (a jesté diive 7.11), které
znélo: Dokazte, ze nasledujici optimalizac¢ni lohy prechazi jedna v druhou: Najdi podprostor P,
ze soulet ¢tvercu vzdalenosti P od danych bodu a; je minimalni. Najdi podprostor P’ takovy,
ze soucet Ctvercu vzdélenosti P’ od danych bodu a; je maximalni.

Klicové heslo v odpovédi na toto cviceni zni: ,,Pythagorova véta“. Vlastné jsme to zde jiz
zminili, kdyz jsme odvodili ulohu (6). Body v prostoru i jeho nulovy vektor (pocétek) jsou
pevné dany, tj. velikosti z; jsou dény. Hleddme x; (vzdélenosti od podprostoru) aby soucet
jejich kvadrata byl minimélni, nebo hleddme y; (délky jejich ortogonalnich projekci) aby soucet

téchto kvadratii byl maximalni. P¥itom je z? + y? = 2? = const., takZe kdyZ minimalizujeme
sumu 2, je to totéZ, jako kdyZ maximalizujeme sumu y?.
az
a;
Yy T

7.13 Zahrnme soufadnice vSech m bodu do sloupct matice A. Jejich projekce P(A) ziskdme mati-

skutecné komutuji: P(:LA1) = L(PA)L.
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7.14 a) Vzdalenost bodu z od pifmky (nadroviny v R?) zadané vzorcem a’x = 3 jsme spoéitali v Cvi-
¢eni 5.16(d), tato vzdalenost je |a’z — 3|/|a|. V terminologii naseho pifkladu je a = (a,b),
B = —c, takze vzdélenost bodu (z;,y;) od nasi ptimky je |ax, + by, + ¢|/va? + b%. Suma étvercu
téchto vzdalenosti tedy je 1/(a?+b?) Zi(awi+byi+c)2, coZ je néco jiného nez Zi(axi—i—bmi—l—c)?
Takze tloha neminimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti.

b) Plati-li a® +b? = 1, je suma &tverct vzdalenosti pifmo rovna > laz; +bx; + c)?, coz je ticelova
funkce nasi tlohy. Proklddame tedy zadanymi body pfimku, abychom minimalizovali sumu
¢tvercu vzdélenosti, coz je tloha (5) pri volbé k = 1. Neni to ale pfimo tloha (5): nehledd se
linearni podprostor ale afinni, je tedy treba zadané body nejprve posunout proti tézisti, najit

vvev

c¢) Vzdalenost bodu (z;,y;) od kuzelosecky se rozhodné ne vzdy rovnd vzorci |Q(z;, y,)|, takze tloha
s tcelovou funkef ). Q?(z;,y;) neminimalizuje soucet ¢tverctt vzdalenosti. Napiiklad parabola
22 —y =0 (tedy a = 1,e = —1, ostatni jsou nuly) vyhovuje podmince a? + b% +¢c? = 1 a ze
Cviceni 1.1 (i) o ni vime, Ze je od bodu (3,0) vzdalena v/5, zatimco Q(3,0) = 9.

7.15 Nechf mdme SVD rozklad A = USV?. Po oznaceni v = U’x a w = V'y piechdzi zadani
tiloha na max{x’USV7y; x € R"y € R™,xTx = yly = 1} = max{vSw; viv = wiw = 1}.
Ucelové funkce této tlohy je Zf: | Sivjw;, kde k = min(m, n). Maximum tato funkce nabyva (pri
sefazeni singuldrnich ¢isel s; sestupné) pro v; = w; = 1, ostatni v; = w; = 0. To plyne z toho,
ze uloha prechdzi na max{>_s,z;; |z;]| < 1,|>_ 2| < 1} pfi znaceni 2z, = v,w,;. To vysvétlime
podrobnéji: |z;| < |v;| |w;| < 1-1 = 1. Také | > v,w,| je absolutni hodnota skaldrniho souc¢inu
dvou jednotkovych vektoru, takze musi byt mensi nez 1 (je to velikost kolmého primétu jednoho
vektoru do druhého). Konecné uloha max{)>_s,z;; |z;| < 1,|> %] < 1} mé své maximum pro
z; = 1, ostatni z; = 0, je-li s; nejvetsi (viz tlohu ,zlatnik* 12.3c). Po pfevedeni vysledku
v; =w; =1, v; = w; = 0 pro i # 1 do pivodnich proménnych x = Uv a y = Vw mame x = Uy,
y =V, a hodnota maxima je s;.

7.16 Dokéazano ve skriptech.

7.17 V Matlabu je funkce null iplementovana pomoci SVD, pfi¢emz je vracena matice V' (vzhledem
ke znaceni uzitém ve cviceni 7.16).

7.18 Pfipomeneme, 7e AT je definovand vztahem At = VS~'U7, kde A = USV7 je rank miniméalni
SVD rozklad, coz znamend, ze z matice S jsou odstranény piipadné bloky nul z jeji pravé a
spodni ¢asti a tomu odpovidajici fadky matice VT a sloupce matice U jsou odstranény rovnéz.
Matice S je pak ctvercovd diagondlni regularni a rozméry matic jsou U € R™*" § € R™",
VT ¢ R™", kde r je rank matice A € R™*™. Matice U, V maji ortonormalni sloupce, takze

viu =Vviv =1.

a) Z faktu V(S% + ul) = VS2 + puVI = VS2VIV + plV = (VS2VT + 1)V plyne po vynasobeni
inverzemi (VS2VT + pul)~! zleva a (S + ul)~! zprava rovnost (VS2VT + ul)~1V = V(S? +
pl)~L. Po vynasobeni matici SU zprava mame (VSUTUSVT + ul)~1VSUT = V(S? + ul)~1SUT
(vyuzili jsme, ze UTU = 1). Posledni rovnost ve skutecnosti je (ATA + pl)1AT = VSZUT, tedy
dokazovana rovnost A = VSZUT.

b) Pro reguldrn{ matici A plat{, Ze At = AL, protoze rank minimaln{ SVD rozklad matice A vede
na étvercové regularni matice USV7 a inverze tohoto soucinu je VS~1U?. Mé&jme nyni libovolnou
matici A a jeji rank minimalni rozklad USV?. Protoze S je regularni, plati S~! = S*. Koneéné
lim,, S} =1lim, ,o(S* + pl)™'S =lim, o diag(s} + p,...,s7 +p)~'S = diag(s},...,s7) 'S =
S25=S"1

7.19 https://netlib.org/lapack/lug/,
https://public.dhe.ibm.com/software/dw/cell/BLAS_Prog_Guide_API_v3.1.pdf.

7.20 , 7.21 jsou Teseny ve skriptech.
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Kapitola 8

8.1 a) Rovnobézné piimky se smérnici (—1,2). b) Rovnobézné primky se smernici (1,1/3). ¢) Rov-
nobézné primky spoleéné s osou z,. d) Do sebe vnotené elipsy. e) Hyperboly s osami z; a z,.
f) Hyperboly jez jsou grafy funkci y = ¢/x. g) Do sebe vnorené kruznice.

8.2 f(p,t) = (rcosp,rsinp,t), kde r > 0 je polomér vélce.

8.3 a) az f): vyfeSeno ve skriptech. g) f"(z,y) = m [_52 ;2], (1,2 =4 [_14 711}

8.4 Funkce max(z,y) se chova jako = pfi & > y, chova se jako y pii x < y. V téchto piipadech

je mozné najit okoli bodu (z,y) ve kterém se funkce chovd porad jako x (v prvnim pfipadé)

nebo jako y ve druhém. Takze v téchto pripadech je funkce

diferencovatelnd, protoze f(x,y) = z je diferencovatelna a

stejné tak f(x,y) = y. OvSsem v pripadé, kdyz = = y, pak

timto bodem (z, x,) mizeme prolozit tfeba primku rovno-

béznou s osou x a sledovat funkéni hodnoty na této primce,

tedy hodnoty max(z, ;). Ty jsou konstantni a rovny z, pro

x < xy, ale pro z > z, je max(x,z,) = x. Takze parcialni

derivace v bodé (z, z,) zleva je nula a zprava je rovna jedné,

tedy celkové % neexistuje. V bodech y = x tedy funkce neni

diferencovatelna. V nacrtku jsou vyznaceny vrstevnice grafu

této funkce. Na hrané y = x je ,udoli“, napiiklad (je-li to

mapa néceho), tak tam muze téct potucek smérem jihoza-
padnim.

Kdybychom vysettovali naopak min(z,y), pak v mistech y = 2 mame ,,0stry horsky hieben*.
Zkuste si nac¢rtnout vrstevnice této funkce.

8.5 Obecné Jacobiho matice f” pro funkci f je rovna jednoradkové matici [g)Tf, 887f, e aan] Je-li f
1 2 n

zobrazeni, pak je f’ rovna matici obsahujici v fadcich Jacobiho matice jednotlivych slozek zobra-
zeni. PTi vypoctech derivaci se zbytecné nenoite do jednotlivych parcialnich derivaci a vyuzijte
pravidla shrnutd v tabulkach v §8.5.2 ve skriptech. Vysledné Jacobiho matice:
L fo) =2, f'(x) = [20]. 2. fla,y) =2 —y, f(o,y) = [20,—2]. 3. f(x) = a, ['(x) = o,
4. f(x) =z, f'(x) =el. 5. f(x) =alx, f/(x) =al. 6. f(x) =alx+0b, f/(x)=a’.
7. f(x) = xTAx + bTx 4+ ¢, f/(x) = xT(A+ A7) + b7, 8. f(x) = e ¥ %, f/(x) = =2 *xT.
9. f(x) = maxz;, f'(x) = e}, kde k je index nejvétstho x; ve vektoru x. Je-li takovych indext
vice, derivace neexistuje. Viz téz cviden{ 8.4. 10. f(t) = [COSt] , F(t) = [_Smt].

sint cost
11. f(t) = [cost, sint, at]T, f'(t) = [~sint, cost, a]T. 12. f(t) = x +tv, f'(t) =v.
13. Neni vzorec, neni co derivovat. 14. f(x) = x, f’(x) = 1. 15. f(x) = a, f'(x) = 0.

16. f(x) = Ax, f'(x) = A. 17. f(x) = Ax+ b, f'(x) = A.
18. f(u,v) = (R + rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv),

—(R+ 7 cosv) sinu  —r sinv cosu
f'(u,v) = | (R+rcosv)cosu —rsinvsinu
0 T COSV

19, 20. Jde o matici parcidlnich derivaci funkce f nebo zobrazeni f danych rozmért.

8.6 a) Hledan4 derivace je

TE (TR TP of

. . of
32 or a—yar, &890 dy 0 97 cos<p+a—y-smg0, —&~rs1n¢+@-7“cos<p

Ve vzorci neni uvedeno, ve kterém bodé se parcialni derivace funkce fvyhodnocuje. Méli bychom

to uvést za kazdym vyrazem typu % jesté pred tim, nez nasleduje nasobeni. Vyhodnocovanym
bodem je bod (z,y) = (rcose,rsiny), takze napriklad prvni séitanec vysledku kompletné
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zapsany v novych proménnych zni %(r cos @, Tsin @) - cos . Protoze se to stavd docela nepre-
hlednym, vyhodnocovany bod se ve vypoctech ¢asto vynechavd (ale musime vzdy védét, ze
tam je).

KdyZ ozna¢ime g: R? — R? takové zobrazeni, Ze g(r,p) = [r cos ¢ r sinp]?, pak f € RY2

g’ € R?*2 a derivace slozené funkce v proménnych r, ¢ je souc¢inem téchto matic f’g’.
8.7 F(u) = f(a’u,|ul), F'(u) = f'(a’u, Ju]) (@” + u”/|ul).

8.8 Nejprve odvodime treti vzorec z prvni tabulky a posledni vzorec druhé tabulky v §8.5.2 ve
skriptech. MiuzZete tém vzorcum vérit a usetfit si dost znacné intelektualni usili, tj. preskocit
nasledujici text az po symbol P pii levém okraji. Nebo naopak se muzete ponotit do jednotlivych
parcidlnich derivaci pti odvozovani téch vzorct, ale to byva dost namahavé.

Treti vzorec z prvni tabulky skript si odvodime tak, ze si jej nejprve zjednodusime. Necht ma
v tom vzorci zobrazeni g: R — R! jedinou proménou ¢. Chceme dokazat, 7e (Ag(t)) = Ag'(t).
Matici A rozepiseme do sloupcu A =[a; ... a;]. Pak

(Ag(t)) = (a1 9:(t) + a3 95(t) +---+a,g,(t)) =a,91(t) +ayg5(t) + - - +a,9;(t) = (Ag'(1))

V pripadé, ze ma funkce g vice proménnych, pak misto vyrazt g;(¢) (coz jsou ¢isla) je treba
psét g;(x) (coz jsou jednoradkové matice délky n) a soucin a; g;(x) je nyni soucin jednosloupcové
matice s jednoradkovou matici. Tento soucin je matice z R™*"™. Jinak vSe z predchoziho vypoctu
funguje stejné. Tim je ten vzorec dokazan.

Posledni vzorec druhé tabulky je ve skriptech dokéazan. Nechavam zde svij starsi dikaz. Pro
g:R" — R™, h: R — R™ dokazeme, ze plati

((8(x)"h(x))" = (8(x))"h(x) + (h(x))"g’(x)

7 analyzy jedné proménné vime, ze vzorec pro derivaci soucinu se odvodi tak, Ze nejprve se
cely soucin derivuje, jakoby byl prvni ¢initel konstantni. To se seCte s derivaci vyrazu, ve kte-
rém je jakoby druhy cinitel konstantni. To provedeme i zde, tedy nejprve h derivujeme a na
(g(x))T se divejme jako na konstantni matici A a pouzijme tieti vzorec z prvni tabulky. Do-
staneme (g(x))T(h(x))’. Nyn{ si v§imneme, ze (g(x))7h(x) = (h(x))? g(x) a ponechme (h(x))”
konstantni. Po zderivovani (znovu s vyuzitim tfetiho vzorce prvni tabulky) dostavdme druhy
sCitanec vysledku v poslednim vzorci tabulky.

p Podikoly (a) a (d) mizeme pocitat takto:

a) (xI'x) = xT1+xT1=2xT

4

d) lg) = ——— ((g(x))"g(x)) = ELgx

V obou pfipadech je vyuzito posledniho vzorce ze zminéné druhé tabulky skript a v pfipadé (a)
také faktu, ze x” = I. V pripadé (d) je pak pouzit jesté vzorec na derivaci slozené funkce:
odmocniny jako funkce jedné proménné a soucinu (g(x))? g(x).

8.9 Derivujeme xTAx. Volime x© = gT(x), tedy g(x) = x, a dale Ax = h(x). Mame (xT(Ax))" =
xTA + (Ax)T1 = xT(A + AT).

8.10 Je h'(d, s) = [—2d + 3s, 3d + 4s], takze konkrétné v bodé (—1,1) je h’'(—1,1) = [5, 1]. Gradient
v tomto bodé je tedy [5,1]7 (derivace a gradient je totéz, jen derivace je zapsana v fadku,
gradient ve sloupci). a) smér nejvétsiho ristu je [5,1]7/4/26. Normujeme, protoze nis zajima
jen smér, ne velikost. Pro doplnéni: vrstevnice je kolmé na smér nejvétsiho ristu, tedy ma tecnu
ve sméru [1,—5]/1/26.

Strmost terénu (jak moc stoupd) v daném sméru je rovna smérové derivaci. Ta se spocitd
jako h/(d,s)v, kde v je normovany vektor sméru. V nasem pifpadé [5,1][1, —1]7/v/2 = 4/V/2.

8.11 Aby nés asi zmétli, pouzili v zaddni tlohy stejné pismeno «, jaké je pouzito v definici smérové
derivace. Abychom se v tom vyznali, budeme dokazovat, ze f,,(x) = ¢ f,(x). Podle definice je
f(x + atv) — f(x) tf(x + atv) — t f(x) f(x + pv) — f(x) ()
= tf,(x).

(x) = lim = lim =t lim
a—0* «Q a—0* ta B—0* 154

f

tv

Pfi substutuci 8 = ta musime predpokladat, ze ¢ > 0, jinak by neplatilo 5 — 07.
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Ze vzorec f,,(x) = tf,(x) neplati vzdy pro zaporna ¢ plyne napifklad ze smérovych derivaci
normy v bodé x = o, kde norma neni diferencovatelna:

_ o _ o lot+atv|—]o| _
[Xov (prox =o0) = lim 5 = lim = [t[ vl

at] |v]
(0%

Toto natane pravé tehdy, kdyz v daném bodé je derivace fezu zleva odlisna od derivace zprava.

8.12 Hessian je matice druhych parcialnich derivaci. Je symetrickd, takze si mizete usetfit namahu
a spocitat jen derivace na diagondle a nad diagonalou.

a) Spocitejte si sami, ve skriptech je Feseni.

c) (xI'Ax) =xT(A+AT), (xTAx)” = ((A+AT)x) = (A +AT).
Pouzili jsme tieti vzorecek druhé tabulky a pak druhy vzorecek z prvni tabulky z §8.5.2 ve
skriptech. Déle jsme pred druhym derivovinim rddek prevedli do sloupce, protoze derivovani se
aplikuje na sloupcové vektory. Plati [/ = ((f’)T)/.
Treti vzorecek ze zminéné druhé tabulky skript odvodime pomoci posledniho vzorecku téze

tabulky, kde volime g(x) =x a h(x) = Ax :
(xT(Ax)) =xTA + (Ax)T1 = xTA + x" AT = xT(A + A7),

8.13 Toto byste méli zkusit sami a zkontrolovat si jen vysledek s vysledkem ve skriptech. Kdyby Vam
to nevychéazelo, tady jsou mezivypocty:

! _2 — 111_2 .
fay) =16y7 =62 120y —9y7],  f(1,-2)=[18 —60]

p —12z 12
F,y) = [ 12y 122 —y18y] ’
z—1
y+2
= —62% — 242y + 24y? — 182 + 60y + 46

y 12 —24
/ (1’_2>:[—24 48]

~12 —24] [z —1
—24 48 | [y+2

1
Ty s1,o)(w,y) =46 + [18 —60][ } Flr—1 y+2] 2[ _

Vsechny c¢leny polynomu ve vysledku se pocitaji z predposledniho fadku vypoctu relativné
pohodlné, jen ta zavérecna konstanta 46 da zabrat. MizZete na ni jit taky tak, ze dosadite do
vysledného polynomu bez konstanty hodnoty (1,—2) a vyjde nula. Vime, ze f(1,—2) = 46,
takze ta konstanta musi byt rovna 46.

8.14 Taylorav polynom je roven zadanému polynomu, protoze mezi polynomy nejvyse daného stupné
vybird takovy, ktery nejlépe aproximuje zadanou funkci. Je-li zadand funkce v mnoziné moz-
nych polynomil, Taylor vybere pochopitelné tento polynom ajo nejlepsi aproximaci sebe sama.
Uvédomte si, ze pokud bychom chtélo takovy polynom (tfeba druhého stupné) pocitat tieba v
bodé (13,113) a tieba pro funkci f(z,y) = ? + zy + 18z — 1, dost bychom se nadieli.

8.15 To je experimentalni tloha. Kazdy z vas jisté vymysli jiné funkce a provede jiny test. Z divodu
odlisnosti numerického vyhodnoceni derivace slozené funkce se budou vysledky (g o f)'(x) a
g (f(x)) f'(x) lisit. I v jedné proménné je vidét, ze vyrazy

g(f(x+h) —g(f(x))  g(f(z)+h)—g(f(z) flz+h)— [fz)
h ’ h h ’

se pro h > 0 nerovnaji.

8.16 Na vsechny operace, které tvori hodnotu f(x) existuje maticovy kalkulus uvedeny v tabulkéch
teoreticklé ¢asti skript a vysledné derivace maji uvedené vlastnosti.

8.17 Je f’(x) = xT(A+AT) (je to kvadraticka forma). Funkce g je maticova funkce, viz sekci ,, Maticovy
kalkulus“ ve skriptech, zejména jeji ¢ast ,Zobrazeni z/do prostoru matic®. Tam je v tabulce na
fadku Sestém feceno, ze (tr AXB)’ = AB. V zadané funkci g hraje roli A vektor x? a roli B
vektor x. Déle je g(A) = xTAx = tr xTAx, protoze stopa matice z R'*! je rovna pfimo prvku té

matice. Je tedy mozné pouzit fadek Sesty tabulky s vysledkem ¢’ (A) = xTx.
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8.18 Podrobné reseno ve skriptech.

8.19 To neplati. Uvedeme jednoduchy protipiiklad f:R* — R, f(z,74) = 22 — x3. Tato funkce je na
piimce {«a (1,1); a € R} nulovd, tedy konstantni, pfitom jeji Hessova matice je rovna [(2) ,02],
tedy je regularni.
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Kapitola 9

9.1 a) Nakreslete ovdl, ktery ma vzdalenost 1 od tsecky (1, 1) a vnifek tohoto ovalu vcetné jeho hranice
je hledanad mnozina.

b) Nakreslete dva kruhy o poloméru 2, jeden mé st¥ed v bodé (1,0) a druhy v bodé (—1,0). Pranik
téchto kruhu je hledana mnozina.

c) Kde je minimalni vzdélenost od ¢tverce Y rovna jedné. Na kiivce, kterd obepind tento ¢tverec
ve vzdalenosti 1 a vypadé jako obvod vétsiho ¢tverce, ovSsem s oblymi rohy.

d) Hledand mnozina obsahuje jediny bod (0.0). VSude jinde je maximalni vzdalenost od néjakého
bodu na ¢tverci vesf nez /2.

9.2 Toto je pomérné snadné cviceni, takové mnoziny byste méli umét si predstavit bez vétsi namahy.
Nékteré z nich jsem zde uvedl, ale zahrajeme si takovou hru. Neprozradim, které nacrtky souvisi
s kterou podotéazkou tohoto cviceni a dale jsem nenakreslil obrazky ke vSem podotizkam.

9.3 a) Vsechny body jsou uvnitt R vnitini, je to cely prostor.

b) Body a, b jsou hrani¢ni, ostatni prvky mnoziny jsou vnitini.

¢) Vsechny prvky mnoziny jsou hrani¢ni, zadny vnitini (do mnoziny se nevejde zadné okoli zddného
bodu mnoziny).

d) VsSechny prvky mnoziny jsou vnitini, hranice je sféra |x —y|| = e.

e) Je to ,plilkruznice“ v R?, viechny jeji prvky jsou hraniéni.

f) Je to ¢ast paraboly v R?, viechny prvky jsou hrani¢ni (jako v e).

g) Mnozina je v prvnim kvadrantu vymezena osami a hyperbolou. Ani osy ani hyperbola v ni nelezi
(to je jeji hranice). VSechny jeji prvky jsou vnitini.

h) Je to mnozina v R", pro kterou z; < 1 pro vSechna i € {1,...,n}. Body, pro které je aspon jedna
rovnost nabyvana, jsou hrani¢ni, ostatni jsou vnitini. V R? si mnozinu asi dovedete predstavit,
je to prinik dvou polorovin, jejich hranice se protinaji v bodé (1,1). V R3 je to prinik tif
poloprostort, jejich hranice se protinaji se v bodé (1,1, 1).

i) Pro nenulovou matici A jsou vSechny body hraniéni. Mnozina ovSem muze byt i prazdna. Pro
nulovou matici je mnozina bud prazdna (pfi nenulovém b) nebo je to cely prostor (pri nulo-
vém b). Jen posledni piipad odpovidd mnoziné rovné celému prostoru, tj. vSechny jeji body jsou
vnitini.

j) Hranice (dva rovnobézné afinni prostory) odpovidaji mistu, kde nastédva jedna nebo druhd rov-
nost. Mezi témito afinnimi prostory jsou vnitini body mnoziny.

k) Ukdzeme, Ze vsechny prvky dané mnoziny singuldrnich matic jsou hrani¢ni pii pouziti Frobe-
niovy normy. Mame X singularni matici a budeme sledovat, co se déje v jejim okoli. Pokud mé
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X kladna vlastni ¢isla, ozna¢me M nejmensi z nich, jinak volme M = 1. Uvazujme mnozinu
matic U = {X —al; a € (0, M)}. VSechny tyto matice jsou regularni, protoze kdyby mély byt
singuldrni, pak je det(X —al) = 0 a tedy « je vlastni ¢islo matice X, ale to neni pravda. Pfitom
mnoina U tvorii z geometrického pohledu vnitiek tsecky v prostoru R™ s jednim krajnim bodem
X. Vsechna okoli bodu X tuto tisecku obsahuji, tedy obsahuji regularni matice a tudiz zadné
okoli bodu X nelezi celé uvniti zadané mnoziny singularnich matic.

1) Vsechny body jsou hrani¢ni. Vytvofime matici V jenz je celd nulovd s vyjimkou jediné jednicky
na pozici 1,1 (v levém hornim rohu). Mnozina matic U = {X + aV; a € (0,1)} nespliuje
podminku YTY = I, protoze v prvnim sloupci je modifikované jen prvni éislo, takze po modifikaci
uz takovy sloupec nemé jednotkovou velikost. Pritom mnozina U je z geometrického pohledu
vnitiek tsecky s krajnim bodem X. Dalsi argumentace je stejnd, jako v pripadé tlohy k).

9.4, 9.5, 9.6, 9.7, 9.8 Podrobné feseni je ve skritpech.

9.9 MuZe se to stit. Napf. funkce f(x) = |z — 1| m4 v bodé x = 0 lokdln{ maximum, ale nema na
R globalni maximum. Pro funkci — f pak plati, Ze ma v bodé x = 0 lokdlni minimum ale nema
na R globalni minimum.

9.10 Nemiuze nabyvat extrému. Vnitini bod x ma kolem sebe okoli, které celé lezi v mnoziné. Vydame-
-li se uvnitt tohoto okoli ve sméru gradientu funkce (ktery je pro linearni funkci ve vSech bodech
stejny), dostaneme se do bodu s vétsi funkéni hodnotou nez je f(x). Takze v bodé x nemuze
byt maximum. Vydédme-li se ve sméru minus gradientu, prokazeme, ze v bodé x nemuze byt ani
minimum.

9.11 Plati jen jedna ekvivalence. Je-1i x globalnim minimem na X pak nemusi byt globalnim minimem
na R"™, prptpze toto globalni minimum muze byt mimo mnozinu X. Obracené tvrzeni je pravdivé.
Je.li v bodé x € X globalni inimum na R™ pak ja to i globalni minimum na X.

9.12 Pro nekonstantni linedrni funkci se sta¢i podivat na cviceni 9.10. Vidime, ze takova funkce
nemuze mit extrém (jakykoli, lokdlni nebo globalni) ve vnitfnim bodé mnoziny. M&-li tedy
funkce extrém, musi to byt v hraniénim bodé. Naopak konstantni funkce mé extrém (globalni
i lokalni, minimum i maximum) ve vSech bodech mnoziny, nejen tedy v hrani¢nich bodech.

9.13 a) Viz feseni ve skriptech.

b) Pfi dvou bodech naptiklad a; = (1,0), a, = (—1,0) mame dvé globalni maxima na jednotkovém
kruhu v bodech (0,+1). Pri tfech bodech napriklad a, = (1,0), a, = (—1,0),a; = (0,1)
méme globalni maximum v bodé (0, —1) a dvé lokalni maxima v bodech (+v/2/2, v/2/2). Kdyz
odstranime napt. bod a, a ponechée jen a,, ay, pak je lokalnf maximum v bodé (—v/2/2, v/2/2)
a globalni maximum je v bodé (v/2/2, —v/2/2).

c¢) Pro kruznici s polomérem mensim nez 1 a stfedem v po¢atku madme maximum v poc¢atku a dale
maxima na obvodu jednotkového kruhu. Které z nich je vétsi, pak to je globalni maximum. Pri
kruznici se stfedem napf v bodé (1/2,0) a spolomérem mensim nez 3/2 je jedno maximum v
tomto bodé a druhé v bodé (—1,0). Déle si hrajte sami.
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Kapitola 10

10.1 c¢) Hessidn mé kladna vlastni ¢isla, je tedy pozitivné definitni a funkce ma v daném bodé

minimum.

a) Hessidn je indefinitni, tj. v daném bodé je sedlo. Ve smérech prvnich dvou vlastnich vektoru

se funkce v daném bodé chova fadové jako 22 v nule a ve sméru posledniho vlastniho vektoru
jako —z? v nule.
b) Nelze o extrému nic Tici, protoze je jedno vlastni ¢islo nula. Ve
sméru vlastniho vektoru prislusného tomuto nulovému vlastnimu
&islu se funkce miize chovat jako x® v nule, pak tam je ,skluzavka®,
ale ne minimum ani maximum. Nebo se tam muze chovat radoveé
jako z*, pak v daném bodé je minimum, nebo se tam muze chovat
jako —z* a pak je v daném bodé sedlo. To by se dalo vysetfit
tak, ze bychom redukovali vysetfovani funkce jen v daném sméru,
méli bychom tim padem funkci jedné proménné, kterd ma prvni i
druhou derivaci v daném bodé nulovou. Pii nenulové treti derivaci
mame ,skluzavku“, pfi nulové treti derivaci a nenulové ¢tvrté mame
minimum nebo sedlo. Je-li i tato derivace nulovda, pak zilezi na
tom, ktery fad derivace je poprvé nenulovy (lichy nebo sudy). Jak
vypada skluzavka zjistite prohlidkou détskych hiist nebo pohledem
na obrazek vlevo. Bod, ve kterém jsou prvni derivace ve vSech smé-
rech nulové (tj. tecny tam jsou vodorovné), je vyznacen Cervenym
puntikem.

10.2 a) Vyfeseno ve skriptech.

b) f =[y—1/2% 2 —1/y?], takie y = 1/2%,x = 1/(1/2*) =2t 2 =1,y = 1,2 # 0,y # 0. V bodé
2 1

(1,1) je lokélni minimum, protoze matice f”(1,1) = [1 2] je positivné definitni.
c) f/ =eY[—2x, y?>+2y—2% =10,0], takze x = 0, y*> + 2y = y (y + 2) = 0, staciondrni body jsou

(0,0), (0,—2). Déle je

—2 —2x -2 0 -2 0
’7 y 24 124
f ¢ —2r Y +Ay+2—22]° £7(0,0) [ 0 2]’ F7(0,-2) [ 0 —2}

V bodeé (0,0) je sedlo a v bodé (0, —2) je maximum.

e) f' = [6y? — 622, 12xy — 12y3]. Stacionarni body jsou body, kde f = [0 0], takZe je tfeba Fesit
soustavu 632 — 622 = 0, 12xy — 12y = 0. Jedno feseni je (0,0). Dale z prvni rovnice vidime,
ze x = +y. Dosadime-li = y do druhé rovnice, méme feseni (1, 1). Dosadime-li x = —y, mame
feSeni (1,—1). Jind feSeni soustava nemd. Mdme tedy t¥i staciondrni body. Hessidn:

. 12z 12y
! <$’y>_[ 12y 12x—36y2}’

f”(0,0)—[g 8}’ f//(1,1)_12[11 _12] f”(l,—l)—u[_} _H

Pro oba pripady f(1,1) i f"/(1,—1) je prislusny Hessidn negativné
definitni (mé zdporna vlastni ¢isla, spoctéte si je), takze v bodech
(1,1) a (1,—1) ma funkce lokdlni maximum. V bodé (0,0) a ve sméru
osy x se zadand funkce f(z,y) = 6zy* — 223 — 3y* chova jako —223
(dosadte y = 0) a ve sméru osy y se chova jako —3y* (dosadte z = 0).
Takze v tomto bodé to je ,skluzavka® (ve sméry osy x) navic orien-
tovana ,vzhiiru dnem*, protoze ve sméru osy y se chova jako —3y*
(podstatné je, ze ten koeficient u sudé mocniny je zaporny).
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d) f/ =[3—32% — &% —6xy] =0,0],tj. 22+ y?> =1 a 2 = 0 nebo y = 0, staciondrni body tedy
jsou (+1,0), (0, £1).
—x 0 1

f :6|:—y F1 0

f) Je f/ = [423/3 — 4y® + 4z, 2y> — 8xy + 4y]. Jedno Feseni rovnice 0 f/0y = 0 je y = 0, pii kterém
pak rovnice 8 f/0x = 4x(2?/3+1) = 0 m4 jediné feseni x = 0, takZe jednim staciondrnim bodem
je pocétek (0,0). Po vydéleni rovnice O f /0y = 0 proménnou y dostavame 2y% — 6z +4 = 0, tedy
y? = 4r—2 a s timto poznatkem bézime do O f/0z = 423 /3—4(4x—2)+4x = 423 /3—122+8 = 0.
To pri pouziti numerické metody TeSeni této rovnice vede na x; = —3,29, £, == 0,706 a konecné
T4 = 2,58423. Z poznatku y? = 4z — 2 plyne, Ze y = +v/4z — 2, takZe ke spoc¢itanym hodnotdm
Ty, Ty, x3 mame do dvojice y; = nic, y, = +0,9077, y; = +2,88737, coz jsou dalsi CtyTi staci-
onarni body: (x4, £ys), (3, +y3). Nyni v nich vySetiime charakter extrému. Je

’ _ [42? + 4 —8y

F1 0

:z] , 17 (£1,0) =6 { 0 1] (maximum), f”(0,+1) =6 [ ] (sedlo).

takze det f'/(0,0) = 16, det [ (x4, +y,) = —32,978, det f" (x4, £y3) = 490,64. V bodech (0,0)
a (x5, 4y;) je minimum a v bodech (x5, +y,) je sedlo.

g) f' = [32%+2yz, 3y*+2z2, 22+ 2zy] = [0,0,0]. Jeden stacionarni bod je (0,0,0). Déle z = —zy,
3x? = 3ywy = 2212, 3y? = 2zay = 22%y, y = %$2, 3r = 2%.@4, % =23 v =3/2,y=3/3,
z=-9/4.

6x 2z 2y 0 0 0 9 —-9/2 3
P = [22 6y 2x},f”(0,0,0): [0 0 0],f”(3/2,3/2,—9/4): [—9/2 9 3]

2y eéx 2 0 0 2 3 3 2

Z pozitivni semidefinitnosti matice f’/(0,0,0) nelze vyhodnotit povahu extrému, déle
det f(3/2,3/2,—9/4) = —3 9% < 0, takze v tomto bodé je sedlo.

10.3 ,4 Podrobné feseno ve skriptech.

Poznamka. Protoze jen v ojedinélych pripadech se daii najit analyticky feseni prislusné neline-
arnf soustavy rovnic sestavené z pozadavku na staciondrni body f = o, mame za tikol se v tomto
tydnu zabyvat numerickymi metodami, které umozni najit feseni takové soustavy rovnic aspon
priblizné a za predpokladu, ze metodé nabidneme ,,dostate¢né rozumnou® vychozi aproximaci.
Metody pak vezmou tuto hodnotu, udélaji jeden iteracni krok a vytvori dalsi aproximaci. Tu
pak mohou vzit znovu a vytvorit (obvykle stejnym) itera¢nim krokem dalsi aproximaci. Za ide-
alniho stavu véci se tyto jednotlivé aproximace stale zlepsuji a vysledek se (rozumnou rychlosti)
zpresnuje.

V tomto textu zna¢im vychozi aproximaci (i postupnou dalsi) jako a (ve skriptech znaceno
obvykle x,,) a nové pocitanou aproximaci zna¢im jako x (ve skriptech znaceno x;_ ;).

Prehled numerickych metod zminénych v tomto kurzu je v nésledujici tabulce

Tabulka shrnujici numerické metody tohoto tydne

Nézev metody co pocita itera¢ni vzorec poznamka

Gradientni min f(x) pro f:R” — R x=a— f'(a)f smér nejvétsiho spadu
Newtonova g(x) = o pro g:R” — R" x=a—(g/'(a))"tg(a) g'(a) € R™*" regul.
Newtonova min f(x) pro f:R" — R x=a—(f"(@) ' (f @)l (=

Gauss-Newtonova min [g(x)[* pro g:R" — R™ x=a— (g'(a))"* g(a) (8)"=((e)"g) ()"
Levenberg-Marq.  min g(x)|* pro ¢:R" = R™ x=a—(g'(a)) g(a) (g) =(g)"'g +uh) '(g)"

Newtonova metoda najde obecné stacionarni bod, ne nutné minimum.

Vsechny metody maji iteracéni vzorec ve tvaru a — ,smér® Je-li ten ,smér* pouzit bez dalsi
multiplikativni konstanty, mluvi se o ¢isté metodé. Nékdy se ,,smér“ nejprve nasobi néjakym
koeficientem o, pak mluvime o zobecnéné metodé.

Doporucuji se neucit vzorecky metod nazpamét, ale spise je umét odvodit. Napr. Newtonovu
metodu odvodime z obrazku v §10.4.1 ve skriptech s nakreslenou te¢nou, Gauss-Newtonovu
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10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

metodu odvodime z normdlni rovnice preuréené soustavy g’g = 0 (kde g lokalné aproximujeme
jako Ax — b, takze A = g’) atd. Toto vSe bylo jisté podrobné ukézano na prednésce.

V tloze médme g(z) = sinz — 1z, tedy ¢g:R' — R a hleddme z tak, ze g(z) = 0. Iteracni

piedpis Newtonovy metody je z = a — (¢'(a))1g(a) = a — m(sina — 3a). V zadani

ulohy byl pozadavek pouzit kalkulacku a zkusit na ni najit vysledné x s nejvétsi presnosti,
jakou dokazeme. Moje oblibend kalkulacka se jmenuje bc (praddvny unixovy program ,big

F5 (T (o) et e calculator). Ta umoznuje vypocty s libovol-
be o1 nou presnosti. Z toho plyne, Ze nemohu vy-
Copyright 1991-1994, 1997, 1998, 2000, 2004, 2006, 2008, 2012-2017 Free Software v v “ s .

Foundation, Inc. sledek napsat s nejvetsi presnosti, jakou do-
This is Tree softyare wnhlABSDLUTELY NO WARRANTY. L. . . . .
Fof details type Tuarranty’. kézu, protoze tato presnost neni omezena (az

a=a - (s(a)-as2) / (c(a)-0.5)

o

na mij ¢as a strojovou pameét, coz nejsou jed-
1. 90099559420390903615

oo stee /et -0.5) noznacné dané veli¢iny). Modre jsem podtrh-
1 89551164537959469688 . . voo. s . .

a7 (s(a)-2/2) / (c(2)-0.5) nul, kolik cifer uz je v dané iteraci vyhodno-
R el 0.5) ceno presné. Pro Newtonovu metodu jedné
a v 7’ 7’ v v 7’
1,89549426703398094716 proménné plati, ze kdyz se funkce chova ,,nor-
a=a s(a)-a c(a)-0.5)

? sosisizaramosoniris malné“ a je nalezena dobra vychozi iterace,
a=a - (s(a)-as2) / (c(a)-0.5) v N ’ . ’
a | pak kazdou dalsi iteraci se zhruba zdvojna-
1.89549426703398094714

geateme sobi pocet cifer s presnym vysledkem. To je
1. 89?49426793398094714 ’, vt kt ’, b 1 101 Odné Oé’tén na
a=a - (s(21-0/2) / (c(2)-0.5) ve vypoctu (ktery byl piv poci

 EE O AT I 20 mist) krasné vidét. P¥i prechodu na vyssi
i895494267?335809471440357380936016917513 presnost Vypoétu stacila jedna dalsi iterace,

a mél jsem presnost na 39 mist.

f/(x,y) = [22 — 2cos(y? — 2x), 2ycos(y?> — 2x) — 1], Hessidn:
£z, y) = [2 — 4sin(y? — 2x) 4ysin(y? — 2z) ]
TY = 4y sin(y? —2z)  —4y?sin(y? — 2x) + 2 cos(y* — 2x)
Iteracni krok:
[3:] _ {a]_[2—4sin(bz—2a) 4bsin(b? — 2a) ]_1 [Qa—Qcos(b2—2a)]
yl b 4bsin(b? —2a)  —4b?sin(b* — 2a) + 2 cos(b* — 2a) 2bcos(b? — 2a) — 1

Vychozi itera¢ni krok pro (a,b) = (1,1)

[F]= (] [Pramen e o] [Raze ] = [

Nyni bychom dosadili (a,b) = (0.6521,0.7185) a itera¢ni krok opakovali. Stroj typicky ne-
chame opakované pocitat inverzni matici (pokazdé s jinymi konstantami). Druhd moznost je
nechat stroj vypocitat inverzni matici symbolicky a pak jen v itera¢nich krocich dosazovat kon-
krétni (a,b). V tomto piikladé jednotlivé iterace vypadaji takto: (1,1) — (0.6521,0.7185) —
(0.6778,0.7272) — (0.6794,0.7313) — (0.6802,0.7331) — 15x — (0.68074537,0.73448902). Po
20 iteracich mame vysledek s presnosti na 8 desetinnych mist.

Déleni bez déleni ma své feseni ve skriptech.
Dostatecné podrobné reseni je ve skriptech.

Soustava neni pochopitelné linedrni (jsou tam monomy druhého stupné). Pro¢ soustava nemé
feseni je vysvétleno ve skriptech. Déle pocitame iteracni vzorce, coz bude drina. Hleddme mi-
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nimum funkce f:R? = R:
flay)=(@+y—20y -1+ (—z+y+ay+3)*+ (@ —y+ay—1)>
(F ()T = [2@ Y =20y =11 =2y) + 22ty +ay+3)(—1+y) + 2z —y+ a2y —1)(1+y)
’ 12z +y—22y—1)(1—2z)+ 2(—z+y+ay+3)(1+z)+2(zx—y+zy—1)(—1+=z)
'12xy2—8xy+6x—4y2+6y—10}
| 122%y — 422 + 62 — 8xy + 6y +6 |-
. 1242 — 8y +6 24xy — 8 — Sy + 6
/ (x,y): _ _ 2 _
| 242y — 8x — 8y + 6 122 — 8x 46

Gradientni metoda:
[m} _ 'a} B [12ab2 — 8ab + 6a — 4b2 + 6b — 10}
y | b 12a%b — 4a® + 6a — 8ab +6b+6 |-

Newtonova metoda:
[z}_ 'a}_{ 126> — 8b + 6 24ab8a8b+6}_1{12ab28ab+6a4b2+6b10]
y] b 24ab — 8a — 8b + 6 12a® — 8a + 6 12a%b — 4a® + 6a — 8ab +6b+ 6 |

Gauss-Newtonova metoda:

[x+y—2zy—1 1-2y 1—-2z
g(zr,y) = —x+y+xy+31, g’(w,y)=l—1+y 1+x1,

L e—y+ay—1 14y —1+=x

—1
1 [a -2 —14b 14p ][t L-2
=1o] "\ |122¢ 1+a —1+af|tFL 1ta
yloi 14b —l1+4a

—a+b+ab+3

[1—21) 140 1+bH
a—b+ab—1

a+b—2ab—1
1—2a 1+4+a —-1+4a 1

Levenberg-Marquardtova metodas:

m_m ({1—219 140 1+bH11_fbb 1112a“]+u [1 0])
- - _ _ - k
y b 1—2a 1+4a 1+a 140 -1+a 0 1

-1

—a+b+ab+3

{1—21) 140 1+bH
a—b+ab—1

a+b—2ab—1
1—2a 1+a —-1+4a 1

10.10 Obecné miniméalni vzdélenost dvou krivek fesi optimalizac¢ni tloha

10.11

min{|(z,y) — (u,v)|?%; (x,y) lez{ na prvni kiivce a (u,v) leZ{ na druhé kiivce} =

= mln{(x - U>2 - (y - 0)2; x? = Y, (u - 2)2 + v? = 1}7

coz s metodou nejmensich ¢tverctt min{(z? — y)? + ((x — 2)? + y — 1)} (viz dlohu zminénou
v zaddni) nemé nic spolecného. Protoze poloha bodu na parabole minimalizujici vzdélenost
od kruznice je stejnd, jako poloha bodu na parabole minimalizujici vzdalenost od stiedu této
kruznice, sta¢f fesit tlohu min{(z —2)2+ (y—0)?,y = 2%}, coz po pievedeni na jednu proménou
vyfesime jako min{(z — 2)% + (22)2}. To se d4 zderivovat a najit minimum. Reseni kubické
rovnice 423 + 2z — 4 = 0 je t¥eba spocitat strojem (tfeba Newtonovou metodou), vysledek je
priblizné 0.83512. P¥imy vzorec pro koreny této kubické rovnice dava obludny vysledek se ¢tyimi
do sebe vzajemné vnorenymi druhymi a tfetimi odmocninami a konstantami 330, 18 atd.

Méme odvodit vzorec Newtonovy metody x = a—(f”’(a))~*(f’(a))?. Tayloriiv polynom druhého
fadu funkce f v bodé a je T'(x) = f(a) + f'(a) (x —a) + (x —a)T (f”(a)/2) (x — a). Minimum
polynomu druhého fddu je v bodé, kde ma polynom prvni derivaci nulovou, tedy v bodé x,
pro ktery je T'(x) = 0. Funkci T derivujeme podle x, tj. na objekty f’(a) a f”(a) se divame
jako na konstantni matice. P¥i derivovani ndm pomohou prvni a tieti vzorec v tabulce v §8.5.2
ve skriptech. T"(x) = f’(a) + (x —a)"(f"(a)/2 + (f"(a))7/2) = f'(a) + (x —a)Tf"(a) = 0.
Piejdeme k transponované rovnici: f”/(a)(x—a) = —(f’(a))?. Vyndsobime zleva matic{ inverzni:
x—a=—(f"(a))"'(f'(a))T. a pozadovany vzorec je odvozen.

10.12 Predpoklddejme f:R™ — R™ a Newtonouvou metodou fesime f(x) = 0. Jeji iteracni krok je

Xpow = X — (F(x))"1f(x). Dale uvazujme transformaci y = Ax a funkci g:R™ — R™ danou
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predpisem g(y) = f(x) pro y = Ax, tedy. g(Ax) = f(x) a f'(x) = g’(Ax) A = g’(y) A. Iteracni
krok Newtonovy metody vyndsobime matici A zleva: Ax,,, = Ax—A(f’(x))~! f(x) a provedeme
transformaci: y,., =y —A(g'(y) A) "' g(y) =y — (g'(y)) " &(y). Ejhle, vzorec je stejny.

10.13 Oznacime s = (u,v), x; = (x;,y;). Ucelova funkce ma proménné u, v, r a je dana vzorcem

m m m
Fluyo,r) =Y (ls=x|=r)* = Y (ls—x P+ =2rs—x;[) = mr+) _((u—w;)*+(v—y;)*~2rq;)
i—1 i=1 i=1

Zde jsme z divodu struénosti oznaéili ¢; = s — x;| = v/(u — ;)2 + (v — y;)2.
f/(u,v,r) =2 Z [(’U, - $Z>(1 - r/qi)7 (U - yz)<1 - r/qi)7 r— Qz]
=1

Vyors Tow) = (U, 0, 7) — af (u, v, 7).

a) Gradientni metoda mé itera¢ni krok (u news Tnew

new’
b) Uéelové funkcee je tvaru f(u,v,r) = |g(u,v,r)|]?, kde zobrazeni g: R> — R™ m4 i-tou slozku
gi=ls—x| —r=q;—r.

;. v . _ T/ \—1o/ T ¢
Gauss-Newtonova metoda ma iteraéni krok (e, Unews Tnew) = (4, 0,7) — (8''8")"'g’g". Popi-

seme podrobnéji jednotlivé ¢asti tohoto vzorce pro nasi konkrétni tlohu.
Derivace g’ je matice z R™3, jejf i-ty fadek je g = [(u — z;)/q;, (v—1y;)/q;, —1]. Déle
g/Tg/ _ Z (ufxiq)z(vfyi) Z U;égl Z yz:v ,
T;—U Y;—v
Z q; Z q; m
U—x,
> (g —r)
g'e’ = | X e )
> (r—q;)

Takze iterace Gauss-Newtonovy metody vypada takto:

vl — Z (“‘%’)é”_yi) Z V=Y, Z yiij Z %(ql — T‘)

q3 qzz
r

qu;u Z% m >.(r—gq;)

c) Iterace Levenbergovy-Marquardtovy metody zni analogicky, jen se navic k matici g'7g piicte
p-nasobek jednotkové matice z R3*3 pied vypocétem inverze.

new

7,.IIL‘W

u—x; (u—z;)(v—y,) Tr;,—u -1 U—T;
[unew ] [u] Z q? Z Q? Z q; Z TZZ (Qi - T)
v =

10.14 ,15 Reseno ve skriptech.
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11.1 a)

b)

d)

d)-g)

Kapitola 11

Ucelova funkee je linearni s gradientem (2,—1). Z na¢rtku jednotkové kruznice a tohoto gradientu
je zrejmé, ze maximum a minimum bude na primce kopirujici smér gradientu, tedy na pirimce
y = —x/2. Navic bude na kruznici 22 + y? = 1. VyfeSenim této soustavy dvou rovnic mame
feseni (2/v/5, —1/sqrt5) maximum a (—2/sqrt5,1/sqrt5) minimum.

Lagrangeovy multiplikdtory ndm odhalf stejné stacionarni body: L = 2z —y+ A(z? + 3% —1),
L' = 242Xz, —1+2\y, 22 +y*>—1] = [0,0,0]. TakZe A = —1/x, —1+2(—1/2)y = 0, y/x = —1/2,
v at =1/4, v =1—2% (1 —22)/2? = 1/4, 2> =4/5, v = +2/V/5, y = —1/2x = —1//5.

Piejdeme do polarnich soufadnic 2 = cost, y = sint. f = cost(sint — 1), f’ = cos®>t —sin®t +
sint = 1—2sin’ +sint = 0. Po oznadeni u = sint mame —2u?+u+1=0,u; = 1, uy = —1/2, coz
odpovida t; = 7/2, ty = —7/6, t3 = 7w /6 a to odpovida bodim b, = (0,1), by = (v/3/2,—1/2),
by = (—v/3/2,—1/2). Z druhé derivace f’ = 4sintcost + cost zjistime v b, je funkce konkévni
a je tam maximum, v bs je knovexni a je tam minimum. VySetfenim funkce f v okoli bodu 7/2
shleddme, ze tam je rostouci a tudiz tam extrém neni.

Lagrangeovy multiplikdtory ndm odhalf stejné stacionarni body: L = zy —x + A(2? + 3% — 1),
L' =[y—14+2\z, +2\y, 22 +y>—1] =[0,0,0]. z = 2\y, y—1+2X(2\y) = 0, y—4\?y—1 =0,
2 =AY AN =1yt =1Ly = (1 =)y —1=0,2" —y—1=0,y; =1, yy = —1/2.

Protoze x? = 1 — 2, miizeme eliminovat v ti¢elové funkci proménnou z a mame 1 —y? + 2y? =
1 + y2. Extrémy hleddme nejen ve staciondrnich bodech ale téZ v krajnich bodech intervalu
€ (—1,1). f' =2y = 0 vede k vysledku y = 0. Mdme tedy y € {—1,0, 1} copz znamena body
b, = (0,-1), by = (1,0), by = (—1,0), by = (0,1). Je f(b;) = f(4) = 2 a je tam maximum,
a f(by) = f(by) =1 a je tam minimum. Jinde extrémy nejsou, protoze dalsi staciondrni body
neexistuji. Proto jsme schopni jen z hodnot funkce stanovit charakter extrému.
Lagrangeovy multiplikdtory vedou ke stejnym staciondrnim bodtm, zkuste sami.

Ulohu miiZeme vy¥esit tfemi zpisoby a porovnat efektivitu préce.
1. Prevedenim do poldrnich soufadnic mame (x,y) = (cost, sint), takze hleddme extrémy funkce
cos? t sint, derivace rovna nule: —2cost sin®¢ + cos?t cost = cost (cos> —2sin?t) = 0. Takze
cost = 0, tj. t = % nebo cos?t — 2sin®¢ = 0, tj. 1 — 3sin®t = 0. Z prvn{ &sti feSeni méme
x =0,y = £1. Z druhé ¢ésti feseni sice nevyjadiime
presné ¢, ale vime, Ze sin®t = %, takze y? = % a tedy
[*\/ga \/ﬂ [\/g, \/g] Y= j:%. Na kruznici tedy mame sest bodi (%, %),
(0,1), (=2, Z5), (=2, —F5), (0,—1), (B, —%).
Jak plyne z funkénich hodnot, v téchto bodech je po
rad¢ max (kladna hodnota), min (nula) max (kladna
hodnota) min (zdpornd hodnota) max (nula) min
[7\/2 , 7\/g } [\/g, 7\/g ] (zdporna hodnota). Na obrdzku jsou maxima vyzna-
¢ena Cervené a minima modfe, prirozené se na kruz-
[0,—1] nici stridaji.
2. Vyjadifme-li z podminky 2% = 1 —y? funkei f, mdme f = (1 —%?)y, na intervalu (—1, 1), coz
po zderivovani a poloZeni rovno nule dava y? = %, a to dava ¢tyri z Sesti bodu. Dale musime
nezapomenout, ze lokdlnimi extrémy této funkce jedné proménné jsou i krajni body intervalu,
tedy y = +1, coz dava zbylé dva body.
3. Lagrangeova funkce L(x,y,\) = 2%y + A(2? + y* — 1). Po jejim zderivovan{ postupné podle
viech tiech proménnych a polozenim rovno nule mame 2zy + 2z\ = 0, 22 + 2y\ = 0 a tieti
rovnice je okrajovd podminka x2 + y? = 1. Z prvni rovnice po vytknut{  mdme x = 0 nebo
y = —A. Prvni moznost dava dva body (0,1), (0,—1) a druhou moznost dosadime do druhé

rovnice a s vyuzitim tieti opét mame y? = % coz dava zbylé ¢tyri body s extrémy.

[0,1]

Prestalo mé to bavit. Pokud to jesté nékoho bavi, jisté si tyto dalsi tilohy spocitd sdm. Hlavni
vzkaz z téchto tloh je: mame-li jen dvé proménné, mizeme na vypocet jit jinak nez lagrangeo-
vymi multiplikatory. Dale Lagrangeovy multiplikatory vedou na m+n rovnic o m+n neznamych
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11.2 a)

pro tlohu v R™ a pro m podminek. Tyto rovnice jsou obecné nelinedrni a podari se je algebraicky
vyresit jen nahodou. Tato ndhoda je splnéna ve vsech tlohach 11.1, povazujejme je tedy za umeélé
priklady na procviéeni Lagrangeovy metody.

L=xy+yz+vy?+yz+Aa?+y>+22-1),

L' =ly+z+2\z, 2 +2y+2+2\y, o +y+ 2z, 22+ y? + 22 — 1] = 07. Sectu prvni a tieti
rovnici: £+ 2y+z+2A(z+z) = 0, ode¢tu od toho druhou rovnici: 2A(z+z—y) = 0. Déle postup
rozdélim na dva pripady: A = 0 a y = z+ 2. Z prvniho ptipadu plyne linedrni soustava y+z = 0,
r+2y+2z =0, z+y = 0. Tama feSeni £(1, —1, 1) a na sféfe z toho lezi dvé feseni +(1,—1,1)/v/3.
Druhy pripad y = x + z zahrnu do druhé rovnice 3z + 32+ 2A(z+2) = (34+2\)(z+2) =0 a to
rozdélim na dva podpiipady © = —z a A = —3/2. Prvni podpfipad vede na y = 0, protoze to je v
ramci pifpadu y = x-+2z. Mame tedy feseni t(—1,0, 1), coz na sféfe davéa dva body +(—1,0,1)/v/2.
Druhy podptipad A = —3/2 dosadime do prvni rovnice (z+ z) + 2z +2(—3/2)z = —2x + 2z = 0,
takze © = z a protoze y = = + 2z, mame y = 2x a to vede na TeSeni (1,2, 1), na sféfe pak
+(1,2,1)/4/6. Mame tedy stacionarni body +(1,—1,1)/v/3, +(=1,0,1)/v2, +(1,2,1)/6.

Charakter extrému zjistime z Hessovy matice

2\ 1 1
L”zlil 24+2A 1].
1 1 2

Ovsem, nestaci jen dosadit do matice souradnice odpovidajicich bodt a odpovidajici hodnoty A,
nebot vyslednd matice z R? odpovida kvadratické formé se tfemi proménnymi, tj. ve tiech
smérech. My ale chceme sledovat chovani funkce f jen v te¢ném podprostoru k danému bodu,
v tomto pripadé ve dvou nezavislych smérech. Bézové vektory tohoto tec¢ného podprostoru
spocitdme jako vetory kolmé ke g’, kde g = 0 je soubor podminek tlohy. V nasem piipadé ¢’ =
(2z, 2y, 2z), takze bazové vektory tecného prostoru v bodé (1, —1, 1) jsou FeSenimi soustavy jedné

. . . (. , . 4T . 110 i
homogenni rovnice o tfech neznamych, zapiseme je do radkd matice B = [ 011 ] . Kvadraticka

forma proklddajici funkci f ve sméru teéného prostoru ma matici BL/B”, kde L”’ je Hessova
matice s dosazenymi hodnotami véetné odpovidajici hodnoty A.

01 1
Body: (1, ~1,1)/v3: A=0,L" = [1 : 1],B= [0 1 7], BL"BT=[4 3], sedlo.
110
111
Body: 4-(—1,0,1)/v2: A= 1L = [1 ? i], = [(1] (1) (1)], BL'BT = [3 Z], minimum.
-3 1 1
Body: +£(1,2,1)/V6: A\ = —3, L = [1 a _13] B=[0 5. BLB" =[] ],

maximum. Hodnoty f v maximech jsou 3/2, v minimech jsou —1/2 a v sedlech jsou 0.
L=23+y?+ 2+ N2 +9y?+22—1), L = [322+2\z, 2y+2\x, 1+2\x, 22 +9% +22—1] = 07,
tedy x(3z +2X\) = 0, 2y(1 +2)\) = 0, 2Az = —1, 22 + y2 + 2? = 1. ReSen{ rozdélime na &tyii
pripady podle toho, ktery c¢initel v prvnich dvou rovnicich prohlasime za nulovy.

(1) z=0,y=0,2\z=—1, 024+ 0%+ 22 =1, takie z = +1, A = F1/2. Mdme dva stacionarni
body (0,0,1)_y/5, (0,0,—1);/5. V indexu trojice uvddim odpovidajici hodnotu A, kterou pro
dosazeni do Hessovy matice budeme pottebovat. Hessova matice je

6x + 2\ 0 0
L = 0 242X 0 |.
0 0 2
~10 0
Je L(0,0,1)_4/5 = [ 0 1 0 ], ale z indefinitnosti této matice jesté nemuzeme soudit, jak
0 -1

vypada extrém na sféfe, protoze nas zajima chovani funkce jen ve sméru te¢ného protoru ke
sfére v bodé (0,0, 1). Bazi tohoto prostoru (kterd je kolmé na gradient podminek g’) zjistime
vyresenim soustavy g’ = 0 v daném bodé. V nasem piipadé ¢ = (2z,2y,2z), ¢’(0,0,1) =
(0,0,2), B = [1 0 0] . 'V matici B médme bézi teéného prsotoru v radcich. Redukujeme Hessovu

010

matici jen na soufadnice vzhledem k této bazi a mame BL'/(0,0,1)BT = [Bl 2], matice je
100

indefinitni, takZe v tomto bodé je sedlo. Déle L"(0,0,—1), 5 = [0 3 0} Nyni nemusime nic
00 1

redukovat a hned vidime, Ze zde je minimum. Zavér pfipadu (1): minimum v bodé (0,0, —1).
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(2) 2 =0, A = —1,2(-1)z = —1, z = 1/2, y = 4+/3/2, mdme dva stacionarni body

—20 0
(0,v/3/2,1/2) 4, (0,—/3/2,1/2) ;. L”"(0,4/3/2,1/2)_; = { 0 0 0 ] baze tecného prostoru
0 0 —2
B = [(1) (1] 7?/5], redukce Hessovy matice BL(0,1/3/2,1/2)BT = [_02 Pﬁ], v bodé je ma-
—2.0 0
ximum. Déale L (0,—/3/2,1/2) | = [0 0 0 } B=1[,) /| BL'(0,—v3/2,1/2)BT =
0 0 —2
[—02 36]’ maximum. Z&vér piipadu (2): dvé maxima v bodech (0, +v/3/2,1/2).

B)3z=-2\y=0,2z=—-1,2\= —1/z3x =1/z, 22 +22 =1, (1/2)? + 22 =1, 2z =
+14/ % + %. Pfi oznaceni a = 4/ % + %, b=/ % — ? jeab=1/3, a®>+b? = 1 a mame &tyii sta-
ciondrnf body (a,0,0)_y oy, (—a,0,—b)y 9, (b,0,a)_1 24, (—b,0,—a) .- Dosazeni bodii do Hes-
sovy matice nebudu uvadét, ale rovnou uvedu redukci Hessovy matice na piislusny teény prostor.
Prvni dva body maji bazi te¢ného prostoru B; = [0 ! fa} a druhé dva body B, = [0 Lo ]

b 0 a 0 —b
Dostavame: B, L" (a,0,b) BT = [7(0)’8 72009]: maximum, B, L” (—a,0,—b) BT = [4(’)8 209]: mi-
nimum, ByL” (b,0,a) Bl = [O(’)g 0079]: minimum, B,L”'(—b,0, —a) B = [3’87 _0079]: sedlo.
(4)3x+2)\ 0, A\ = —12)\2——13$:222—1z:2/32—1/2x+y+

2?2 = = +v1 — 22 = 4+/11/6. Mame dva stacionarni body (2/3 V11/6,1/2) 4,
(2/3, \/>/6 1/2) V prvnim z nich je baze tecného prostoru B; = [0 4 \/—1] a ve dru-
hém B, = [y 5 Jii]|- Vychazi B,L"(2/3,v/11/6,1/2)BT = B,L”(2/3,—V11/6,1/2)B] =

[ 14 19,9

19.0 92 ], matice je indefinitni, takze v obou bodech je sedlo.

Zavéretné shrnuti: £(0,0,—1) = —1: lokdlni minimum, f(0,v/3/2,1/2) = 5/4: globlni ma-
ximum, f(0,—/3/2,1/2) = 5/4: golbalni maximum, f(a,0,b) = 1,17: lokdlni maximum,
f(—a,0,—b) = —1,17 globalni minimum, f(b,0,a) = 0,9796 lokalni minimum.

Poznamka. Mohlo by Vés napadnout eliminovat y? z podminky, tj. > = 1 — 22 — 22 a mit

f=a34+1—22— 2%+ 2 jen ve dvou proménnych a fesit ,placatou” tlohu. Extrémy ale nelze
hledat jen jako volné v R2, ale je tieba se omezit na kruh 22 + 22 < 1. Tj. najit volné extrémy
uvniti kruhu, déle vdzané extrémy na kruZnici 22 4 22 = 1 a z nich vyloudéit takové, které nejsou
extrémy na kruhu, protoze napf. minimum na kruznici mize ,pokracovat® mensimi hodnotami
funkce f dovniti kruhu. Celkové je to tedy podobné pracné, jako jsme predvedli vyse.

b),d) Uz jsem z toho pocitani unaveny. Kdo zustal ¢ily a stéle ho to bavi, urcité se podiva na zbylé
ulohy. Hlavni vzkaz je tento: hledani feseni soustavy m + n rovnic o m + n nezndmych z me-
tody Langrangeovych multiplikdtora se nemusi povést, protoze rovnice jsou obvykle nelinedrni.
Povede se to jen v modelovych pfikladech (uméle vymyslenych pro skripta). Dalsi vzkaz je,
ze Hessova matice v ptivodnim tvaru nam k vysSetfeni charakteru extrému obvykle nepomuze,
musime ji redukovat ,,do sméru te¢ného prostoru*.

11.3 a) Uvédomime si, ze podminka vymezuje prunik sféry s povrchem dvojitého kuzele s vrcholem

v pocéatku, coz dava dvé kruznice na sféfe, jednu ve vysce z = 1/v/2 a druhou stejnou na jizni
polokouli z = —1/v2. L =z 4+ yz + A\ (2? + 3> + 22 — 1) + My (2% + % — 22),
L' =142\ +2X0)x, 24+ (20 +20)y, y+ (2A; —2Xy)z, 22 +92 +22 -1, 22 +9% —22] = 07"
Mame 5 rovnic s péti neznamymi, uff. Protoze je to modelovy piiklad ze skript, mélo by to jit
néjak vyresit algebraickymi ipravami. Odeé¢tenim poslednich dvou rovnic dostavame 222 = 1, tj.
2z = +1/+/2. Vysledek zapiseme do prvnich dvou rovnic, kde pro zkraceni pfseme u = 2\, + 2\,
dostavame 1 4+ ux = 0, il/\/§ + uy = 0. Eliminujeme y z rovnice % + y? + 1/2 = 1, tj.
y = +£+/1/2 —22. Méme uz = —1, u\/(1/2 — 2?) = T1/v?2, u = —1/x (nemize x byt nula).
w? = 1/2%,u?(1/2—22) = 1/2, (1/2?)(1/2—22) = 1/2,22 = 1/3, 2 = +1/V/3,y = +1/v/6. Necht
z= 1/\/5 Je-lix >0,jeu<0amusiy >0,akdyzx <0,jeu>0amusiy <0, tedy x a y maji
stejné znaménko. Pfi z = —1/sqrt2 naopak dle analogické ivahy x a y maji opacnéd znaménka.
Mame tedy étyii stacionarni body: b, = (1/v/3,1/v6,1/v/2), b, = (—1/v/3,—1/v6,1//2),
b3 = <_1/\/§a 1/\/67 _1/\/§>a b4 = (1/\/37 _1/\/67 _1/\/§> Pro blv b4 je U= 2)‘1 +2)‘2 = —\/§
a pro by, b; je u = V3. Pro by, b, je 2\, —2)X2 = —/6 a pro by, bs je 2\, —2)A2 = V6. Tyto
poznatky vyuzijeme, az budeme dosazovat do Hessovy matice.
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Hessova matice, gradient podminek a baze tecného prostoru jsou
20 +2), 0 0
L//:{: 0 20 42X, 1 ]7 g/:[gi ;y —252}’ B=[-y = 0].
0 1 20, — 2, Y

Podobné jako v tloze 1.2 a) vySetfime charakter extrému:

-3 0 0
Bodb:L” =| 0o -3 1[] B=[1/v6, —1/v/3, 0], BL”B” = [-0,86], maximum,
0 1 —V6
(V3 0 0
Bodb,: L” =| 0 3 }] B =[1/v6, —1/v/3, 0], BL”B” = [0,86], minimum,
0 1 6
(V3 0 0
Bodby: L” =| 0 3 \}] B =[1/V6, 1/v/3, 0], BL”BT = [0,86], minimum,
0 1 6
[—v3 0 0
Bodb,: L” =| 0o -v3 %] B =[1/v6, 1/v/3, 0], BL”BT = [—0,86], maximum.
L O 1 -6

Poznémka. Ulohu jsme Fesili pfimo metodou Lagrangeovych multiplikatori, abychom ukézali
pripad, kdy jsou extrémy vazané vice nez jednou podminkou. V tomto prikladé jsme mohli
téz postupovat tak, ze si uvédomime, ze dvé kruznice vymezené podminkami jsou v rovinach
z=1/v2a z=—1/V/2 a tam se funkce redukuje na f = z + y/V/2, resp. f = x — y/\/2, coz
jsou funkce dvou proménnych vdzané jednou podminkou z? + y* = 1/2. Navic ty funkce jsou
linearni, takze jsme schopni nac¢rtnout pomoci gradientu rovnou feseni geometricky.

b) Pfi¢teme-li k prvni podmince dvojnasobek druhé, mame z? + y? + 22 + 2zy + 2yz + 2wz =
(x +y+2)? =3, takie 2 + y + z = ++/3. To jsou dvé roviny a mnozina piipustnych fe-
seni je prunik jednotkové sféry s témito rovinami. Protoze vzdalenost rovin od pocatku je
| +4/3]/V12 + 12 + 12 = 1, dotyka se kazda tato rovina se sférou v jediném bodé: +(1,1,1)/v/3.
Mnozina piipustnych feseni sestéva ze dvou izolovanych bodi a je f((1,1,1)/v/3) = 1/(3V/3)
maximum, a f(—(1,1,1)/v/3) = —1/(2v/3) minimum.

Pokus o reseni této tlohy metodou Lagrangeovych multiplikdtori ndhodou vede ke stejnym
dvéma staciondrnim bodéim 4(1,1,1)/+/3, ale je tfeba si uvédomit, Ze to je jen dilem nahody,
protoze v této uloze je ndhodou gradient tucelové funkce rovnobézny v danych dvou bodech
s gradienty obou podminek. Kdyz byste ale méli tilohu napiiklad s t¢elovou funkei f(z,y,2) = =
a se stejnymi dvéma podminkami, pak metoda Lagrangeovych multiplikatora selze. Zkuste si
to, Je to proto, Ze v bodech +(1,1,1)/ V3, kde se vyskytuji extrémy, jsou gradienty podminek
linearné zavislé.

11.4 Vsechny tlohy tohoto cviceni maji spole¢nou formulaci: hleda se minimum velikosti vektoru
(z,y) za podminky, ze bod (x,y) lezi na dané kiivce. Pro snadnéjsi pocitani je mozné hledat
minimum kvadratu velikosti vektoru. Vsechny tyto tlohy jsou trapné jednoduché a pouziti
metody Lagrangeovych multiplikatori je sice mozné, ale je to délova koule na vrabce. Uvedu ji
jen v pripadé ulohy c).

a) (xz,y) =1/2,1/2, jak plyne napi. z nacrtku.

b) (z,y) = (1,2), bod (z,y) lezi nejen na primce x 4+ 2y = 5, ale téz na kolmici k ni —2x + y = 0.

c) 1. Z okrajové podminky plyne z? = é, takze funkci 22 + 2, kterou minimalizujeme, mame pie-
vedenu do jedné proménné f(y) = %+y2. Zderivovani a polozeni rovno nule dava _@Tl2 +2y =0,
tedy 3% = %, Yy = 1/\3@ a zpétné dosazeni pro z dava z? = /2, tedy z = +v/2.

2. Jesté jednou jinak. L(z,y, \) = 22 +y? + A(2%y — 1). Zderivovani této funkce postupné podle
vSech t¥ proménnych a polozeni rovno nule déava 2z + 2 zy = 0, z(1+ Ay) = 0 a tieti rovnice je

okrajova podminka. Z prvni rovnice je x = 0 nebo Ay = —1. Prvni moznost nepfipada v tvahu,

protoze z ni a z druhé rovnice plyne, ze také y = 0, ale dvojice (0,0) nevyhovuje okrajové pod-

mince. Druhd moznost dava A = —i a kdyz k tomu pfiddme fakt z okrajové podminky z? = 1

y
a oba mezivysledky dosadime do druhé rovnice, mame 2y + _71% =0, coz vede na y = 2—11/2 a to
vede na stejny vysledek, jako v pripadé 1.
d) (z,y) = (0,4+1/v/2, kiivka je elipsa s kratsi vertikalni poloosou.
11.5 a) L = 2ab+2ac+2bc+A(abc—1), L’ = [2(b+c)+Abe, 2(a+c)+Aac, 2(a+b)+Aab, abc—1] = 0T,
Po odecteni prvni rovnice od druhé mame 2(a —b) + A(a —b)c = (a — b)(2+ Ac) = 0 a podobné

45


https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.509
https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.514

ziskdme i rovnice (a —¢)(2+ Ab) = 0, (b — ¢)(2 + Aa) = 0. Kdyby mély byt a, b, c vzadjemné
razné, musely by byt druhé zdvorky v téch trech rovnicich rovny nule, ale to pak znamen4, Ze
a =b = ¢, coz je spor s vyslovenym predpokladem. Musi tedy aspon dvé proménné byt stejné.
Bez jmy na obecnosti a = b. Pak tfeti rovnice dava 4a + Aa? = 0, pfitom a > 0 (jinak to neni
kvadr), takze A = —4/a. Druhd rovnice 1iké 2(a + ¢) = —Aac = 4c, takze a = ¢ a vSechny tri

proménné se rovnaji. Jejich hodnota plyne z rovnice abc = 1, tedy a®> =1 atedy a = b =c = 1.
0 2+Xc 24Xb
Ovéfime charakter extrému v bodé (1,1,1), A = —4. L"” = |24xb 0 2+xa |, takze
24Ab 24Xa 0

—2 -2
L”"(1,1,1)_, = [—2 0 —2]. Tato matice je indefinitni, ale je potfeba se omezit jen na
-2 -2 0

teény prostor v bodé (1,1,1). Je g’ = [bc,ca,ab] = [1,1,1]. Takze baze tecného prostoru je

B = [é j ?] aBL"BT = [;l i] coz je pozitivné definitni matice. Nasli jsme minimum.

b) Hleda se minimum ab + 2ac + 2bc za podminky abc = 1. Strany a, b znad¢i zékladnu a ¢ vysku
krabice bez vika. Okrajovou podminku ¢ = 1/(ab) zaneseme do tcelové funkce a méme z ni
funkci bez podminky se dvéma proménnymi f(a,b) = ab+2/b+ 2/a. Hleddme stacionarni body
zderivovanim v obou proménnych a polozenim nule: b —2/a? = 0, a — 2/b%> = 0, tedy a?b =2 a
taky ab? = 2, tj. a®b—ab? = 0. Po vytknuti @ méme a = 0 coz zamitneme, nebot se to neslucuje
s okrajovou podminkou. Druh4 moznost vede na nepickvapivy vysledek ab = b a tedy a = b.
Takze z a?b = 2 plyne a® = 2, coz vede na vysledek a = b = /2 a z okrajové podminky pak
¢ = 1//4. Protoze ale nas nezajimal konkrétné objem=1, vysledek uréuje pouze poméry stran,
tedy a =b, ¢ = 1/(ab) a a/c = /8 = 2. Viechny strany je tfeba pronasobit takovym koeficien-
tem, aby abc bylo rovno pozadovanému objemu.

2. Metoda Lagrangeovych multiplikdtori d4 po mensi namaze stejny objevny vysledek, ze totiz
a = b. Zkuste si to spocitat sami.

3. Asi nejrychleji jsme hotovi pii pouziti ,,selského rozumu®. Ta krabice nemiize byt ,asymet-
rickd“ ve sméru stran a a b, protoze zadna z téch stran neni v tcelové funkci nijak preferovana.
Takze a = b a z okrajové podminky ¢ = 1/(ab). Nyni po vyuziti okrajové podminky je ucelova
funkce jen v jedné proménné a jeji minimum najedeme v bodé a = V/2.

c) viz cviceni 1.1 e).
d) viz cviceni 1.1 f).

e) Je sice mozné napsat L’ = 07 ale to jsou ¢tyfi rovnice o ¢tyfech neznamych, kazd4 z nich ob-
sahuje parcialni derivace dost sileného vzorce. Mohli bychom pak nasadit Newtonovou metodu
na teSeni téch Ctyf rovnic o ¢tyfech neznamych, ale tam bychom pro sestaveni inverzni ma-
tice potfebovali dalsi parcalni derivace uz jednou zderivovanych silenych vzorci. A Newtonova
metoda nemusi byt prilis stabilni, nenajdeme-li dobry vychozi bod. Schtidnéjéi se proto jevi
eliminovat z okrajové podminky proménnou h a minimalizovat funkci v proménnych R a r uz
bez podminky. Na to by pak Sla pouzit tfeba i gradientni metoda. Minimum nastava priblizné
pror = 0,45, R = 0,83, h = 0,73 (V = 1), coz je z designového hlediska hodné zvréceny kelimek
k piti nepouzitelny. Vypada spise jako néjaky talitek.

11.6 Minimalizujeme z; + x5 + - - - + x,, za podminky z,2,-- -z, = a. Soucin
Ty - - x, budu zkrdcené znacit [] z;.
L= z,+X][z;—a), %fi = 1—1—)\% = 0. Takze z; = —A[[z; = —Aa pro

kazdé j € {1,2,...,n}. Ejhle, vSechny hodnoty z; museji byt stejné, tedy

n

T, =Ty =---=x, = {/a. Ze jsme nadli skute¢né minimum plyne napiiklad
z AG nerovnosti Y x; > n{/[[x;, = n{/a. AG nerovnost plyne z Jensenovy
nerovnosti, viz ptriklad 16.3.

11.7 Viz cviceni 10.10.

[0,0]

11.8 Metoda Lagrangeovych multiplikdtora kolabuje obdobné jako statni rozpo-
¢et po koronavirové pandémii kvili tomu, ze mnozina X z okrajové pod-
minky nemé v bodé minima (0,0) tecny prostor. Je tam hrot. Mnozina
X = {(z,y); 2 = y*} se sklada z grafi funkei y = j;\/xii", viz obrazek.
Zkusime si v tomto prikladé zah&ajit metodu Lagrangeovych multiplikatort
a uvidime, co to udéla. ..
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11.9 a)
b)

L =z + \2® — y?). Zderivovanim a polozenim rovno nule dostavame 1+ 3Xz? =0 a —2\y = 0
a okrajovd podminka. Z druhé rovnice plyne, ze musi byt y = 0 nebo A = 0. Prvni pfipad
spole¢né s okrajovou podminkou 22 = y? vede na x = 0, ale to nevyhovuje prvn{ rovnici. Druhy
piipad primo nevyhovuje prvni rovnici. Takze soustava sestavend metodou Lagranegeovych
multiplikdtori nema reseni.

Usecka b, x* je nejkratsi, kdyZ je kolma k X, tedy rovnobézna s gradientem X v bodé x*.

Usecka, kterd spojuje nadplochu X s nadrovinou je nejkratsi, pokud je kolmé na nadrovinu i
nadplochu X soucasné, takze kolmice nadroviny je rovnobézné s gradientem X v bodé x*.

11.10 Budeme pracovat s elipsou ax? + by? = 1 pro néjaké a > 0,b > 0, ta m4 velikosti poloos 1/v/a

11.11 a)

b)

11.12 a)

b)

a 1/v/b. Déle se zaméFime jen na prvni kvadrant, ve kterém vidime ¢tvrtinu obsahu hledaného
obdélnika a tuto ¢tvrtinu budeme maximalizovat: max. zy za podminky axz? 4 by? =1, > 0,
y > 0. Mizeme eliminovat z podminky proménnou nebo pouzijeme Lagrangeovy multiplikatory.
L=zy+Naz?+by*> =1), L' = [y+2Xax, z+2\by, az?+by*> = 1] = [0,0,0]. Z prvn{ rovnice
mame y = —2\ax, dosadime to do druhé z = —2\b(—2\ax), takze \? = ﬁb), z druhé rovnice
mame 2 = 4\?b%y? = gyz. Dosadime toto do podminky a%y2 +bhy?=1,202 =1,y = \/%,

T = \/5%27) = \/% Stacionarni bod je (\/%, \/%—b) Je to maximum, protoze pro x € (0, ﬁ) je
funkce zy kladné a v krajnich bodech tohoto intervalu je nulova.

Tvrzeni ,;ihel dopadu se rovna thlu odrazu® presnéji znamend, ze kolmice na plochu zrcadla
v bodé odrazu je ve stejné roviné jako poloprimka, podél které paprsek dopada. a poloprimka,
podél které se odrazi. A navic tthel mezi kolmici a témito polopfimkami je stejny. To dokdZeme
z Fermatova principu. Necht je plocha zrcadla vymezena pomoci podminky g(x) = 0 a méme
dva body a a b na shodné strané plochy zrcadla. Bod x je misto odrazu. Minimalizujeme
drdhu (tim i ¢as, protoze rychlost je konstantni) |x — a| + |x — b| za podminky g(x) = 0.
L = |x—af + [x—b] + Ag(x), L’ = (x—a)7/|x—a] + (x—b)T/|x—b| + Ag'(x) = 07 Tii vektory
(x—a)/|x—a|, (x—b)/|x—b|, Vg(x) maji nulovou linearni kombinaci, jsou tedy linedrné zavislé
a lezi tedy ve stejné roviné. Navic, prvni dva z téchto vektori maji jednotkovou délku a jejich
soucet (thlopticka kosoctverce) je rovnobézny s kolmici Vg(x). Protoze thlopticka kosoctverce
pili thel mezi ni a stranami kosoc¢tverce, mame vysledek, ze tthel odrazu se rovna thlu dopadu.

Nyni mame body a a b na protilehlych strandch rozhrani, jehoz hranice je vymezena g(x) = 0.
Protoze ¢as je draha lomeno rychlost, je tfeba minimalizovat |[x—a|/c; +|x—b| /¢, za podminky
g(x) =0. L = i(x —a)T/|x —a| + é(x —b)T/|x — b| + Ag’(x). V pravoihlém trojihelnfku
v misté dopadu s preponou velikosti i ozna¢me délku odvésny naproti dhlu «; symbolem
q = i sin ;. Podobné v misté odrazu délku pfepony naproti dhlu ay ozna¢me ¢, = é sin ay.
Nakreslete si obrazek, ve kterém vektory +(x —a)/|x —al, L (x — b)/|x — b| ztotoznite s vyse
1 2
zminénymi preponami. ProtozZe soucet téchto vektort lezi na normale Vg(z) (to plyne z rovnice
L' =07), musi byt q; = gy. Tedy & = 2520 =1, FaL = 2L,

31 ) 21
cq sinay sin ay [

Bez té pohadky o entropii hleddme maximum funkce f(p) = —Z?Zl p; logp, za podminky
> p; = 1. Lagrangeova funkce je L(p, ) = — Z:Zl p; log p;+A (Z?Zl p;—1) a jeji derivace podle
kazdé proménné p, polozime rovny nule: E?Ti = L, = —(logp, +pip%) +A =0, tedy A = logp,+1.
Protoze prava strana naposledy zapsané rovnosti je prostd v p, a mame zde n takovych rovnosti
rovnych stale stejnému A, musi se vSechny p; vzdjemné rovnat. Nebo jinak: aplikujeme prostou
exp na obé strany rovnosti (po piesunuti jednicky nalevo) a mame e*~! = p,. Podstatné tedy
je,zepy =py=---=p, = % Ta posledni rovnost plyne z okrajové podminky. (Pozn: metoda
»selského rozumu® nam taky rika, ze se proménné museji rovnat, kdyz zddna neni ve vzorcich
preferovand.) To je staciondrni bod. Hodnota je v tomto bodé kladné, protoze logaritmy jsou
zaporné a pred vzoreckem pro f je jedno minus. Jdeme-li limitné ke kraji definiéniho oboru (ktery

uz neni sou¢asti definicniho oboru), tj. jedno z p, = 1 a ostatni jsou nulové, pak lim f(p) = 0,
protoze 1 logl = 0 a lim, ,,t logt = 0 z L'Hospitalova pravidla. Takze v bodé (%, %, e %)

jsme nasli maximum funkce f.

Resme tilohu max{Y_p,Ing;; > ¢; = 1}, pfi¢em7 p, jsou parametry tlohy (plati proné Y p;, = 1)
a ¢; jsou proménné ulohy. g—; = % +A=0. Takze p, = —Ag;, 1 = > p; = —A> ¢ = —XA-1,
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11.13

11.14

11.15

11.7

11.16

takze je A = —1 a tim padem p, = ¢, coz je stacionarni bod tlohy. Podobné, jako v pripadé a)
muzeme ukazat, Ze to je maximum. Na pravé strané dokazované nerovnosti je tedy maximum
ze vSech moznych hodnot na levé strané pro rtzné ¢;. Tim je nerovnost dokazana.

Je ziejmé, ze zminény bod bude uvnitt trojuhelnika. Nakreslime si trojuhelnik se stranami
velikosti a, b, ¢, a umistime do néj kdekoli bod, jenz bude mit vzdalenosti od prislusnych stran
x, Yy, 2. Z tohoto bodu vedme tsecky k vrcholim trojihelnika. Tim ziskame tii trojihelniky
s vyskami o velikostech z, y, z a zakladnami a, b, ¢, které pokryvaji puavodni trojuhelnik. Soucet
jejich obsahu ax/2 + by/2 + cz/2 = P je roven plose celého trojuhelnika. Tuto plochu znédme
z Hornerova vzorce P = /s(s —a)(s — b)(s — ¢), kde s = (a + b+ ¢)/2. Zadan4 tloha tedy znf
min{z? + y? + 22; ax + by + cz = 2P}.

L' = 2z + Aa, 2y + Ab, 2z + Ac,azx + by + cz — 2P] = [0,0,0,0], x = —Aa/2, y = —Ab/2,
z=—=\c/2, —Aa?/2 — \b?/2 — \c? /2 = 2P, A\ = —4P/(a® + b + ¢?), x = 4Pa/(a® + b* + ¢?),
y =4Pb/(a® + b> + c?), z = 4Pc/(a® + b* + c?).

Umistime stied krychle do pocatku souradnic. Méjme dvé sféry se stfedem v pocatku, jedna
prochdzi mensi kruznici (ma polomér v/2) a druhd prochézi vétsi kruznici (ma polomér v/3).
Uvazujme celou sadu poloptimek vychéazejicich ze sttedu a prochazejici vétsi kruznici. Néktera
z nich musi protnout tu malou kruznici, protoze jedna z nich prochéazejici vrcholem krychle je
mimo malou kruznici a druha z nich (o 45° déle) prochazi vnittkem malé kruznice. Polopiimka
protinajici obé kruznice soucasné vymezuje na nich body, které jsou sobé na danych dvou
kruznicich nejblize. Jejich vzdélenost je rovna vzdalenosti uvedenych dvou sfér, tedy v/3 — /2.
Analogicky, nejvétsi vzdalenost je v/3 + v/2.

Li=[-1+z+ u) 2+ M\yz, —(I+y+0) 2+ Nz, —(1+z+w) 2+ Moy, —(1+x+u) 2+
Avw, —(1+y+v) 2+ Auw, —(1+24+w) 2+ Auv, zyz—a3, uvvw—>b3]. Z prvni a étvrté rovnice
méme (1 + z + u)? = \yz = Ayvw, analogicky dostdvime A\ xz = Ayuw, A\jzy = Ayuv. Tyto
vysledné rovnice délime mezi sebou, napt. prvni ku druhé dava y/x = v/u, coz je ekvivaletni
s y/v = x/u. Analogicky ziskdme z/w = z/u a z/w = y/v, takze je z/u = y/v = z/w =
a/b. Posledni rovnost plyne s okrajovych podminek. Muzeme tedy dile vysSetfovat jen funkci
g(z,y,2) =1 +cx) P+ (1+cy) P+ (1+cz)!, kde c = 1 + b/a, za podminky zyz = a3.

Ly = [—c(1+ cx) 2+ yz, —c(1+cy) 2+ Axz, —c(14+c2) 2+ \zy, 2yz—a’]. Po vyndsoben{
prvni rovnice z, druhé y a tfeti z zjistime, Ze musi x(1 + cx)™? = y(1 +cy) 2 = 2(1 + c2)72,
coz je splnéno pro x = y = z nebo napiiklad pro x = y # 2 tak, ze yz = 1/c2. Dalsf analogické
mnoznosti jsou zz = 1/c¢? a xy = 1/c%. Jeden ,symetricky* stacionarni bod tedy je (a,a,a) a
dalsf t¥i stacionarn{ body jsou (d,d, 1/(c%*d)) atd. pro d = a®/c%.

VysSetfenim charakteru extrému ve stacionarnich bodech (coz je dalsi silend préce s Hessovou
matici redukovanou na ptislusny teény podprostor) zjistime, ze ,,symetricky“ bod (a, a, a,b,b,b)
je maximem pro a+ b < 1 a jinak je to sedlo a ostatni t¥i ,,nesymetrické“ stacionarni body jsou
sedla. Zavér: funkce ma maximum v bodé (a,a,a,b,b,b) pro a + b < 1 a jinak je bez extrému.

Toto cviceni bylo v aktualni verzi skript zménéno na feseny priklad 11.16, ve kterém maxi-

malizujeme a’x za podminky x’x = 1. DadvAme sem presto feseni. L = a’x + A(xTx — 1).

Nyni nardz zderivujeme dle vSech n proménnych a prislusnych n rovnic polozime rovno nule:

L’ = al + \(2xT) = 07. K tomu jesté piiddme okrajovou podminku x’x = 1. Systém rov-

nic transponuji a spo¢itdm z néj a = —2Ax, takze x = a/(—2\). Tento vysledek dosadim do

okrajové podminky (a/(—2)))T(a/(—2))) = |a||?/(4)\?) = 1, takZe ||a||*> = 4\? a mame spo-

- Citdno A = +|a|/2. Kdyz tento poznatek uplatnime v systému rovnic

x (L) = 0, dostavame a + (|a/2) (2x) = 0 a z toho plyne x = Fa/||a|,

coz je normalizovany gradient funkce f(x) = a’x. Protoze funkce roste ve

sméru gradientu, je maximum v bodé a/||a| a minimum v bodé —a/||a].

Geometricky: hleddme na sféfe misto, které maximalizuje linedrni funkci

plynule rostouci ve sméru gradientu. Na obrizku pro ptripad 2D jsou na-

\ kresleny jeji vrstevnice a jeji gradient. Maximum je pfirozené v misté
DN normovaného gradientu.

Vyuzijeme vysledek tilohy 11.18, kde C = [1], A = a’, b = [1] a mdme x = a(a’a)"!-1 = a/|a|?.

Geometricky: Hleddme bod na nadroviné a’x = 1 nejblize po¢atku. Bod musi byt na kolmici k
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nadroving, tedy na primce prochazejici poc¢atkem se smérovym vektorem a. tedy x = ta, musi
lezet v nadroving, tedy a’(ta) = 1, takze t = 1/|a|>.

11.17 VyuZijeme vysledek tlohy 11.18, kde C = A, A = b”, b = [1] a mdme x = A~'b(bTA"!b)~1.1 =
A~ 'b/(bTA"1b).

11.18 L = xTCx + XT(Ax — b). Tentokrat mame vice nez jednu proménou . Je jich obecné m a
jsou sdruzeny do vektoru X € R™, kde m je pocet fadka matice A. Okrajovd podminka ma
totiz m linedrnich rovnic, kazda je reprezentovana jednim rfadkem matice A a jednim prvkem
z vektoru b. Maticovym derivovanim podle x a polozenim nulovému vektoru dostavame L' =
2xTC + ATA = 07. Tento systém rovnic zapiSeme transponované —2Cx = ATX a piihodime
okrajovou podminku Ax = b. Mame systém m + n rovnic s n nezndmymi x; a m neznamymi
A;. Prvni podsystém nasobime zleva matici C! (C je regularni, protoZe je pozitivné definitni)
a mame —2x = C 'ATX. Déle zleva piithodime A a vzpomeneme si na systém okrajovich
podminek —2b = —2 Ax = AC~*ATX. Z tohoto zapisu lze vyjadiit X jako X = —2 (AC!AT)"lb
coz zpétné uplatnime v prvnim podsystému rovnic —2 Cx = AT(—2 (AC~1AT)~1b). Po vykrdceni
konstantou —2 a vynasobeni matici C~! zleva mame koneény vysledek x = C"*AT(AC1AT) b,

11.19 Jak vidime z postupu feSeni tlohy 11.18, je tfeba Tesit soustavu —2Cx = ATX spolecné se
soustavou Ax = b. To umime naspat dohromady v jediné maticové rovnosti

2C AT)[x] _ O
PN
11.20 C je pozitivné definitni, takze ma spektralni rozklad C = VAVT s kladnymi vlastnimi ¢isly
na diagonéle A, takZe muizeme pracovat s jejich odmocninami v matici v/A. Pfejdeme na nové
soufadnice y = VAVTx. Je xTCx = x"™VVAVAVTx = yTy a podminka tlohy pfechézi na
y'y = 1. Pfi oznaceni A = (vV/AVT)~! mame x = Ay a tloha znf min{a”Ay; y'y = 1}. Hled4,

se minimum linedrni funkce na jednotkové sfére, coz jsme tesili v tloze zde oznacené jako 11.7.
Hledané minimum je rovno minus normalizovanému gradientu, tedy —ATa/|ATa|.

11.21 B je pozitivné definitni, takze ma spektralni rozklad B = VAVT s kladnymi vlastnimi ¢isly
na diagonale A, takZe mizZeme pracovat s jejich odmocninami v matici v/A. Piejdeme na nové
soufadnice y = vVAVTx. Je xTBx = x"VVAVAVTx = yTy a podminka tlohy prechézi na
y’y = 1. Pii oznaéeni C = (v/AVT)~! mame x = Cy a tiloha znf min{y”’CTACy; y’y = 1} a o té
vime, ze m4 minimum rovno nejmensimu vlastnimu ¢islu matice CTAC.

11.22 Necht matice V obsahuje ve sloupcich ortonormadlni bézi feseni soustavy Bx = 0. MnozZina
{x = Vy; y € R™} je tedy mnozina viech feSeni soustavy Bx = 0. Navic plati 1 = xTx =
yIVIvy = yTy xTAx = y?'VTAVy, takie staci fesit tlohu min{y(VTAV)y; yTy = 1}. Jejim

fesenim je nejmensi vlastni ¢islo matice VIAV.

11.23 Musi Ax = 0 pro vSechna x z mnoziny pripustnych feseni, coz je nadrovina prochazejici pocatkem
kolma na b. Tato nadrovina tedy musi byt nulovym prostorem matice A, coz znamena, ze
rank A = 1 a vSechny Fadky A jsou néjaké nasobky vektoru b. Nebo je A = O.

11.24 Z L’ = 07 pro tlohu min{3|Ax — b|?> Cx = d} plynou soustavy linearnich rovnic, které se

blokové daji zapsat jako [AZA %T] [;] = [AdTb]. Je-li matice této soustavy regularni, pak

. . [cC Ve v . . e o
museji sloupce matice [ 0 ] byt linedrné nezavislé, tj. radky matice C jsou linedrné nezavislé.
Navic vyse zminéna optimalizacni tloha mé jediné feseni, coz znamena, ze prunik nulového
prostoru matice A s prostorem danym podminkou Cx = d je jednobodovy, coz je pravé tehdy,

.o . , o . e (o AT e o
kdyz priinik nulovych prostort matic A a C je trivialni coz je pravé tehdy, kdyz [C] ma linedrné

T - B A R
nezavislé sloupce. Obracené: ma-li [ c} linearné nezavislé sloupce a C linedrné nezavislé radky,
musi mit uvedend optimaliza¢ni tiloha jediné Feseni, takZe matice plynouci z L’ = 07 musi byt
regularni.

11.25 —28 Reseno ve skriptech.
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Kapitola 12

12.1 Mame t¥i proménné, prvni dvé jsou pouzity v nerovnostech, jejich vymezeni lze nakreslit do
2D obrazku. Pranik vsech péti polorovin vymezenych nerovnostmi (t¥i zapsané zvlast a dale
prvani kvadrant z; > 0,2, > 0) je na obrazku vy-
znacen cervené. Pokud by nékoho zajimalo, jak po-
hodlné prijit na polohu téch primek: v kazdé nerov-
nosti nejprve polozim z; = 0 a spocitdm x, jakoby
to byla rovnost. Dostanu priisecik s osou z,. Pak
polozim x, = 0 a spocitdm z; a dostanu prise-
¢ik s osou z;. Mam dva body, prolozim je primkou.
Prislusna polorovina (nahoru nebo dolu od primky)
vyplyne z orientace mensitka v nerovnosti.

Nyni si do obrazku nakreslime —cx*, kde cx pre-
bird jen prvni dvé soufadnice vektoru c. Vektor
—cx je smér nejvetsiho klesani ucelové funkce v prv-
nich dvou souradnicich, nebot to je minus gradient.
Vydame-li se v Cervené oblasti timto smérem nej-
vétsiho klesani, narazime v pripadé a) na bod [3, 0].
Dobré je predstava sankare na oplocené sjezdovce,
ktery ma dany mantinely sjezdovky a jeji spadnici. Kam dosankuje? Protoze tireti souradnice
vektoru —c je v pripadé a) zdpornd, v ramci 3D obrazku je minimum pro piipad z5 = 0.
V pripadé b) sankar dosankuje do néjakého bodu k mantinelu z; € (1,3) a x4y = 0. Pro-
toze treti souradnice vektoru —c je v piipadé b) nulovd, minimum je stejné pro vsechny body
z, € (1,3),25 = 0,24 € (0,00). V piipadé c) na poloze bodu (sdnék) v ¢ervené oblasti nezalezi
a ve smeéru z, se celkové minimum vylepsuje, kdykoli zvétsime x4, takze tloha je neomezena.

spadnice:
a) —cx = —»
b) —cx = |

12.2 a) Pro odstranéni nerovnosti pfiddme slackové proménné u > 0,v > 0:
min 2z, —3z3 + x4
Ty — Tog— Tz3— u =0
—2, +2z9 —3z3+ v =9
20y — 9 — 23+22, =06

Ty, Ty, T3, Ty, U,V > 0

a tuto soustavu podminek zapiSeme maticové:

CCI ;El

T2 1 -1 -1 0 —1 07|™ 0
min[2 0 —3 1 0 0] i3 ; 1 2 =30 0 1] i?’ :{5].

4 _ _ 4

" 2 -1 -1 2 o0 o] ™ 6

v v

b) Linearni program (12.11) je dopravni tloha. Proménné jsou soustfedény do matice s m fadky a
n sloupci, jejich soucet se ma minimalizovat, ale ne piimo: kazd4 proménna je v tomto soucétu
prondsobena vahou c;;. Ve formulaci tlohy indexy ¢ znaci fadky uvedené matice a indexy j
sloupce. Podminka (12.11b) fikd, Ze pifmy soucet (bez vahy) proménnych z,; v kazdém tadku
matice proménnych se ma rovnat ¢islu a;. Podminka (12.11c) ¥ikd, ze pfimy soucet proménnych
v kazdém sloupci se ma rovnat b;. Pro prepsani ulohy do maticového vyjadreni zahrneme vSechny
proménné do jednoho vektoru u tak, ze je postupné vsechny preéteme po radcich a vysledny
vektor napfseme do sloupce: U = [T11, 19, T1ps To1, Tos - > Tons - s Tmis Tons - - s Lo -
Nyni se zamyslime nad tim, co pfesné déld prvni podminka: soucet proménnych v prvnim
radku se mé rovnat aq. Tj. je tfeba nashroméazdit jednicky k proménnym prvniho fadku a
k ostatnim nuly. To zafidi prvni fddek matice uvedené v rovnici (A). Druhy radek zafidi splnéni
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druhé z podminek z (12.11b), atd., az (vizudlné) predposledni fadek zafidi splnéni posledni
podminky z (12.11b). OvSem (vizudlné) posledni fddek matice v rovnici (A) se fakticky skldada
z dalsich n fadku a kdyZ si porddné rozmyslite, co délaji jednotlivé Ffadky (rozepiSte si aspon
myslenkové ty jednotkové matice do sady jednicek na diagonéldch), tak zjistite, ze tyto radky
presné koresponduji s n podminkami z (12.11c).

n n mn
o 17 ... o7 a

Yo ot u= (A)
o o7 ... 17T

n{ L1, 1, ... 1, b

Resen{ tlohy tedy zni: min{c’u; za podminky (A)}.

12.3 c) Predstavme si, ze mame hmotu o celkové hmotnosti 1 rozdélit do n proménnych z;, Zj: (T =1

tak, abychom navazili co nejvice. Pritom kazda proménna ma svij koeficient vahy c;, ktery tu
hmotu nasobi. Z predstavy vyplyva, ze staci nashromazdit veskerou hmotu do takové proménné,
kterda ma nejvétsi koeficient vahy, a ostatni proménné utiou nos, tj. zistanou nulové. Nebo na-
bidnu predstavu jesté vice ze zivota: mate n obchodniki, ktefi vim nabizeji za jednotku Vasi
hmoty ¢; penéz. Co iikd zdkon trhu, ke kterému obchodnikovi pijdete svou hmotu prodat?
Kdyby existovalo vice indext s nejvétsim c;, pak odpovidajicim proménnym s témito indexy
muzeme rozdélit celkovou hmotu libovolné, celkovy vysledek ucelové funkce se v takovém pri-
padé neméni. Podminka na sumu z; v této tloze obsahuje nerovnost, tedy hmotu nemusime
spotfebovat celou. To udéldme pravé tehdy, kdyz vsechna c¢; jsou zdpornd, pak volime vsechna
x; nulovd a hmotu nespotfebujeme viibec. Pokud ale aspon jedno ¢, je kladné, veskerou hmotu
soustifedime k nejvétsimu c;.

e) Jsou-li si vzdjemné vSechna ¢; rovna, pak ucelova funkce je rovna ¢, Z:L: | &; a tu sumu mame
v podmince omezenu rozsahem (—1,1). Tj. pfi ¢; > 0 je maximum v libovolném bodé x, pro
ktery je ta suma rovna jedné a hodnota maxima je c¢;. Pfi ¢; < 0 je maximum v libovolném bodé,
pro ktery je ta suma rovna —1 a hodnota maxima je rovna |c,|. Zamyslime se nad poslednim pfi-
padem. Necht se ¢; vzdjemné nerovnaji, tj. aspon ve dvou indexech se lisi. BUNO (bez ijmy na
obecnosti) predpokladejme ¢; > ¢,. Volme z; = t,2, = —t prot € R, z; = 0pro j > 2. To vyho-
vuje podminkdm tlohy. V téchto bodech mé ticelova funkce hodnotu ¢;t + co(—t) = (¢; — ¢y)t.
Vidime, Ze pro t — oo je hodnota téelové funkce neomezena. Uloha je tedy neomezens.

f) Jako (c) jen s tim rozdilem, ze vzdy spotfebujeme hmotu o celkové hmotnosti k.

12.4 a) V souladu s §12.1.1 skript zavedeme proménou z (kterou tam nazyvaji y) s vlastnosti, ze z > f,
kde f je konvexni po ¢astech linedrni ucelova funkce puvodni ulohy, kterda se ma minimalizovat.
Misto ucelové funkce pak minimalizujeme z. Pozadavek minima zajisti, Zze nebude v bodé minima
z > f, protoze by se oc¢ividné dalo zmensit. Nastane tedy rovnost z = f. Pointa tohoto triku
je v tom, ze nova ucelova funkce je linedrni (v proménné z), zatimco puvodni téelova funkce
linearni nebyla a nedala se primo pouzit v algoritmech na feseni tloh linearniho programovani.
Jednotlivé ,body zlomu“ puvodni ucelové funkce jsme prestéhovali do okrajovych podminek
tlohy. V nasi konkrétni iloze mame soucet dvou konvexnich funkci |z,| a |z,|, pouzijeme tedy
soucet dvou proménnych z; > || a 2o > |x5|. Dostavame

min{zy + 295 &1, Tq, 21,29 € Ri2y 20521 2 —21529 2 Tp3 29 = —T9; 2% — 35 = 1, =2y + 235 > 1}

Je tieba si uvédomit, ze kdyz z; > |z, pak je to to ekvivalentni s z; > max{z,,—x;} a to je
ekvivalentni s z; > x,, 2; > —x,. Analogicky to plati i pro z,.

c) Tady jde jen o to rozepsat absolutni hodnotu do dvou sad nerovnosti:
max {cfx; x ER";Ax=b; -1 <d™x<1;x>0}

f) Protoze je |u|,, = max, |u,|, je |u] <1 ekvivalentni s |u,;| < 1 pro vSechna i, tj. —1 < wu, <1
pro vsechna 7, neboli —1 < u < 1. Zadanou tlohu tedy prepiSeme snadno:

min {c’x; x e R"; —-1<Ax—b<1}.
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12.8 Podivame se na kioskare, ktery ma nyni v obdobi koronavirové aféry bohuzel po-
nékud omezeny svij byznys. Presto ma v kiosku protivného pomocnika, ktery
zadda progresivni mzdu, podobné jako nasi zakonodarci ob¢as vymysli do dano- 1200
vého zakona ¢. 586/1992 Sb. progresivni po ¢astech linedrni dan. Pozadavek
pomocnika je vyjadien po Castech linearni funkci f na obrizku. Maji-
tel kiosku chce maximalizovat zisk ve tvaru ptvodniho zisku podle
reSeného piikladu 1.10 minus ztraty zptisobené progresivni

mzdou pomocnikovi. Takze jeho tloha zni: 400

200

max {12004+ 76h — f }
0 20 30 50

kde f je na obrazku vyjadrena v proménné x = [ + h, tedy

F(I+ ) = max{10 (I + h), 20 (I + k) — 200,40 (I + k) — 800}

Je tfeba zavést pomocnou proménou z jako v Cviceni 12.4(a), abychom méli ucelovou funkci
linedrni a po ¢astech linedrni pozadavky pomocnika prevedli do okrajovych podminek. Je

z>f, tj. 2z>210(+h); 2>20(l+h)—200; z>40(l+ h) — 800.

Uloha linedrniho programovani i s pfiddnim podminek z feSené ¢asti tedy zni:
max {1200+ 76 h —z; 2 > 10(l+ h); 2> 20(l+ h) —200; z > 40 (I + h) — 800;
214+ 1,5h <100; 0,414+ 0,2h <16; I,h >0}

Je tifeba si uvédomit, ze maximalizujeme ucelovou funkci, ve které se vyskytuje —z, takze
v ramci toho se z minimalizuje. To znamen4, ze pti z > f jesté neni dosazeno minima z a tedy
v optimalnim Feseni bude z = f.

12.10 Armada ma sva mnozstvi stfeliva a pozadavky stfelnic zanesené do tabulky, ve které x; znaci
jednotlivy prevoz od prislusného skladu k ptislusné stielnici.

stielnice: | 1 2 3

(6) sklad A | = | @y | x4
(5) sklad B | x4 | =5 | x4

pozadavek: | (3) | (2) | (2)

Vv,

malizovat maximélni mnozstvi prevazeného streliva“ do optimalizacni 1lohy, kterd tedy zni:

min {maxz;; T, + T+ T3 <6; T, +25+ 25 <5 v, +x,=3; Ty +x5=2; z3+T5=2}

Toto prevedeme trikem popsanym v Feseni Cviceni 12.4(a) na tlohu LP:

min {z; 2> 2, Vi; 21+ 29 +23 < 6; x4 +25+25 <5 21 +x4 =3; o +25=2; x3+x5=2}

100100 3
= min {z; zlzx;XE[RG;ZGIR;(l]éé???]xg[g]; {010010}x:[2}}.
001001 2
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Kapitola 13

13.1 a) Mnozina M je konvexni, kdyz Vu,v € M, Vt € (0,1) lezi tu + (1 — t) v také v mnoziné M.
V piipadé M = (a,b) médme v predpokladech definice a < u < b, a < v < b. Plati:

a=ta+(1—tha<tu+(l—t)o<tb+(1—t)b=0>

takze prvek tu + (1 —t)v je vzdy mezi a a b, tedy lezi v M. Mnozina je konvexni.

b) Mnozina neni konvexni, Na¢rtnéte si parabolu a na ni néjaké dva body, které spojite tiseckou.
V pripadé konvexni mnoziny musi celd tsecka v mnoziné lezet, v tomto piipadé v té parabole
usecka nelezi. Nyni to formalizujeme podle definice. Stac¢i najit dva prvky v M a jeden prvek
na spojnici téch dvou, ktery v M nelezi. Takze tfeba [1,1],[—1,1] € M, t = 5 € (0,1). Bod
11,1) 4+ 4[-1,1] =[0,1] ¢ M.

c) Mnozina je konvexni, jak plyne z néértku. Vezméte si libovolné dva body nad parabolou a
shledate, ze jejich spojnice (modra usecka mezi nimi) lezi také
celd nad parabolou. Dokézat to exaktné z definice bez vyuziti
derivaci da bohuzel hodné zabrat, takze je otdzka, zda ma smysl
se tim viubec zabyvat, protoze pri pouziti derivaci mame vy-
sledek rovnou. Ale v zadéni je pozadavek na primé odvozeni
z definice, tak tedy do toho. Zactneme se dvéma body lezicimi
pifmo na parabole [a,a?] a [b,b?]. Jakykoli bod na zelené spoj-
nici ¢ [a,a®] + (1 — t) [b, b?] ma mit svou y soufadnici vétsi nez )
kvadrat jeho z-ové souradnice. Mé-li se dokazat, ze je prvni ¢islo a
vétsi nez druhé, staci overit, ze rozdil ,,prvni ¢islo minus druhé
je vétsi nez nula:

ta?+ (1 —t)b%> — (ta+ (1 —1)b)? =ta® + b% — tb*> —t?a® — 2t(1 —t)ab— (1 — 2t + t?) b% =
= uff, je to diina = - - - = (t —?) (a® —2ab + b?) = (t —t?) (a — )2 >0

i b

Déle je tieba dokézat, ze obecna tisecka (modrd) s koncovymi body v M vzdy lezi ,nad* pripadné
jinou tseckou s koncovymi body piimo na parabole (zelenou) a tudiz i modra tsecka lezi celd
v M. 7 obrazku to je zase vidét rovnou, matematickd argumentace vypada nasledovné: Je-li
u > a® a v >b? pak pro kazdé t € (0,1) je tu+ (1 —t)v > ta® + (1 —1t)b2.

e) Vezmeme u,v € M, tedy Au < b,Cu =d, Av < b,Cv = d. O vektoru w = tu+ (1 —t) v pro
t € (0,1) méame dokézat, ze lezi v M, tedy splnuje sledované dvé podminky:

Aw=A(tu+(1—t)v)=tAu+(1—t)Av<tb+ (1 —1t)b=b,
Cw=C(tu+(1—-t)v)=tCu+ (1—-t)Cv=td+ (1—t)d=d.

g) Mnozina Z neni konvexni. Protiptiklad je v feSeni ve skriptech a jisté kazdy vymysli dalsi.
Pripominam pii té prilezitosti znamy fakt, ze pokud chceme definici pouzit k ovéreni konvexity,
pak kvuli tfem obecnym kvantifikdtorim v ni pouzitych (Vu, Vv, Vt) je tfeba v argumentaci
zustat u neurcenych téchto trech proménnych, lidové feceno ,,postupovat obecné“. Kdyz naopak
chceme dle definice konvexitu vyvratit, tak diky logické negaci téch tii kvantifikdtort (Ju,3v,3¢)
staci najit jeden konkrétni priklad, pro ktery tvrzeni z definice neplati.

13.2 a) Je to konvexni mnozina. Je to totiz dokonce konvexni mnohostén: proménné se vyskytuji v line-
arnich (neostrych) nerovnostech. Kazdou rovnost muzeme nahradit dvéma nerovnostmi, takze
. . n . ’ n n
itady je > @; =1 ekvivalentnis 35" x; >1a . =z <1

b) Povrch n-rozmérné koule (sféra) neni konvexni, dva protilehlé body lezici na sféfe maji spojnici
prochazejici pocatkem, pritom pocatek neni na sfére. Dokonce zddna spojnice dvou raznych
bodi uvnitt sféry nelezi. Konvexnim obalem je jednotkova koule, tj. mnozina {x € R"; x| < 1}.

e) Zkoumand mnozina je hyperbola (graf funkce y = 1/x) v prvnim kvadrantu, protoze xy = 1 je
totéz jako y = 1/x. Tento graf neni konvexni, napf. stfed spojnice bodi [2, 3] a [3,2] je [2, 2]
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f)

g)

h,i,j)
13.7 a)

b)

d)

a ten nelezi na zadané hyperbole. Obrazek je asi ndzornéjsi nez pocitani ¢tvrtin. Konvexnim
obalem je mnoZina {[z,y] € R*; y > 1/z, z > 0}.

12.2 ¢) 12.2 f) 12.2 g)

Mnozina je zadand jako prinik dvou kruhtl o poloméru v/2 s rtznymi stfedy. Kruhy samotné
jsou konvexni mnoziny a obecné plati, ze prinik konvexnich mnozin je konvexni.

Mnozina je ¢tvrtkruznici v prvnim kvadrantu. Neni konvexni, protoze napr. stied spojnice bodu
[1,0] a [0,1] je [%, 3] a ten nelezi v zadané mnoziné. Pozor, konvexni obal nenf ,¢tvrtkruh®, jak
by mozna mohlo nékoho bez vétsitho premysleni napadnout, ale mnozina uvedend v feSeni skript.

Reseni ve skriptech je dostateéné podrobné.

Protoze je C pozitivné definitni, je zkoumana mnozina elipsoid, tedy néco jako ragbyovy mic,
takze je konvexni. Neni to ale konvexni mnohostén, protoze jeji hranice se nesklada z ,rovnych
ploch“, jez by se daly vymezit pomoci kone¢né mnoha linedrnich nerovnic. Vyjimkou je pti-
pad dimenze 1, kdy mnozina {x; cx® < 1} = (—=1/y/c,1//c) se da zapsat dvéma linedrnimi
nerovnostmi —1/y/c <z <1/ /c.

Piimka prochazejici po¢atkem ve sméru vektoru v je konvexni mnohostén. Jeji (ne)rovnicové vy-
jadreni ziskame tak, ze najdeme vSech n—1 linedrné nezévislych kolmic k; na tuto primku (tedy
bazi feseni homogenni soustavy s jednou rovnici vIx = 0) a ptimku
vyjadirime jako prinik n—1 nadrovin prochézejicich primkou s nor-
méalovym vektorem k,. Prvn{ nadrovina m4 rovnici k¥x = 0 coz se
d4 déle rozepsat na dvé nerovnosti k?x < 0, kTx > 0. Podobné pro
ostatni nadroviny. Pfimka je tedy vyjadfitelnd pomoci 2(n — 1)
nerovnosti.

Zkusme se nejprve zamyslet, jak vypada hranice zkoumané mno-
ziny, tedy mnozina {x € R"; [x —a| = |x — b|}. Je to mnozina
bod, které maji stejnou vzdalenost od bodu a jako od bodu b, je
to tedy nadrovina prochézejici stfedem spojnice bodu a, b a je na
tuto spojnici kolmé. D4 se vyjadiit rovnici (a —b)Tx = ¢, protoze
je kolmé na (a — b). Konstantu ¢ je nutno dopocitat z faktu, ze
nadrovina prochézi bodem (a+b)/2, takze ¢ = (a—b)T(a+b)/2 =
(Jla|* — |b]?)/2. Zkoumanou mnozinu (s nerovnost{) lze tedy vy-
jadtit jako (a — b)Tx > (|a|? — |b]?)/2 a je to tedy konvexni
mnohostén.

T

13.9 Vzdalenost stfedu koule ¢ od i-té nadroviny dané rovnici alx = b, je rovna |alc — b,|/|a;], jak

plyne z vysledku Cvicen{ 5.16(c). Pfitom al je i-ty fddek matice A v zadan{ tilohy. Necht ¢
vyhovuje vSem nerovnicim Ac > b. Kdyz je r dostatecné malé, aby koule neprotla zadnou
nadrovinu, pak mame vzdalenost koule od i-té nadroviny danou vzorcem |alc — b;|/|a;| — 7.
Plati aZTc —b; > 0, takze neni tfeba psat absolutni hodnotu a mame pro kouli s polomérem
r > 0 uvnitt pruniku poloprostort podminku

Vi (aje—b;)/la;| —r >0, tj. Viajc—b; >]a,]r.

Proménné optimalizac¢ni tlohy jsou ¢ € R™ a r € R. Maximalizujeme polomér r za podminek, zZe
koule lezi uvnitf priiniku poloprostorti, tedy max{r; r > 0; alc — b, > ||a,| r}. Maticovy zapis
vyzaduje nejprve sestavit vektor z tak, aby z;, = |a,||. Pak hleddme max{r; r > 0; Ac > rz}.
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13.10 a) V dloze mame 4 nerovnosti, které vymezuji 4 poloroviny podle obriazku. V krouzku u hra-

nice poloroviny je uvedeno ¢islo nerovnosti, které polorovinu vymezuje a krouzek je umistén ve
sméru ,,do“ poloroviny. Vsechny priise-
¢iky téch primek jsou potencialnimi ex-
@ tremalnimi body. Takze je tfeba hledat
7 12, 6] @ prusecik primek odpovidajici kazdé rov-
nici s kazdou. Pro pripad prvni rovnice
@ s druhou @ mame:

[6,4] 1 -2 | —14 3 -1 0
[ o}”[o —7 —42]

® 3N[?}06]N[102}
X . 0116 01 |6

Toto provedeme s kazdou dvojici rovnic.
@ Maéame tedy 6 prusecikii. Z obrazku je vi-
dét, ze z téch 6 pruseciki dva (¢ervené)
nejsou vilbec ve zkoumané mnoziné,
tj. mame 4 extremélni body (modré).

b) Je-li déno m nerovnic s n proménnymi, m > n, pak je potfeba najit kandidaty vsech extremél-

13.11 a)

b)

)

nich bodd, tj. vybrat vSechny n-tice odpovidajicich rovnic ze zadané mnoziny m rovnic. Téch je
dohromady (""). Pro kazdou takovou n-tici rovnic je tieba nalézt FeSeni jako potenciondlni ex-
tremalni bod. Kdyz feseni neexistuje, pak dana n-tice negeneruje potencialni extremalni bod. Ze
vsech potencidlnich bodu je pak tieba vybrat jen ty, které navic lezi v zadané mnoziné, tj. splnuji
soustavu Ax > b. Omlouvam se, ale program realizujici tento algoritmus jsem nesesmolil.

Doplnim k tomuto pifkladu jesté jedno pozorovani. Clovék, ma-li malo rovnic a tloha je v R?
(jako v poduloze (a)), muze po vytvoreni nacrtku rovnou vyloucit body, které jsou ,ocividné*
mimo mnozinu (¢ervené body) a nemusi ani pocitat hodnoty takovych prusecéikiu. Stroj tuto
,ocividnou“ intuici obvykle nema naprogramovanu a musi tedy vypocéitat opravdu vsechny
potencialni extremalni body a pak z nich vyloucit ty, které nevyhovuji zadané soustavé rovnic.
Na druhé strané je stroj ponékud rychlej$i nez ¢lovék a zvladne i vétsi dimenze nez jen R2.

1. nemd pfimku ani extremalni bod (déle jen ,e. bod*)

. jakakoli pfimka v mnoziné lezi, tj. bez e. bodu

e. bod je a nebo a a b

. pfi dim > 0 (tj. afinni podprostor neni jen samotny bod) obsahuje pfimku, tj. nemé e. body
e. bod je x

. obsahuje ptimky, je bez e. bodu

. je to vicedimenziondlni , prvni kvadrant“, e. bod je 0

. neprazdny panel obsahuje pifmku (napf. na hranici a’x = b,) a je bez e. bodt
9. vrcholy hyperkrychle jsou e. body

10. vrcholy hyperkvadru jsou e. body

11. vrcholy simplexu jsou e. body

12. e. bod je napt. [1,0,0,...,0]

13. napt. [1,0,0,...,0] nebo [—1,0,0,...,0] jsou e. body.

0 DU A WD

Mnozina je nekoneény hranol (ve sméru osy z) s prufezem tvaru trojihelnika. Napriklad primka
0+t[0,0,1]7 v ném cel4 lezi, tedy mnozina nem4 e. bod.

Je to panel, ktery obsahuje pfimku (napt. y = —x), tj. neobsahuje e. bod, jak jsme o tom uz
v obecnéjsim pripadé hovorili u podikolu (a), puntik osmy. Néasleduje citét z klasické divadelni
hry. Kral: ,,Vy jste spolu nehovorili?“ Pseudo-princezna: ,Hovorili“ Princ Jason: ,Nehovo-
Fili, za soucasné vyjimecné situace a vladnich opatfenich se ndm spolu obtizné hovori“ Do
feSeni, které budete zasilat, muzete pripojit nazev citované hry, ale neni to nutné.
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Kapitola 15

15.1 Pfechod na dudlni dlohu je docela nazorny, pokud tlohu zapiSeme v maticovém tvaru. Radky
matice A rozdélime na tfi skupiny (kazda muze byt prazdnd) v zévislosti na znaménku rovnosti ¢i
nerovnosti v daném radku pouzitém. Podminky (korespondujici s fAdky matice A), musime tedy
seskupit do t¥{ skupin podle typu (ne)rovnitka, tiebaze jsou v zadani ulohy jinak zamichany.
Indexy téchto skupin fadki jsou ve skriptech oznaceny I,, I, a I_. Déale rozdélime vSechny
proménné do t¥i skupin podle toho, jaké na né klademe dalsi podminky. Indexy téchto skupin
jsou oznaceny Jy, J, J_. Véc vypada schematicky takto:

Primérni tloha Duélni tloha

min ¢”'x max by

oL D gk
o b Lokl

Modre je zakrouzkovana jista komplikace pri prechodu k dudlni tloze: pri tomto prechodu od
x k ATy se pieklapéji nerovnitka, ale pii prechodu od Ax k y nikoli. Dale zelenymi ¢arami je
vyznacen ,presun dat“ mezi pravymi stranami podminek a vektory tcelové funkce jednotlivych
uloh. Povsimnéte si, Ze matice A je rozdélena na tii ,sektory“ podél radkia Iy, I ,I_ a taky
na tii ,sektory” podél jejich sloupct Jy, J, J_. Kazdy z téchto sektori mize byt prazdny, ale
v obecném piipadé tedy je matice rozdélena do deviti bloku. Schéma (1) budu dale zapisovat
ponékud strucnéji:

IA IV

uloha: minc’x, Ax > b, x > 0 pfechdzi na dudlni maxb’y, y > 0, ATy

NIV I
INIV o
INIV o
VAN I
(g

V zadani po nas chtéji aplikovat prechod k dudlni iloze jesté jednou a ukazat, ze se tim vratime
k puvodni tloze. Zatim mame ale zaveden jen prechod od min k max a ne obracené. Musime
tedy nejprve dualni tlohu vyjadrit pomoci min a dvojiho minus. Pak miazeme aplikovat prechod:

0 piechazi na dvoji dudlni: —maxc’z, z < 0, Az < —b.
> >

dudlni dloha: —min —b”y, ATy < ¢, y

VA I
INIV o

Nyni si stac¢i vSimnout, ze naposledy zapsand tloha je pifi —z = x shodné s tilohou puvodni,
protoze:

T. T

—maxc'z < minc'x, z<0, & —z=x>0, Az=—-Ax<—-b & Ax

IV IA o
INIV o
IVIA
INIV
o

Tim jsme dokézali tvrzeni o ,dudlu k dudlu® zcela obecné, takze podikoly (a) a (b) z toho
piimo plynou jako specidlni pripady.

Po tomto dikazu je zfejmé, ze proces dualizace muzeme v Gvodnim schématu (1) délat i
»zprava doleva“, tedy od max k min. Jen je tfeba si uvédomit, ze pravidlo preklapéni nebo
nepreklapéni nerovnitek je v tomto pripadé presné obracené. Kdo na to vymysli néjakou snadno
zapamatovatelnou mnemotechnickou pomucku, co se kdy preklapi ¢i nepreklapi pri prechodu
od min k max nebo obracené, dostane pochvalu pred nastoupenou jednotkou. Ja si vétsinou
pamatuji jen schéma (1) a déle si uvédomim, zda chci dualizovat zleva doprava (min — max)
nebo zprava doleva (max — min).
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15.2 a) Hleddme maximum Y ¢; z; pro x lezici v hyperkrychli (—1,1)". Maxima dosdhneme tak, Ze pro

¢; < 0 volime z; = —1 a pro ¢; > 0 volime z; = 1. KdyZ je ndhodou ¢; = 0, je mozné volit x;
libovolné v intervalu (—1,1). Struéné: =, = sgn ¢;, maximalni hodnota je Y ¢; sgnec;, = > |¢;].

b) Prevedeme tilohu na maticové vyjadreni a provedeme dualizaci dle schématu (1) zprava doleva.

c)

d)

15.3 a)

b)

1T, T
max cIx minl'y —1'z
1 07 ro1
1 1
>0
0 1 < y
X
1 0] > | -1 z<0 (2)
1 ~1
L o 1 L -1
1 0o 1 0
0 -]
0 10 1

Abychom se zbavili znaménka ,,minus“ v tcelové funkci dualni tlohy a dvéma riznym nerovnos-
tem v podminkach, pfejmenujeme v dudlni tdloze v =y a u = —z [Pozn.: pokud nékoho zajima,
pro¢ jsem zrovna ted prohodil poradi pismen v abecedé, necht se podiva na TeSeni této tlohy
do skript; chci zachovat stejné znaceni.]. Lidsky zapsdno, mame tedy dudlni tdlohu ve tvaru

min{Zvi—i—Zui; vi20,ui20,vi—ui:ci}. (3)

Nyni provedeme pozadovanou tivahu pro feseni dudlni tilohy (3). Ta se rozpada na n samostat-
nych tloh (4), protoze jednotlivé proménné s ruznymi indexy spolu nejsou provazany.

min {v; +u;; v; > 0,u; >0,v;, —u;, =¢;} Vie{l,...,n}. (4)

Pro kazdé i je minimum nabyvano ve v, = ¢;,u;, = 0 (hodnota je ¢;) nebo v u; = —¢;,v; = 0,
(hodnota je —¢;), tedy souhrnné hodnota minima je vzdy |c;| a a tuto hodnotu dosdhne bud
u; nebo v; (v zévislosti na znaménku ¢, a druhd z uvedenych proménnych je pak nulova. Zbyva

dodat, ze dudlni tloha (3) ma optimalni hodnotu rovnu > |¢;|.

Podminky komplementarity precteme z jednotlivych fadka schématu (2) s védomim toho, ze
mame jiné znaceni v =y a u = —z. Dostavame: (z; = 1 nebo v; = 0); (z; = —1 nebo u; = 0).
Rédky v druhém bloku schématu (2) zadné dalsi podminky neptinaseji.

Pro ¢ = (—2,3,4) je primarni tloha vyfeSena v bodé x = (—1,1,1) a dudlni tloha v bodé
v =(0,3,4),u = (2,0,0), jak plyne z predchozich tivah o feSeni primérni tlohy (a) a dudlni
ulohy (b). Muzeme ovéfit, ze podminky komplementarity jsou splnény: (z; # 1, takze musi
v; = 0); (x4 # —1, takze musi u, = 0) a (r5 # —1, takze musi ug5 = 0). Nebo obriceny pohled:
(vy # 0, takze musi z, = 1); (vg # 0, takze musi x5 = 1) a (u; # 0, takze musi z; = —1). Je
tedy ziejmé, ze ze znalosti TeSeni dudlni tlohy dostdvame piimo z podminek komplementarity
feSeni primarni tlohy. Obracené: z feSeni primérni tlohy dostdvame v dudlni tloze Castecny
vysledek ve formeé t¥i nul. Zbylé hodnoty lze dopocitat z podminek dudlni dlohy v, —u, = ¢;.

Primarni tloha: Duaélni tloha: Podminky komplementarity:
min 2z, — 3x3 + T4 max Oy; + 5y, + 6ys
Ty —xy — 2320 y12 0 y1 (@) — @y —x3) =0
—y + 2Ty — 3135 Yo< 0 Yo (—@y + 225 — 323 —5) =0
20 — Ty — T3 +224=06 y3€ R —

2120 Y1 — Yo + 2y3< 2 Ty (Y1 — Yo +2y3—2) =0
25> 0 =y + 2y, —y3< 0 Ty (Y1 +2ys —y3) =0
23>0 —y1 — 3Yp —Y3< —3 T3 (—y; —3Ys —y3+3)=0
142> 0 2ys< 1 x4 (2y3 —1) =0

Ulohu min, {max; |a; — x|} prevedeme zndmym trikem s proménnou z na tlohu LP:

min{z; zeR,x € R,z>a;, —z,z2>x —a;}.
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V poslednich dvou nerovnostech pfevedeme proménné na levou stranu: z+x > a,, 2 —x > —a;.
Preformulujeme lohu do maticového vyjadreni a najdeme tlohu dudlni.

primérni dloha duélni tloha

min 0z + 1z max alu — alv

1 1 a

1 1 [«2N

i 1 : u >0
Z a'VL

1 -1 [a:] 2 —ay v >0

1 -1 —aq -

1 -1 —a,,
z €R 11 1 1 01 .. 1 [u]:[l]
z €R 11 1 -1 -1 .. —1]Lv 0

Lidsky fe¢eno, dualni tiloha zni: max{a’u—a%v; u>0, v>0, Y u,+> v, =1, Yu; = > v, }.
Povsimnéte si, ze z poslednich dvou podminek plyne také rovnou, ze > u, = > v, = %

Podminky komplementarity jsou: (2 = a; — x nebo u; = 0); (z = z — a; nebo v; = 0).

Duélni tloha ndm pripomina ulohu ze Cviceni 12.3(k). Je-li I index, pro ktery je a; maxi-
malni a J index, pro ktery je a; minimdlni, pak volme u; = % a ostatni nulové, déle v; = % a
ostatni nulové. To maximalizuje Géelovou funkei duélni tlohy za splnéni viech podminek. Uce-
lovd funkce mé hodnotu (a; — a;)/2. Ilustrovat to muzeme situaci, ze potfebujeme nakoupit a
prodat zbozi o celkovém mnozstvi 1 (ndkup v mnozstvi %, prodej také v mnozstvi %) Jednotlivi
obchodnici nabizeji své vykupni/prodejni ceny a,. Proddme u obchodnika s cenou a; celou po-
volenou polovinu a nakoupime taktéz polovinu u obchodnika s cenou a ;. To maximalizuje nas
zisk. Z podminek komplementarity pak plyne, ze z = a; — x a soucasné z = x — ay, seCtenim
téchto dvou rovnosti znovu dostavame optimalni hodnotu ucelové funkce z = (a; — a;)/2. Op-
timélni hodnota proménné z je v této tloze (a; + ay)/2, tedy stfed nejmensiho intervalu v R,
ktery obsahuje vSechny a;.

Toto cviceni ukazuje, ze vzdjemné dudlni max; |a; — x|
ulohy popisuji zcela jiny charakter problému,
u kazdé z nich je tieba vést naprosto odlisnou
uvahu (v pfipadé feseni uvahou). V prvém
pripadé hleddame stfed intervalu na realné ose
(viz obrazek) a v druhém maximalni zisk pti
prodeji a zaroven koupi stejného mnozstvi
zbozi. Obrazek ukazuje, jakou uvahou lze
k vysledku primarni Ulohy prijit bez pre-
chodu k dudlni. Na obrazku mame redlnou
osu a na ni jednotlivé body a,. Dale tam jsou
grafy jednotlivych funkei |a; — 2| a ¢ervené je vyznacen graf funkce max |a; — x|. Této funkce
se hledd minimum, jehoZ z-ova soufadnice je skuteéné ve stiedu intervalu (a,;,,a

i A pax T Qi .
min 7‘“”‘2 — a; Amax

a

min’ “max > .

Ukézu jen Cviceni 12.3(c), (d) a (e). Nebudu uz vykreslovat schématka prechodu na dudlni
ulohu, protoze je to v TEXu preci jen ponékud nirocné a vy uz prechody k dudlni iloze jisté
umite (z predchozich cviceni). VSimnéte si, Ze se ve Cviceni 12.3 pfechdzi od maxima k minimu,
takze je tfeba pouzit arabsky zpusob ¢teni schématu (1), tj. zprava doleva.

Duélni tloha k 12.3(c) zni min{y; y € R, y1 > c}, tedy y > ¢; Vi. Z toho je okamzité
vidét, Ze nejlepsi feSeni je y = max ¢;. Podminky komplementarity: x; = 0 nebo y =¢;. Je ton
podminek, pro kazdé i je vyslovena jedna podminka komplementarity.

Duélni dloha k 12.3(d) zni min{y; y > 0, y1 > c}, tedy k tloze z predchoziho cviceni je
pridano y > 0. Vidime, Ze jsou-li vSechna ¢; zdpornd, je nejlepsi feSeni y = 0, jinak je nejlepsi
feseni y = max ¢;. Podminky komplementarity: x; = 0 nebo y = ¢; a dale Yz, = 1 nebo y = 0.

Dudlni tdloha k 12.3(e) zni min{y — z; y > 0, z < 0,y1 + 21 = c}. Posledni podminka
rozepsana do slozek rika y 4 z = ¢; Vi. Takovou soustavu je mozné splnit jen kdyz se vSechny c;
rovnaji. Nerovnaji-li se, pak médme prazdnou mnozinu piipustnych feseni, coz odpovida neome-
zenému reseni primarni tlohy. Podminky komplementarity: (> z; = 1 neboy =0); > x, = —1
nebo z = 0).
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15.4 Zapisu primarni a sestavim dualni tlohu:

min [47 93 17 —93]x max[—3 5 —8 —T7 4]y
-1 -6 1 3 -3
-1 =2 7 1 5
0 3 —10 —1|x< | -8 y<o0
-6 —-11 -2 12 -7
1 6 -1 =3 4
-1 -1 0 —6 1 47
< RS 6 2 3 11 6| |93
1 7 —-10 -2 -1 17
3 1 —1 12 -3 —93

Podminky komplementarity napiSu a rovnou ovéfim, kterd z nich plati pro x = (1,1,1,1). Ty,
které jsou splnény, obarvim zelené. K ovéfeni mi sta¢i po¢itani na prstech (soucet ¢isel).
—1 —6 1 3|x=-3 nebo y; =0,
[—1 —2 7 1]x=5 mnebo yy, =0,
0 3 —10 —1]x=—-8 mnebo y;3=0,
[—6 —11 —2 12|x=—7 mnebo y, =0,
[1 6 —1 —3]x=4 nebo y;=0.

Je vidét, ze pro x = (1,1,1,1) neni splnéna jen levd ¢ast posledni podminky, takze musi nutné
byt ys = 0. Po dosazeni této skutecnosti do soustavy rovnic s proménnymi y; v dudlni tloze
mame soustavu se ctvercovou matici a s proménnymi y,, Yy, Yz, Ys- Reseni této soustavy se na
prstech poc¢ita uz ponékud hire, osobné jsem pouzil komp: y = (—3,—2,—2,—7,0).

Jak vypadaji hodnoty tcelové funkce v téchto bodech?

(47 93 17 —93]x=64, [-3 5 —8 —7 4]y=6d

Jsou stejné, tj. oba vektory x = (1,1,1,1) ay = (—3,—2,—2,—7,0) jsou argumenty optima své
tlohy a optimalni hodnota obou tloh je 26. | Certifikdt optimality“ je ovéien.

29


https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/b0b33opt/opt.pdf#Item.706

Kapitola 16

16.3 e) f(x) = (Ax — b)T(Ax — b) = xTATAx — 2bTAx + b”b,
f/(x) = xT(2ATA) — 2bTA,
f(x) = 2ATA.

Hessova matice 2ATA je pozitivné definitni, podle podminky 2. ¥fddu je f konvexni funkce.

16.11 a) Funkce f(Xy,Xy,...x,) = max]", min}_, [a; — x;| s proménnymi x; € R* pro danou m-tici
vektorii a; € R¥ neni obecné konvexni. Je ur¢ité konvexni pro n = 1, protoze pak to je maxi-
mum norem posunutych do bodu a;, pfitom norma je konvexni a maximum konvexni funkce
je konvexni. Pro protiptiklad tedy volme n = 2, m = 1, a; = (0,0) a dimenzi prostoru k = 1.
Funkce f pro tento piipad je ve tvaru f(zq,z,) = min{|x,|,|z,|}. Podle dovétku ke komentari
k Cviceni 8.4 vime, zZe tato funkce neni konvexni.
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Kapitola 17

17.4 a) Napt. funkce f(z) = /|z| mé jediné (tj. globdlni) minimum v bodé 0, ale neni konvexni.

b) V jedné proménné se priklad nepodafi najit, protoze spojitd funkce mé v okoli svého globalniho
minima subkontury ve tvaru intervalu.

Ve dvou proménnych uz takova funkce existuje, napiiklad f(z,y) = 22 + y? + 5|ay|. Ta
mé globalni minimum v nule a vSechny své subkontury méa ve tvaru znaku ¢okoladoven Orion.
Tento znak pochopitelné neni konvexni, protoze se daji spojit tise¢kou jeho dva sousedni vrcholy
a zjevné tato usecka celd lezi mimo tento znak.

KdyZ matematik prezentuje sviij vysledek (typicky v ¢ldnku ve formatu DVD?), tak potiebuje
prokazat, ze dlikazy neobsahuji chyby a skute¢né dokazuji vyslovena tvrzeni. V nasem pripadé
by tedy bylo potrebné sestavit vzorec pro obecnou subkonturu této funkce ve vysce a > 0, dale
spojit dva vrcholy této subkontury (tfeba v prvnim kvadrantu) tseckou, déle zvolit jeden bod na
této usecCce (napiiklad stied) a ukazat, ze lezi mimo subkonturu, tedy nad hranici subkontury,
vyjadiené v prvnim kvadrantu konkrétnim vzorcem y = (—5z + V2522 — 422 + 4a)/2.

Jenze zvidavého clovéka spise zajimé, jak ten matematik na vzorec pfisel, protoze ovérovani
skutecnosti nad danym vzorcem je uz docela nuda a nékdy (jako v tomto piipadé) i dfina,
prestoze vse je rovnou patrné z obrazku. Matematik si svij ndpad ale ¢asto nechava pro sebe,
protoze to do publikovaného ¢lanku neni potieba. Ja se s vami ale o ten napad podélim.

Subkontury funkce % + y? jsou kruznice. Subkontury funkce |x| + |y| jsou Etverce otocené
0 45° z ,normélni“ polohy (manhattanska norma, viz skripta). Pfitom tento vzorec se d4 napsat
taky ve tvaru \/(|z] + |y])2 = /22 + y2 + 2|zy|. Takze i subkontury funkee 22 + y* + 2|zy| jsou
¢tverce otocené o 45°. Podatilo se mi prejit od kruznice k vepsanému ctverci pridanim ¢lenu
2|zy| k piivodnimu vzorci 22 + 42 pro kruznice. KdyZ pfidam ,vic“ nez jen 2|zy|, dostanu znak
cokolddoven Orion.

I Definice-véta-dikaz
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