
Optimalizace
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Konvexńı množiny

Množina X ⊆ Rn je konvexńı, jestliže

x ∈ X , y ∈ X , 0 ≤ α ≤ 1 =⇒ (1− α)x+ αy ∈ X .

x
y

x
y

• Konvexńı kombinace bodů x1, . . . , xk ∈ Rn je bod α1x1 + · · ·+ αkxk , kde

α1 + · · ·+ αk = 1, α1, . . . , αk ≥ 0.

Tvrzeńı: Množina X ⊆ Rn je konvexńı, právě když je uzav̌rená na konvexńı kombinace.

• Konvexńı obal bodů x1, . . . , xk je množina všech jejich konvexńıch kombinaćı:

conv{x1, . . . , xk} = {α1x1 + · · ·+ αkxk | α1 + · · ·+ αk = 1, α1, . . . , αk ≥ 0 }.
Obecněji: konvexńı obal množiny X ⊆ Rn je pr̊unik všech konvexńıch množin, které množinu X

obsahuj́ı. Znač́ıme convX .
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Př́ıbuzné kombinace, obaly a množiny

Lineárńı kombinace α1x1 + · · ·+ αkxk vektor̊u x1, . . . , xk se nazývá jejich

afinńı kombinace, jestliže α1 + · · ·+ αk = 1.

nezáporná kombinace, jestliže α1, . . . , αk ≥ 0.

konvexńı kombinace, jestliže α1 + · · ·+ αk = 1, α1, . . . , αk ≥ 0.

Množina, která je uzav̌rená na

lineárńı kombinace, se nazývá lineárńı podprostor.

afinńı kombinace, se nazývá afinńı podprostor.

nezáporné kombinace, se nazývá konvexńı kužel.

konvexné kombinace, se nazývá konvexńı množina.
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Některé operace zachovávaj́ıćı konvexitu množin

• Pr̊unik. Pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı množina.

• Afinńı zobrazeńı. Necht’ f : Rn → Rm je afinńı zobrazeńı, tj.

f(x) = Ax+ b.

Jestliže X ⊆ Rn je konvexńı množina, pak

f(X ) = { f(x) | x ∈ X }
je také konvexńı množina.

Důkazy obou tvrzeńı jsou snadné.
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Konvexńı mnohostěny

• Nadrovina je množina { x ∈ Rn | aTx = b }, kde 0 ̸= a ∈ Rn, b ∈ R.
• (Uzav̌rený) poloprostor je množina { x ∈ Rn | aTx ≥ b }

aTx = baTx ≥ b
a

• Konvexńı mnohostěn je pr̊unik konečně mnoha poloprostor̊u:

X = { x ∈ Rn | aTi x ≥ bi ∀i = 1, . . . ,m } = { x ∈ Rn | Ax ≥ b }

Dimenze mnohostěnu: dimX = dim aff X
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Náhodný omezený konvexńı mnohostěn v R3: (From Wolfram Mathworld)

6 / 11



Př́ıklady jednoduchých konvexńıch mnohostěnů v Rn:

• ∅, Rn

• afinńı podprostor (bod, p̌ŕımka, rovina, nadrovina, ...)

• polop̌ŕımka { x+ αv | α ≥ 0 }
• poloprostor { x ∈ Rn | aTx ≥ b }
• hyperkrychle [a, b]n = { x ∈ Rn | a ≤ xi ≤ b ∀i }
• hyperkvádr (box) [a1, b1]× · · · × [an, bn] = { x ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi ∀i }
• simplex: konvexńı obal afinně nezávislé množiny bodů

• standardńı (= pravděpodobnostńı) simplex { x ∈ Rn | xi ≥ 0,
∑n

i=1 xi = 1 }

• ǩŕıžový polytop (cross-polytope) { x ∈ Rn | ∥x∥1 =
∑n

i=1 |xi | ≤ 1 } = conv({−1,+1}n)
• polyhedrálńı konvexńı kužel: je zároveň konvexńı kužel a konvexńı mnohostěn

• nezáporný kužel Rn
+ (kde R+ je množina nezáporných reálných č́ısel)

• panel (slab) { x ∈ Rn | b1 ≤ aTx ≤ b2 }

Př́ıklad konvexńı množiny, která neńı mnohostěn: koule { x ∈ Rn | ∥x∥2 ≤ 1 }
• pr̊unik nekonečně mnoha poloprostor̊u: { x ∈ Rn | aTx ≤ 1 ∀a ∈ Rn : aTa = 1 }
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Extremálńı body

Definice: Bod x ∈ X je extremálńı bod konvexńı množiny X , jestliže

x1, x2 ∈ X , x = 1
2 (x1 + x2) =⇒ x1 = x2

Věta (Krein-Milman)

Každá uzav̌rená omezená) konvexńı množina je konvexńım obalem svých extremálńıch bodů.

Lze zobecnit na neomezené konvexńı množiny p̌ridáńım ‘extremálńıch směr̊u’.

Tvrzeńı: Každý konvexńı mnohostěn má konečně mnoho extremálńıch bodů (dokážeme za chv́ıli).

Dvě možné reprezentace (omezeného) konvexńıho mnohostěnu:

• H-reprezentace: pr̊unik konečně mnoha poloprostor̊u

• V-reprezentace: konvexńı obal konečně mnoha bodů (někdy se nazývá polytop)
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Charakterizace extremálńıch bod̊u mnohostěnu

Konvexńı mnohostěn

X = { x ∈ Rn | aTi x ≥ bi ∀i = 1, . . . ,m } = { x ∈ Rn | Ax ≥ b }

• I (x) = { i | aTi x = bi } ⊆ {1, . . . ,m} označuje množinu index̊u nerovnost́ı aktivńıch v bodě x.

• Pro I ⊆ {1, . . . ,m} označme jako AI řádky matice A s indexy I . Podobně pro bI .

Věta

Bod x ∈ X je extremálńı bod mnohostěnu X ,

právě když matice AI (x) má lin. nezávislé sloupce (tj. soustava AI (x)x = bI (x) má jediné řešeńı).

Důkaz je technický, viz skripta.

Př́ıklad: X = { (x1, x2) ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 1 }, tedy A =

1 0

0 1

1 1

, b =

00
1


• Bod x = (2, 0) ∈ X neńı extremálńı:

I (x) = {2}, soustava AI (x)x = bI (x) zńı x2 = 0, má nekonečně mnoho řešeńı { (x1, 0) | x1 ∈ R }.
• Bod x = (1, 0) ∈ X je extremálńı:

I (x) = {2, 3}, soustava AI (x)x = bI (x) zńı x2 = 0, x1 + x2 = 1, má jediné řešeńı (1, 0).
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Nalezeńı všech extremálńıch bod̊u mnohostěnu

Z Věty plyne algoritmus: Pro každou neprázdnou I ⊆ {1, . . . ,m} otestuj:

• Má soustava AIx = bI právě jedno řešeńı?

• Splňuje toto řešeńı x soustavu Ax ≥ b?

Pokud oboje plat́ı, pak x je extremálńı bod.

Př́ıklad (poračováńı): Zkoumejme neprázdné podmnožiny I ⊆ {1, 2, 3}:
• I = {1} a I = {2}: soustava AIx = bI má nekonečně mnoho řešeńı.

• I = {1, 2}: soustava AIx = bI má jediné řešeńı x = (0, 0), které nesplňuje Ax ≥ b.

• I = {1, 3}: soustava AIx = bI má jediné řešeńı x = (0, 1), které splňuje Ax ≥ b.

• I = {2, 3}: soustava AIx = bI má jediné řešeńı x = (1, 0), které splňuje Ax ≥ b.

• I = {1, 2, 3}: soustava AIx = bI nemá řešeńı.

Závěr: Mnohostěn má dva extremálńı body (0, 1) a (1, 0).
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Minimum lineárńı funkce na mnohostěnu

Věta

Neprázdný konvexńı mnohostěn má (aspoň jeden) extremálńı bod, právě když neobsahuje p̌ŕımku.

Důkaz je technický, viz skripta.

Př́ıklady mnohostěnů obsahuj́ıćıch p̌ŕımku: poloprostor, afinńı podprostor, panel { x ∈ Rn | b ≤ aTx ≤ c }

Věta

Necht’ konvexńı mnohostěn X neobsahuje p̌ŕımku. Necht’ lineárńı funkce f nabývá na X minima.

Potom existuje (aspoň jeden) extremálńı bod X , v němž f nabývá na X minima.

Důkaz je technický, viz skripta.

Řešeńı LP ‘hrubou silou’: projdi všechny extremálńı body X a vyber ten s nejmenš́ı hodnotou f .

Pot́ıž: Extremálńıch bodů může být p̌ŕılǐs mnoho.

Simplexový algorithmus (George Dantzig, 1947):

• Uvažuje LP ve tvaru min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }
• Začne z nějakého extremálńıho bodu mnohostěnu.

• V každé iteraci p̌rejde (po hraně) k jinému extremálńımu bodu s lepš́ı (nebo stejnou) hodnotou f .

11 / 11


