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Konvexni mnoziny
MnoZina X C R” je konvexni, jestlize

xeX, yeX, 0<a<l = (1-a)x+ayelX.

e Konvexni kombinace bodi x1,...,xx € R” je bod a3x; + - -+ + agxg, kde
ar+---F+ar=1, ai,...,ar>0.

Tvrzeni: MnoZina X C R” je konvexni, prdvé kdyZ je uzavfend na konvexni kombinace.

e Konvexni obal bodl Xy, ..., Xk je mnoZina viech jejich konvexnich kombinaci:

convixy, ..., Xk} ={ixg +- -+ axk |ar+- - +ak =1 a1,...,axk >0}

Obecnéji: konvexni obal mnoziny X C R" je prinik v8ech konvexnich mnoZin, které mnoZinu X

obsahuji. Znaéime conv X.
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P¥ibuzné kombinace, obaly a mnoziny

Linedrni kombinace ayx; + - - - + agXk vektord Xy, ..., X, se nazyva jejich

, jestlize ai+---4ar=1.

, jestlize ag,...,a > 0.
, Jestlize a1+ ---4+ax=1 aq,...,a >0.

MnoZina, kterad je uzavfend na

linedrni kombinace, se nazyva
afinni kombinace, se nazyva
nezdporné kombinace, se nazyva
konvexné kombinace, se nazyva
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Nékteré operace zachovavajici konvexitu mnozin

. Prinik konvexnich mnoZin je konvexni mnoZina.
o Necht f: R” — R™ je afinni zobrazeni, tj.
f(x) = Ax +b.

Jestlize X C R"” je konvexni mnoZina, pak
f(X)={f(x) [xe X}

je také konvexni mnoZina.

Diikazy obou tvrzeni jsou snadné.
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Konvexni mnohostény

e Nadrovina je mnoZina {x e R" |[a"x=b}, kde 0 £a € R", b€ R.
e (Uzav¥eny) poloprostor je mnozina {x € R" |a’x > b}

e Konvexni mnohostén je prinik kone¢n& mnoha poloprostorii:
X={xeR"|a/x>b Vi=1,....m}={x€R"|Ax>b}

Dimenze mnohosténu: dim X = dim aff X
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Ndhodny omezeny konvexni mnohostén v R3: (From Wolfram Mathworld)
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P¥iklady jednoduchych konvexnich mnohosténid v R":

o (), R"

e afinni podprostor (bod, pfimka, rovina, nadrovina, ...)

e polopfimka {x+av|a>0}

e poloprostor {x € R" |a"x > b}

o hyperkrychle [a,b]" ={x€R" |a<x; < bVi}

o hyperkvadr (box) [a1, by] X - X [an, by] = {x €R" | a; < x; < b; Vi }

e simplex: konvexni obal afinn& nezdvislé mnoZiny bodi
e standardni (= pravdépodobnostni) simplex {x € R" | x; > 0, > i_ x; =1}

e kiizovy polytop (cross-polytope) {x € R" | ||x|ls = >_I_; |xi| <1} = conv({-1,+1}")

e polyhedralni konvexni kuZel: je zdrovei konvexni kuZel a konvexni mnohostén
e nezaporny kuzel R} (kde Ry je mnoZina nezdpornych redlnych &isel)

e panel (slab) {xeR" | by <a'x< by}

Pt¥iklad konvexni mnoZiny, kterd neni mnohost&n: koule {x € R" | |[x]2 < 1}

e priinik nekone&n& mnoha poloprostorii: {x € R" |[a’x <1 VacR":a’a=1}
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Extremalni body

Definice: Bod x € X je konvexni mnoZiny X, jestlize

X1,X € X, x:%(x1+x2) = X1 =X

Véta (Krein-Milman)

Kazd4 uzavfend omezend) konvexni mnoZina je konvexnim obalem svych extremélnich bodu.

Lze zobecnit na neomezené konvexni mnoziny pfidanim ‘extremalnich sméri’.

Tvrzeni: Kazdy konvexni mnohost&n ma kone&n& mnoho extremalnich bodi (dokdzeme za chvili).

Dvé& mozné reprezentace (omezeného) konvexniho mnohosténu:
° prinik kone¢n& mnoha poloprostori

o konvexni obal kone&n& mnoha bodl (n&kdy se nazyva )
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Charakterizace extremalnich bodi mnohosténu

Konvexni mnohost&n
X={xcR"|a/x>b Vi=1,....m}={xcR"|Ax>b}

e I(x)={i|a/x=b}C{1,...,m} oznaluje mnoZinu indexd nerovnosti aktivnich v bod& x.

e Pro/ C{1,...,m} oznatme jako A, ¥ddky matice A s indexy /. Podobn& pro b;.

Véta
Bod x € X je extremalni bod mnohost&nu X,
pravé kdyZ matice Aj) ma lin. nezavislé sloupce (tj. soustava A;)x = bjx) ma jediné FeSenf).

Diikaz je technicky, viz skripta.

1 0 0
P¥iklad: X:{(X17X2)€R2|X120, xp > 0, X1—‘y—X2Z].}7 tedyA: 0 1|,b=]0
11 1

e Bod x = (2,0) € X neni extremalni:

I(x) = {2}, soustava A;x)x = bj(x) zni xo = 0, ma nekone&n& mnoho Fedeni { (x1,0) | x; € R}.
e Bod x = (1,0) € X je extremdlni:

I(x) = {2,3}, soustava A)x = by zni x2 = 0, x; + xo = 1, ma jediné Yedeni (1,0).
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Nalezeni vSech extremalnich bodu mnohosténu

Z Véty plyne algoritmus: Pro kaZdou neprdzdnou | C {1,..., m} otestu;j:
e M3 soustava A;x = b, pravé jedno YeSeni?

e Spliiuje toto ¥edeni x soustavu Ax > b?

Pokud oboje plati, pak x je extremalni bod.

Ptiklad (poratovani): Zkoumejme neprdzdné podmnoZiny I C {1,2,3}:

o | = {1} a | = {2}: soustava A;x = b; ma nekonetn& mnoho ¥e3eni.

e | ={1,2}: soustava A;x = b; ma jediné ¥eseni x = (0, 0), které nespliiuje Ax > b.
e | ={1,3}: soustava A;x = b; ma jediné Ye¥eni x = (0, 1), které spliiuje Ax > b.

o | ={2,3}: soustava A;x = b; ma jediné Ye¥eni x = (1,0), které spliiuje Ax > b.

e | ={1,2,3}: soustava A;x = b; nem3 ¥eZeni.

Z3v&r: Mnohost&n ma dva extremalni body (0,1) a (1,0).
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Minimum linearni funkce na mnohosténu
Véta
Neprazdny konvexni mnohost&n ma (aspofi jeden) extremalni bod, pravé kdyZ neobsahuje p¥imku.

Diikaz je technicky, viz skripta.

P¥iklady mnohosténii obsahujicich p¥imku: poloprostor, afinni podprostor, panel {x € R" | b<a’x < c}

Véta
Necht konvexni mnohostén X neobsahuje pfimku. Necht linedrni funkce f nabyvd na X minima.
Potom existuje (aspoii jeden) extremdlni bod X, v némZ f nabyva na X minima.

Diikaz je technicky, viz skripta.

Redeni LP *hrubou silou’: projdi viechny extremalni body X a vyber ten s nejmensi hodnotou f.
PotiZz: Extremdlnich bodd miZe byt pfili§ mnoho.

(George Dantzig, 1947):
e UvaZuje LP ve tvaru min{c’x|Ax=b, x>0}
e Zalne z né&jakého extremalniho bodu mnohosténu.

o V kazdé iteraci ptejde (po hrang) k jinému extremalnimu bodu s lepsi (nebo stejnou) hodnotou f.
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