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Soustava linearnich nerovnic

° s n proménnymi ma jeden z téchto tvar(:
aix1+---+apxp>b neboli a’x > b
aixi+ -+ apxp < b neboli a’x < b

e Nerovnice a’x < b je ekvivalentni nerovnici —a’x > —b, tedy sta&i jen nerovnice s >.
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Soustava linearnich nerovnic

° s n proménnymi ma jeden z téchto tvar(:
aix1+---+apxp>b neboli a’x > b
aixi+ -+ apxp < b neboli a’x < b

e Nerovnice a’x < b je ekvivalentni nerovnici —a’x > —b, tedy sta&i jen nerovnice s >.

e Soustava m linearnich nerovnic:
aiixy + -+ ainxn > b1
amiX1 + -+ + amnXn 2> bm

neboli Ax > b (nerovnost je po slozkach).
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P¥iklad pro jednu promé&nnou (n = 1):
2x <1
x> -3

Snadné: mnoZina ¥egeni je prinik intervalii (—oo, 3] N [—3, +00) = [-3, 3]
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P¥iklad pro jednu promé&nnou (n = 1):
2x <1
x> -3

Snadné: mnoZina ¥egeni je prinik intervalii (—oo, 3] N [—3, +00) = [-3, 3]

Pf¥iklad pro dv& prom&nné (n = 2):

3x—-y=0
x + 2y <14 6
X—y=2
3x— y> 0 .
x— y< 2 x+2y =14

MnoZina Yegeni je prinik polorovin.
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Uloha linearniho programovani (LP)

(neboli dloha ) je
minimalizace nebo maximalizace linearni funkce za podminek linedrnich nerovnic a rovnic.

. je c1x1 + - - - + Caxn neboli ¢Tx
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Uloha linearniho programovani (LP)

(neboli dloha ) je
minimalizace nebo maximalizace linearni funkce za podminek linedrnich nerovnic a rovnic.

. je c1x1 + - - - + Caxn neboli ¢Tx

Obecn3 loha spojité optimalizace
min{ f(x) | g(x) <0, h(x) =0, xeR"}

je LP, pravé kdyZ funkce f je linedrni a zobrazeni g a h jsou afinni.
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max X+ y
za podm. x4+ 2y <14
3x— y>0
x— y< 2
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Priklad

max X+ y max  x + 2y
za podm. x+2y <14 za podm. x +2y <14
3x— y>0 3x - y> 0
x— y< 2 x— y< 2
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Resitelnost linearnich programii

Tvrzeni

Pro kaZdou dlohu LP mohou nastat jen tfi pfipady:

e (loha ma (alespoii jedno) optimalni ¥edeni (tedy t&elovd funkce je na mnoZiné p¥ipustnych
fedeni zdola/shora omezend),

e lloha je (mnoZina pFipustnych YeZeni je prazdnd),

e lloha je (dZelovd funkce je na mnoZin& p¥ipustnych ¥eseni zdola/shora
neomezend, tedy na ni nema minimum/maximum).

Duikaz (zatim) vynechame.

Pro obecné (nelinedrni) dlohy spojité optimalizace je jest& &tvrtd moznost:

e (elova funkce je na mnoZiné& p¥ipustnych ¥e¥eni zdola/shora omezeng,
ale minimum/maximum na ni nema.
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Ekvivalentni apravy linearnich programi

Opt. dlohy jsou , kdyz
e maji stejnou opt. hodnotu a
e opt. argument jedné Ize 'snadno’ ziskat z opt. argumentu druhé
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e maji stejnou opt. hodnotu a
e opt. argument jedné lze ‘snadno’ ziskat z opt. argumentu druhé.

Snadnd pozorovani:

e Maximalizaci ¢ x Ize nahradit minimalizaci —¢”

T

X.
e Rovnici a’x = b Ize nahradit dvéma nerovnicemi a’x < b, a'x > b.

e Nerovnici a’x < b Ize nahradit nerovnici —a’x > —b.
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Ekvivalentni apravy linearnich programi

Opt. dlohy jsou , kdyz
e maji stejnou opt. hodnotu a
e opt. argument jedné lze ‘snadno’ ziskat z opt. argumentu druhé.

Snadnd pozorovani:

e Maximalizaci ¢ x Ize nahradit minimalizaci —¢”

T

X.
e Rovnici a’x = b Ize nahradit dvéma nerovnicemi a’x < b, a'x > b.

e Nerovnici a’x < b Ize nahradit nerovnici —a’x > —b.

Kazdou ulohu LP lze tedy vZdy pfevést na tvar
min  c1x1 + -+ CaXp
za podminek ajix1+ -+ apxp>b;, i=1,...,m

neboli

min{c"x| Ax>b, x ¢ R"}
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Ekvivalentni aprava na rovnicovy tvar
Kazdou ulohu LP lze vidy pfevést do

min{c"x|Ax=b, x>0}
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Kazdou ulohu LP lze vidy pfevést do
min{c"x|Ax=b, x>0}
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Ekvivalentni aprava na rovnicovy tvar

Kazdou ulohu LP lze vidy pfevést do

min{c"x|Ax=b, x>0}

e Nerovnice a’x > b nahradime a’x — u= b kde u >0 je
e Proménné x € R nahradime x = x; — x_ kde x;, > 0a x_ > 0.

P¥iklad: V uloze
max

za podm.

X+ y

x4+ 2y <14
3x— y> 0
x— y< 2
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Ekvivalentni aprava na rovnicovy tvar

Kazdou ulohu LP lze vidy pfevést do
min{c"x|Ax=b, x>0}
e Nerovnice a’x > b nahradime a’x — u= b kde u >0 je
e Proménné x € R nahradime x = x; — x_ kde x;, > 0a x_ > 0.
P¥iklad: V uloze

max X+ y
za podm. x+2y <14

3x— y> 0
x— y< 2
ptiddme slacky a z max udéldme min: .
min —x — y

za podminek X+2y+u =14

3x— y—v =0
X— y+w= 2
u,v,w > 0
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Ekvivalentni aprava na rovnicovy tvar

Kazdou ulohu LP lze vidy pfevést do
min{c"x|Ax=b, x>0}

e Nerovnice a’x > b nahradime a’x — u= b kde u >0 je

e Proménné x € R nahradime x = x; — x_ kde x;, > 0a x_ > 0.

Ptiklad: V tloze
max X+ y

za podm. x+2y <14

3x— y> 0
x— y< 2
ptiddme slacky a z max udéldme min: .
min —x — y

za podminek X+2y+u =14
3x— y—v =0
X— y+w= 2

u,v,w > 0
Pak rozdé&lime neomezené proménné: i
min - —xy + X—- — yy + y—
za podminek Xy — X— + 2y —2y_ 4 u
3xg —3%x— — yr+ y— —v
Xt = X— — y++ y-+w

Xy X—y Yy Y—s uyv,w > 0

14
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finich funkci
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Necht f: R"” — R je maximum afinnich funkci:
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)
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f(x) = max{—x — 2,
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X CR"j
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Transformace na

min{ f(x) [ x € X} =min{y [x€ X, y€R, f(x) =y}
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FeSeni

Fipustnych

je mnoZina pfipus

lohu LP (X C R”

a

Transformace na

min{y|xe X, yeR, f(x)<y}
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Minimalizace maxima afinich funkci

Necht f: R” — R je maximum afinnich funkei: f(x) = mlélx(c,- x + dj)

1 5

f(x) = max{—x —2, 0, %(X —1)} f(x1,x) = % max{x1 +x2 — 1, —x1 + x2, X1 — X2, —x1 —x0 — 1}
Transformace na dlohu LP (X C R” je mnoZina pFipustnych ¥eseni):
min{ f(x) | xe X} =min{y |xe X, yeR, f(x) =y}
=min{y |xe X, yeR, f(x)<y}
=min{y |x€ X, y €R, max(c,-Tx+d,~) <y}
1

9/23



Minimalizace maxima afinich funkci

Necht f: R” — R je maximum afinnich funkei: f(x) = mlélx(c,-Tx +dp)
=

1 5

f(x) = max{—x —2, 0, %(xf 1)} f(x1,x) = %max{xl +x— 1, —x1 + x2, x1 — x2, —x1 — x2 — 1}
Transformace na dlohu LP (X C R” je mnoZina pFipustnych ¥eseni):
min{ f(x) | xe X} =min{y |xe X, yeR, f(x) =y}
=min{y [x€ X, y R, f(x) <y}
=min{y |x€ X, y €R, max(c,-Tx+d,~) <y}
1
=min{y|x€X, yeR, ¢/x+d <yVi}
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Priklad

Uloha
min - max{3x; +4x2 + 1, 2x; — 3x2 }
za podm. x3 + 2x < 14
3x1 — x>0
X1 — Xp <2

je ekvivalentni linedrnimu programu

min y
zapodm. 3x1 +4x +1 <y
2x1 — 3x2 <vy
x1 + 2xo < 14
3x1 — X >0
X1 — X2 < 2

10/23



Priklad

Uloha
min |X1 +X2’
za podm. x1 + 2x < 14
3x1 — x>0
X1 — Xp <2
Vsimneme si, Ze |x1 + xo| = max{—x1 — x2,x1 + x2}.
Déle tedy jako predtim.
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Ptiklady pouziti LP



Optimalini vyrobni program

Ptiklad: Pan prodava lupinky a hranolky, které vyrabi z brambor a oleje.
max 120¢ 4+ 76h

za podminek 2¢ + 1.5h < 100
0.4¢ +02h < 16
Lh> 0

Optimalni ¥eSeni: ¢ = 20 kg lupinkld a h = 40 kg hranolk(.
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Optimalini vyrobni program

Ptiklad: Pan prodava lupinky a hranolky, které vyrabi z brambor a oleje.
max 120¢ 4+ 76h

za podminek 2¢ + 1.5h < 100
0.4¢ +02h < 16
Lh> 0

Optimalni ¥eSeni: ¢ = 20 kg lupinkld a h = 40 kg hranolk(.

Obecna formulace: Maximalizuj celkovy zisk ¢”x za podminek Ax < b a x > 0, kde
e a; = mnoZstvi suroviny druhu i potfebné na vyrobu vyrobku druhu j
e b; = mnozstvi suroviny druhu i, které mame k dispozici
e ¢; = zisk z vyrobeni jednoho vyrobku druhu j
e x; = pocet vyrobenych vyrobki druhu j
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Smésovaci (vyzivova) udloha (Diet Problem)

Pt¥iklad: Nejlevngjsi dovolené sloZeni zeleninového saldtu

mrkev  zeli okurka | pozadavek
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg
vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15 mg
vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
cena [K&/kg] 26 22 60
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Smésovaci (vyzivova) udloha (Diet Problem)

Pt¥iklad: Nejlevngjsi dovolené sloZeni zeleninového saldtu

mrkev  zeli okurka | pozadavek min  26x1 + 22x2 + 60x3
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg za podm. 35X1 + 0.5X2 + O.28X3 2 0.5
vldknina [g/kg] 30 20 10 4g 30x + 20x + 10x3 > 4
cena [K&/kg] 26 22 60 Xi,x2,x3 > 0

Optimalni ¥edeni: x; = 0.12, x» = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59 K&.
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Smésovaci (vyzivova) udloha (Diet Problem)

Pt¥iklad: Nejlevngjsi dovolené sloZeni zeleninového saldtu

mrkev  zeli okurka | pozadavek min  26x1 + 22x2 + 60x3
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg za podm. 35X1 + 0.5X2 + O.28X3 2 0.5
vldknina [g/kg] 30 20 10 4g 30x + 20x + 10x3 > 4
cena [K&/kg] 26 22 60 Xi,x2,x3 > 0

Optimalni ¥edeni: x; = 0.12, x» = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59 K&.

T

Obecna formulace: Minimalizuj celkovou cenu ¢’ x surovin za podminek Ax > b a x > 0, kde

e a; = mnoZstvi latky druhu i obsaZené v jednotkovém mnoZstvi suroviny druhu j
e b; = nejmensi poZadované mnozstvi latky druhu i/ v kone¢ném produktu
e ¢; = jednotkova cena suroviny druhu j

e x; = mnoZstvi suroviny druhu j
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Dopravni tloha (Transportation Problem)

Mdme m skladl a n spotfebiteli. Rozvez co nejlevnéji zboZi ze skladl ke spotfebitelim.

e a; = mnozstvi ve skladé /

e b; = mnoZstvi zboZi poZadované spottebitelem j

.Cij

OX,'J'

cena dopravy jednotky zboZi ze skladu i ke spotfebiteli j

mnoZstvi zboZi vezené ze skladu i ke spotfebiteli j
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Dopravni tloha (Transportation Problem)

Mdme m skladl a n spotfebiteli. Rozvez co nejlevnéji zboZi ze skladl ke spotfebitelim.
e a; = mnozstvi ve skladé /

e b; = mnoZstvi zboZi poZadované spottebitelem j

e c;j = cena dopravy jednotky zboZi ze skladu i ke spottebiteli j

e X;j = mnoZstvi zboZi vezené ze skladu i ke spottebiteli j

m n
min E E CijXij

i=1 j=1

n
za podm. E Xjj = aj, i=1,....,m
j=1

m
ZXU:bj, j:17...,n
i=1

xjj > 0, i=1....m j=1....n
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Dopravni tloha (Transportation Problem)

Mdme m skladl a n spotfebiteli. Rozvez co nejlevnéji zboZi ze skladl ke spotfebitelim.
e a; = mnozstvi ve skladé /

e b; = mnoZstvi zboZi poZadované spottebitelem j

e c;j = cena dopravy jednotky zboZi ze skladu i ke spottebiteli j

e X;j = mnoZstvi zboZi vezené ze skladu i ke spottebiteli j

m n
min E E CijXij

i=1 j=1

n
za podm. E Xjj = aj, i=1,....,m
j=1

m
ZXU:bj, j:17...,n
i=1
xjj > 0, i=1....m j=1....n

Cést Transporation Theory, zajimavé mat. discipliny s bohatou historif (viz Wikipedia).
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Pouziti LP na p¥iblizné Feseni

preurcenych linearnich soustav



Vektorové normy
Definice

Funkce ||-||: R” — R je (vektorova) , pokud plati:
o x| =0 = x=0

o |lax|| = |af||x|| pro kazdé a € R a x € R"

o [x+yll < Ix|l+ [lyll pro kaZdé x,y € R”

Z axiomu plyne ||0]| =0 a ||x|| > 0 pro kazdé x.
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p-norma

Ixllp = (balP + -+ xa[?)/P (p>1)
o |x|l1 = |x1| + -+ |xn| (‘manhattanskd’ norma)
o |Ix]la = (x2 + - + x2)1/2 (eukleidovska norma)

e |IX]loo = max{|x1],. .., |xa|} (max-norma, Cebyevova norma)
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p-norma

Ixllp = (Ixal? + -+ [xa?)/P (p21)
o |x|l1 = |x1| + -+ |xn| (‘manhattanskd’ norma)
o [x]2 = (xZ + -+ x2)'/? (eukleidovska norma)

e |IX]loo = max{|x1],. .., |xa|} (max-norma, Cebyevova norma)

Jednotkové sféry:

SO b
N

[x[lr =1 [x[l2 =1 [[loo =1
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p-norma

Ixllp = (Ixal? + -+ [xa?)/P (p21)
o |x|l1 = |x1| + -+ |xn| (‘manhattanskd’ norma)
o [x]2 = (xZ + -+ x2)'/? (eukleidovska norma)

e |IX]loo = max{|x1],. .., |xa|} (max-norma, Cebyevova norma)

Jednotkové sféry:

SO b
N

[x[lr =1 [x[l2 =1 [[loo =1

Ptiklad vektorové normy, kterd neni p-norma: ||Ax|| kde ||-|| je norma a A m3a l.n. sloupce
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P¥iblizné feSeni preurcené linearni soustavy v co-normé a 1-normé
Minimalizuj funkci f(x) = ||[Ax — b||,
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Minimalizuj funkci f(x) = ||[Ax — b||,

e p=2 f(x)=|Ax—bl2= /ST (a/x~b)2 (to doble zndme)

e p=oco: f(x)=|Ax— bl =max™,|a]x — b;|
Ulohu Ize prevést na LP:
min y za podminek —yga,-Tx—b,-Sy Vi=1,...,m
neboli
min{y |xeR", yeR, —yl1 <Ax—b<yl}

e p=1 f(x)=|Ax—b]i =7, la]x - b
Ulohu Ize prevést na LP

min > ;y; zapodminek —y;<a/x—b; <y Vi=1,...,m
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Ulohu Ize pFevést na LP:
min y za podminek —yga,-Tx—b,- <y Vi=1l,....m

neboli
min{y |xeR", yeR, —yl1 <Ax—b<yl}

e p=1 f(x)=|Ax—b]i =7, la]x - b
Ulohu Ize prevést na LP

min > ;y; zapodminek —y;<a/x—b; <y Vi=1,...,m

neboli
min{17y |[xeR", yecR™, -y <Ax—b<y}
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Ptiklad FeSeni v co-normé: Prokladani boda pfimkou

Dény body (x1,y1), .., (Xm, ¥m) € R2. Hleddme 6 = (a, b) € R?, které minimalizuje

£(0) = max|ax; + b~ yi| = | A0 — ¥l
=

0 —ax+b=¢
ax+b=0

Jax+b=—¢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Pt¥iklad pouziti: Aproximace funkce polynomem

Aproximuj funkci sin x na intervalu [0, 5] polynomem 3. stupn&
f(x,0) = 01 + Oax + 03x° + 04>
Hleddme 0 € R* které aproximace

£(0) = max |f(x,0) —sinx|.

x€[0,%

Funkci (@) neumime minimalizovat.
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Pt¥iklad pouziti: Aproximace funkce polynomem

Aproximuj funkci sin x na intervalu [0, 5] polynomem 3. stupn&
f(x,0) = 01 + Oax + 03x° + 04>
Hleddme 0 € R* které aproximace

£(0) = max |f(x,0) —sinx|.

x€[0,%

Funkci (@) neumime minimalizovat.

Diskretizace: nahradime interval [0, 5] koneZnou mnoZinou { hi | i =1,.

e(0) ~ _max |f(hi, 8) —sin(hi)| = ||AO — b||

=1,...,

kde aj; = (hi)y~1, b; = sin(hi).

..,m} kde h= .
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P¥iklad ¥eSeni v 1-normé&: Robustni odhad skalaru z m méreni

Hleddme odhad X € R veli¢iny z m nepfesnych mé&feni (x1,...,xn) = x € R™.
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P¥iklad ¥eSeni v 1-normé&: Robustni odhad skalaru z m méreni

Hleddme odhad X € R veli¢iny z m nepfesnych mé&feni (x1,...,xn) = x € R™.
Hledejme X jako argument minima funkce

f(x)=|x—1x|p, = H(Xl — X, ..., Xm —X)Hp

20/23



s

P¥iklad ¥eSeni v 1-normé&: Robustni odhad skalaru z m méreni

Hleddme odhad X € R veli¢iny z m nepfesnych mé&feni (x1,...,xn) = x € R™.

Hledejme X jako argument minima funkce
f(x)=|x—1x|p, = H(Xl — X,y Xy — X)Hp

e p=oc: f(x)=maxT;|x;—x|, %= 2%(min;x + max;x;)
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P¥iklad feSeni v 1-normé&: Robustni odhad skalaru z m méreni

Hleddme odhad X € R veli¢iny z m nepfesnych mé&feni (x1,...,xn) = x € R™.

Hledejme X jako argument minima funkce
f(x)=|x—1x|p, = H(Xl — X,y Xy — X)Hp

e p=oc: f(x)=maxT;|x;—x|, %= 2%(min;x + max;x;)

e p=2 f(x)= (D06 —x)"% x=L27 x.
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P¥iklad feSeni v 1-normé: Robustni odhad skalaru z m méreni
Hleddme odhad X € R veli¢iny z m nepfesnych mé&feni (x1,...,xn) = x € R™.

Hledejme X jako argument minima funkce

f(x)=|x—1x|p, = H(Xl — X, ..., Xm —X)Hp

e p=oc: f(x)=maxT;|x;—x|, %= 2%(min;x + max;x;)

= (D —x))2 2= 13" X

)
e p=1 f(x)=3"|x—x|, %=medianx;

i=1,....m
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P¥iklad feSeni v 1-normé&: Robustni odhad skalaru z m méreni

Hleddme odhad X € R veli¢iny z m nepfesnych mé&feni (x1,...,xn) = x € R™.
Hledejme X jako argument minima funkce

f(x)=|x—1x|p, = H(Xl — X, ..., Xm —X)Hp

e p=oc: f(x)=maxT;|x;—x|, %= 2%(min;x + max;x;)

= (D —x))2 2= 13" X

)
e p=1 f(x)=Y1",|xi—x|, &= medianx;

i=1,....m

Priklad: x = (1.02,1.04,0.99,2.03). M&Feni x4 je

p‘ 00 2 1
1.51 1.27 1.03

X

e Pro p € {2,00} outlier vyrazn& ovlivnil (ucinil nepouZitelnym) odhad X.

e Pro p =1 je odhad témé&F neovlivnén.
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Robustni estimator

je zde funkce (x1,...,xm) — X.
Estimator je , jestlize ho p¥itomost outliert p¥ilis neovlivni.
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Robustni estimator

je zde funkce (x1,...,xm) — X.
Estimator je , jestlize ho p¥itomost outliert p¥ilis neovlivni.

Definice: estimdtoru je nejmensi polet mérenti,
jejichz zménou lze docilit libovoln& velkou zménu odhadu.

Formdlné: je to nejmendi k takové, Ze pro kaZzdé xxi1,...,xmn a kazdé 6 > 0 existuji xi, ..., Xk
tak, Ze |X] > 4.
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Robustni estimator

je zde funkce (x1,...,xm) — X.
Estimator je , jestlize ho p¥itomost outliert p¥ilis neovlivni.

Definice: estimdtoru je nejmensi polet mérenti,

jejichz zménou lze docilit libovoln& velkou zménu odhadu.

Formdlné: je to nejmendi k takové, Ze pro kaZzdé xxi1,...,xmn a kazdé & > 0 existuji xi, ...

tak, Ze |X] > 4.

e Pro p € {2,00} md na¥ estimator bod zlomu 1 (pro m — oo tedy 0%).
Tedy neni robustni.
e Pro p =1 ma nas estimator (medidn) bod zlomu m/2 (tedy 50%).

Tedy je robustni.

y Xk
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Robustni estimator

je zde funkce (x1,...,xm) — X.
Estimator je , jestlize ho p¥itomost outliert p¥ilis neovlivni.

Definice: estimdtoru je nejmensi polet mérenti,

jejichz zménou lze docilit libovoln& velkou zménu odhadu.

Formdlné: je to nejmendi k takové, Ze pro kaZzdé xxi1,...,xmn a kazdé & > 0 existuji xi, ...

tak, Ze |X] > 4.

e Pro p € {2,00} md na¥ estimator bod zlomu 1 (pro m — oo tedy 0%).
Tedy neni robustni.
e Pro p =1 ma nas estimator (medidn) bod zlomu m/2 (tedy 50%).

Tedy je robustni.

Lze zobecnit na jiné estimatory (nap¥. proklddame body p¥imkou).

y Xk
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Histogramy residui pro rizna p

Prvky A, b generovdny ndhodné i.i.d. z Gaussova rozd&leni N/(0,1).
Minimalizujeme ||Ax — b||, pro riznd p.
Zobrazeny histogramy residui r; = [a”x — b;| v optimalnim ¥eeni x.
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Ridké feSeni nedourcené linearni soustavy

e Oznatme ||x|lo potet nenulovych slozek vektoru x € R" (misnomer, neni normal).

e Vektor x je , jestlize ||x||o < n.
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Ridké feSeni nedourcené linearni soustavy

e Oznatme ||x|lo potet nenulovych slozek vektoru x € R" (misnomer, neni normal).
e Vektor x je , jestlize ||x||o < n.
o Najdi Fidké FeSeni nedourcené lin. soustavy:

min{ [|x]jo | x e R", Ax=b}

To je velmi obtiznd (NP-t&zkd) dloha.
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Ridké feSeni nedourcené linearni soustavy

Ozname ||x|lo potet nenulovych slozek vektoru x € R" (misnomer, neni normal).

Vektor x je , jestlize ||x||o < n.

Najdi ¥idké feSeni nedouréené lin. soustavy:
min{ [|x]jo | x e R", Ax=b}

To je velmi obtiznd (NP-t&zkd) dloha.

Dobra aproximace (tzv. ) tlohy je

min{ [|x||s | x e R", Ax=b}
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