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Priklady funkci f: R" — R
o f(x1,%) =3x1 — X} — 3x1%3
o f(x)=(a"x+b)/|x|
o f(x) = x"Ax+bTx+ ¢
e skalarni pole R3 — R
Zopakujme:
e Graf funkce f je mnoZina {(x,y) c Rn+1 | x €R", f(x)=y }
e Vrstevnice funkce f vysky y je mnoZina {x € R" | f(x) =y }.
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f(x1,%) = —2x1 + 3% f(x1,x2) = X{ — X5 f(x1,x2) = 3x1 — x{ — 3x1%3



Ptiklady zobrazeni f: R — R™

f(t) =x+tv

f(t) = (cost, sint)

f(t) = (cost, sint, t)

poloha objektu (&3stice, auta, letadla, ...) jako funkce ¢asu
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Pt¥iklady zobrazeni f: R” — R"”

o f(x)=Ax+b
e vektorové pole R3 — RR3

o f(u,v)=((R+rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv)
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Spojitost

Zobrazeni f: R" — R™ je v bodé x € R”, jestlize Iil;n f(y) = f(x).
y—X

Tvrzeni (postatujici podminka pro spojitost)

Spojitost se zachovava s¢itanim, od¢itanim, ndsobenim, délenim a sklddanim funkci.

sin(x + y?)
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Derivace



Derivace zobrazeni f: R” — R™

Intuice: Zobrazeni f je v bodé x € R" , jestlize je v okoli bodu x podobné
n&jakému afinnimu zobrazeni gx(y) = f(x) + A(y — x).
df
Matice A € R™*" se nazyva (totalni) zobr. f v bod& x, pigeme f'(x) = d(X) —A.
X

f(y)
gx(y) = f(x) + A(y — x)

f(x) = gx(x)

P¥esna definice:
f R =2
im fO) —&(y) _
y=ox  [x—y

Tvrzeni: Pro m = n =1 je tato definice ekvivalentni obvyklé definici derivace.
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Tvrzeni

Je-li f v bod& x diferencovatelné, pak existuji vSechny parcialni derivace B
9fi(x) Ofi(x)
Ox1 o Oxn
f'(x) = : : € R™*",
Ofm(x) Ofm(x)
Ox1 T Oxn
Této matici se ¥ika zobrazeni f v bodé& x.
Specidlni p¥ipady:
e Pro f: R — R je f'(x) skalar.
f(x)
e Prof: R — R" je f'(x) = : sloupcovy vektor.
fn()
e Pro f:R" - R je f'(x) = [85—)((1") 85)((’() fadkovy vektor.

9fi(x)
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Postacujici podminka pro diferencovatelnost

Véta

N . C g BF (x of; - =
Jestlize v bodé x existuji v8echny parcialni derivace % a funkce 87’}_ jsou v bodé& x spojité,

pak je f v bod& x diferencovatelné.

P¥iklad: Parcialni derivace funkce f(x,y) = sin(x + y?) existuji v kazdém bod& a jsou rovny

af(xa)/) _ 2
B a = cos(x + y°)
E)ff;y,y) = 2y cos(x + y?)

Obé tyto funkce jsou spojité v kazdém bodég.
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Derivace slozeného zobrazeni
Véta (Fetizkové pravidlo)

. p p f 7
Pro diferencovateln zobrazeni R” — R™ —£4 R¢ plati

(52960 = BT _ (g0 1)) /() = /(7)) ().

V Leibnizové znaeni: Je-li y = g(u) a u = f(x), pak
dy dy du

dx ~ du dx

P¥irozen& se zobecni pro sloZeni vice zobrazeni.
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Maticovy kalkulus

Pravidla pro derivovani maticovych vyrazi, jejichz

Pt¥iklad: Najd&te derivaci kvadratické formy (A nemusi byt symetricka)

f(x) =x' Ax = Zn: z”: ajjXiX;

j=1i=1
Parcidlni derivace podle k-té proménné je

of (x) . T k
O, = ;(ak,' -+ a,'k)X,' =X (ak +a )

kde akT znali k-ty ¥adek a ak zna¥i k-ty sloupec matice A.
Tedy

0= %5 o GR]=xT(A+AT)
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Derivace nékterych zobrazeni f: R” — R"”

f(x) f'(x)

X |

Ax+b A

Ag(x)+ b | Ag/(x)

g(Ax +b) | g’(Ax + b)A
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Derivace nékterych funkci f: R” — R

f(x) '(x)

alx+b a’

xTx = ||x||? 2xT

xT Ax xT(A+AT)

x| xT /x|

g(x)"g(x) = lg(x)|* | 2g(x)"g'(x)

g(x) "h(x) g(x) "W (x) + h(x)"g'(x)
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Derivace funkce f: R™*" — R (nepovinné)

Derivaci funkce f: R™*" — R v bod& X € R™*" je pfirozené definovat jako matici

of(X) .. 0f(X)
ox11 OXm1
P =| o | erm
or(x) ... 9f(X)
OX1n OXmn
protoZe pro n =1 je to Jacobiho matice zobrazeni f: R™ — R (tj. ¥adkovy vektor).
f(X) f'(X) pozndmka
tr X = (I, X) | X Etvercovd
tr(AXB) BA
X2 = (X, X) = tr(XTX) | 2XT
tr(XTAX) = (X, AX) XT(A+AT)
tr(XK) kXk=1 k celé nenulové, pro k < 0 je X reguldrni
det X (det X)X~ | X reguldrni
Indet X ) G X positivné definitni
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Smérova derivace

X

zobrazeni f: R” — R™ v bod& x € R" ve smé&ru v € R” je zobrazeni ¢(a) = f(x + av).
zobrazeni f v bod& x ve smé&ru v je

: —(0) . f(x+av) —f(x)
W=eO=In "%~
Véta
Je-li zobrazeni f v bod& x (totdIng) diferencovatelné, pak f,(x) = f/(x)v.

Diikaz: Zobrazeni ¢(a) = f(x + av) je sloZzenim zobrazeni f a zobrazeni g(a) = x + av.
Véta pak plyne z Fetizkového pravidla.
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Gradient

funkce f: R” — R je sloupcovy vektor

Vix)=Ff(x)T=| : | eR"

Zkoumejme smé&rovou derivaci f,(x) = f'(x)v = V£(x) v ve smérech |jv| = 1:
VFf(x)
IVFGI

e Je nulova ve smé&ru v ortogondlnim na V£(x).

e Je maximalni ve sméru v =

Vi£(x)
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Parcialni derivace druhého ¥adu

0%f(x)

Véta

Necht f: R” — R a x € R". Jestlize druhé parcialni derivace
0°f(x)
Ox; Ox;’

8XJ 6X,'

v bodé x existuji a jsou v bodé x spojité, potom jsou si rovny.

Druha derivace funkce f: R” — R v bod& x (

9?f(x)
6X18X1

i) =1
5f(x)

OxnOXx1

02f(x)
Ox10xn

E Ran

0%f(x)
OXnOXn
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Tayloriiv polynom

funkce f: R" — R stupné k v bod& x je polynom TX: R" — R stupné k,

ktery ma v bodé& x parcialni derivace ¥adu 0,1,..., k stejné jako f.

Py¥iklad pro n = 1:
P T2(y)

f(y)

/

= ‘ TO(y)

X

Taylorovy polynomy funkce f: R” — R v bodé& x do stupné dva:
TAy) = f(x)
T(y) = f(x) + f'(x)(y —x)
T2(y) = F(x) + F/(x)(y = %) + 3(y —x) T " (x)(y

—X)
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Lokalni extrémy



Vnitfni a hraniéni body podmnoziny R”

Prox € R"ae>0oznatme B (x)={yeR"||x—y| <e}.

Mé&jme mnozZinu X C R". Bod x € R" se nazyva jeji

. , jestlize B.(x) C X pro n&jaké € > 0,
o , jestlize B(x) N X # 0 a B(x) N (R"\ X) # 0 pro v3echna € > 0.
Priklad: X = {(x,y) e R? | x® +y? <1,y >0} y

Mnozina X C R” se nazyva
° , jestlize kazdy jeji bod je vnit¥ni,
° , jestlize obsahuje kazdy svij hrani¢ni bod
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Globalni a lokalni extrémy funkce na mnoziné

Rikdme, Ye funkce f: R" — R nabyvd na mnozin€ X C R" v bodé x € X
, jestlize f(x) < f(x') pro vdechna x’ € X,

[ ]
° , jestlize existuje € > 0 takové,
Ze funkce f nabyva v bod& x (globdlniho) minima na mnoZing X N B(x).
Priklady:
X C R jeinterval [a, f]
B.(x) N

X f
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Volné a vazané extrémy

(Globélni, lokdIni) minimum x funkce f: R" — R na mnoZing X C R" se nazyvd

° , pokud x je vnitfnim bodem mnoZiny X,
° , pokud x je hraniénim bodem mnoZiny X.
Tvrzeni

Necht f: R” — R. Necht x je vnitfni bod mnoziny X C R”".
Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

e X je lokalni minimum funkce f na mnoZing& X.
e x je lokalni minimum funkce f na mnoZiné R".

Diikaz je snadny, viz skripta.
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