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Polynomy vice proménnych

° proménnych xi, ..., x, je soudin xfl ... xkn kde exponenty k; jsou celé nezaporné.
je &islo ky + -+ + k.
° n proménnych je linedrni kombinace monomi.
je stupefi jeho monomu s nejvy$sim stupném.

e Polynom je , jestlize ma stupné v8ech monomii shodné.

P¥iklady:
o f(x,y,z) = xy? — 5x3 + 2xyz je homogenni polynom t# prom&nnych stupn& 3

o f(x,y) =x3y? —y?2 +2xy — 7 je nehomogenni polynom dvou promé&nnych stupn& 5

Ekvivalentni ndzvy v linedrni algeb¥e (pro funkce f: R” — R):
e  homogenni polynom stupné 1 = linedrni forma = linedrni funkce
e nehomogenni polynom stupné 1 = afinni funkce
e homogenni polynom stupné 2 = kvadratickad forma

e nehomogenni polynom stupné 2 = kvadratickd funkce
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Kvadratické formy



Kvadraticka forma

(tj. homogenni polynom druhého stupng) f: R” — R:
n

f(x)= Z z”: ajxixj = x| Ax

i=1 j=1

2 =2 2 -1
Priklad: f(x,y) =2x%> —2xy + y? = [x y} Xl = [X y} X
0 1| |y -1 1| |y

Tvrzeni

Pro kazdou kvadratickou formu f existuje symetrickd matice A tak, e f(x) = x Ax.
Matice A je formou f urlena jednoznaéné.

Diikaz: S kazdym &lenem ajixix; je v sumé také &len ajix;jx;. Jejich soulet (aj + aji)xix; zavisi jen na aj + aji.
Tedy miZeme zvolit aj; = aji.
Jiny ditkaz: Ka?d4 ¢tvercovd matice A se dé psit jako A = J(A+ A7)+ 1(A—AT).

N——

symetrickd antisymetrickd
TAT
Alex"(A-—AT)x=x"Ax— x'A’x =0.
—
= (xTAx)T=xT Ax
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Definitnost kvadratické formy / jeji matice

Kvadraticka forma f je

 kdyz £(x)

, kdyz f(x)

, kdyz f(x) > 0 pro kazdé x # 0

, kdyZ f(x) < 0 pro kazdé x # 0

, kdyz f(x) > 0 a f(y) < 0 pro n&jaka x,y

> 0 pro kazdé x
< 0 pro kazdé x

Definitnosti ¢tvercové matice A rozumime definitnost kvadr. formy f(x) = x " Ax.

V&imnéte si:

e Matice miZe mit i vice téchto vlastnosti najednou.

e A je negativné [semi]definitni, prav& kdyz —A je positivné [semi]definitni.

e Matice je indefinitni, pravé kdyZz neni ani positivné ani negativné semidefinitni.
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Castecné usporadani indukované positivni semidefinitnosti
Na mnoZiné R"*" zavedeme bindrni relaci < takto:

A<B <= B — A je positivné semidefinitni
Tvrzeni

Relace < je ¢astetné uspofadani (tedy reflexivni, transitivni a antisymetrickd).
e Specidlné: A > 0 znati, Ze A je positivné semidefinitni.

e A, B jsou neporovnatelné (tj. neplati A < B ani B < A), pravé kdyz A — B je indefinitni.
Pro n = 1 dostaneme obycejné usporadani < na mnozin& redlnych &isel.
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Extrémy kvadratické formy
Tvrzeni
Necht f(x) = x" Ax je kvadratickd forma.

e Je-li f positivné semidefinitni, pak m3 v bod& 0 minimum (tj. je zdola omezena nulou).

Je-li f negativné semidefinitni, pak ma v bod& 0 maximum (tj. je shora omezena nulou).

Je-li f positivn& definitni, pak ma v bod& 0 ostré minimum.

Je-li f negativné definitni, pak ma v bodé 0 ostré maximum.

Je-li f indefinitni, pak nemd minimum ani maximum (tj. je neomezend shora i zdola).

Je-li f positivné semidefinitni ale ne positivné definitni, pak ma minimum i jinde nez v bod& 0.
(Podobng pro negativn& semidefinitni.)
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Definitnost z hlavnich minoru



Motivace: nutné podminky

Tvrzeni
Determinant symetrické positivng [semi]definitni matice je kladny [nezdporny].

Diikaz neuvadime.

Pro A € R"™" a neprazdnou mnoZinu | C {1,...,n} oznatme A; = [aj]i jei
(tj. Aj ziskdme z A vy3krtnutim ¥adkd a sloupch s indexy i & /).

Tvrzeni

Je-li A positivn& [semi]definitni, pak A; je také positivn& [semi]definitni.

Duikaz: Zvolme x takové, Ze x; = 0 pro i ¢ I. Pak xTAx = x,TA/x, kde x; = (xi)ies-

Dasledek: Je-li A positivng [semi]definitni, pak det A, je kladny [nezdporny] pro kazdou /.
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Charakterizace positivné (semi)definitnich matic

Nazvoslovi:

o Cislo det A; pro n&jakou | C {1,...,n} se nazyva matice A.
° je hlavni minor pro I = {1,...,k} a n&aké k < n.
Véta

Symetricka matice je

e positivné semidefinitni, pravé kdyZz v8echny jeji hlavni minory jsou nezaporné.

e positivné definitni, pravé kdyZ vSechny jeji vid&i hlavni minory jsou kladné

C4ste¢ny ditkaz na minulém slajdu. Dikaz zbytku neuvadime.

Prvni podminka neprakticka, protoZe hlavnich minori je 2" — 1.
Druhd podminka je zndma jako
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Diagonalizace kvadratické formy



Kongruentni matice

Matice B se nazyva matici A, jestlize B = CT AC pro n&jakou regularni C.

Tvrzeni
Kongruentni matice maji stejnou definitnost.
Dikaz. Pro kazdou funkci f: R" — R a reguldrni C plati
[WVx: f(x) >0] < [Vvx: f(Cx) >0].

Pro f(x) = x" Ax je
f(Cx) = (Cx)"ACx = x"C" ACx.

Podobné& pro negativni [semi]definitnost a indefinitnost.
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Definitnost diagonalni matice
Je-li A diagonilni, pak

ai1 X1
f(x):xTAX: [Xl Xn] .. :allx]?+...+annxg
dnn Xn

Definitnost diagonalni matice okamzZit& vidime ze znamének diagonalnich prvki.

Ptiklad pro n = 2:

1 S
5!
12 T 2
ARt AT ALK
. \ (Mgl 0,007 1010 SERESKK
NN 0SS a0 R0
o AR AT = S35
RN S % SIBLR
I = e QR S
o
o B e 55
“ 887

i

_ 2 2
=X X

(positivng definitn) (negativn& definitni) (indefinitni)

f(x1, %) =x2 +x3 f(xi,x) = —x — x5 f(x1, x2)
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Diagonalizace matice kvadratické formy
Véta

Kazda symetrickd matice je kongruentni néjaké diagonalni matici.

Tedy pro ka*dou symetrickou A existuje regularni C tak, ¢ B = CTAC je diagonaln.

Uvedeme dvé& metody:
e diagonalizace pomoci (rychld)

. (pomaly, ale C je ortogonalini)
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Diagonalizace symetrickymi
elementarnimi apravami



Elementarni fadkové upravy

Z Gaussovy(-Jordanovy) eliminace zndme elementdarni ¥adkové tpravy.
Kazda dprava je ndsobeni zleva n&jakou reguldrni matici (tzv.

1 0 0| |af al

1. prohod dva ¥adky 0 0 1| |aJ| = |a]
0 1 0] |af aJ
[1 0 0 _az—_ [ a

2. vynasob ¥adek nenulovym skaldrem 0 a 0| |aJ| = |ca)
0 0 1} _a;-_ | a3
10 0] [af] |

3. pri¢ti ndsobek jednoho Fadku k jinému ¥adku a 1 0 a2T = |aag
0 1 [aJ] |

YET.
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Symetrické elementarni tpravy

Udé&ldme-li stejnou elementdrni dpravu na ¥adcich i sloupcich symetrické matice A,
dostaneme matici ET AE, kterd je symetricka a kongruentni matici A.

Posloupnost elem. (prav na matici A:

B=E/... EJE]/AEE;,...E
CcT C

Matice B je kongruentni matici A.
Posloupnost zvolime tak, aby B byla diagondini.

Zakladni algoritmus (pouZiva jen elem. dpravu 3):

Postupné pro i = 1,...,n— 1 vynuluj prvky pod prvkem aj; ( ) a vpravo od ngj.

3 -1] 3 -1 1 0 of [t 0 o0 1 0 0
3 4 1| %10 —5 4| ® o [=5] 4 ®lo[=5] 4| {0 -5 0
-1 1 2 0 4 0 4 1 o o0 % o o0 %



Co kdyz je pivot nulovy?

Zakladni algoritmus predpoklddd, Ze vSechny pivoty jsou nenulové.
To je zaru€eno jen pro positivné &i negativné definitni matice. Jinak:

e Kdyz potkdme nulovy pivot (tj. a;j = 0), prohodime ¥adky-+sloupce.
Nap¥. zde prohodime 2. a 4. ¥adek+sloupec:

4 0 0 0 4 0 0 0 4 0 0 0
0 [0] 3 1| na [0 [-1] 4 4| o |0 [4] 4 -1
0 3 2 4 0 3 2 4 0 4 2 3
0 1 4 4 0 0 3 -1 0 -13 0

e KdyZ pro n&jaké i mame aj; = 0 pro vdechna j > i, tak matice bud' je jiz diagonalni
nebo je indefinitni (protoze nespliiuje det A; > 0 pro | = {i,j}).

3 0 0 300
0 [0] 0 0 [o0] 1
0 0 0 0 1 0
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Choleského a LDL rozklad
Na symetrické Gaussové eliminaci jsou zaloZzené numerické algoritmy:

e LDL rozklad A = LDL”
kde A je pos/neg. semidefinitni, L (permutovand) dolni trojihelnikovd a D diagonalni.

e Choleského rozklad A = LLT
kde A je pos. semidefinitni.

Viz funkce 1d1 a chol v Matlabul!
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Spektralni rozklad



Vlastni ¢Cisla a vektory

KdyZ pro matici A € R"*", nenulovy vektor v € C" a A € C plati
Av = \v,

pak A se nazyvd matice A a v pFislusny .
Interpretace: v je vektor, ktery linedrni zobrazeni f(x) = Ax zobrazi na rovnob&Zny vektor.

e Ptepideme jako (A — Al)v = 0.
To ma netrividlni YeSeni pravé kdyz det(A — Al) = 0.

e Tedy vlastni &isla jsou pravé koreny

n

pa(A) = det(A = Al) = JJ(xi — A).
i=1
Je to polynom stupné n, tedy A ma n vlastnich &isel Ay, ..., \,, politaje ndsobnost.

Vlastni vektory p¥islusné A pak tvo¥i (krom& po&atku) mnoZinu null(A — Al),
pFislusny A.
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Ptiklad pro A =

0 1|
-2 -3

—-A 1
pA(A):det(A—/\I):det[ 5 _3 )\] = A2 4304+2=A+1)(A+2)
Dva redlné kofeny A\; = —1 a A\» = —2, kaZdy s nasobnosti 1.

Vlastni vektory pf¥islusné A; jsou (nenulovymi) ¥eSenimi homogenni linedrni soustavy

L 1 v=0.
-2 =2

Vlastni podprostor p¥islusny A; je p¥imka null(A + A;l) = span{(—1,1)}.

(A= M\l =
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Maticovy tvar

Soustavu rovnic

Av; = \jv;, i=1,....n
Ize napsat maticové jako
AV = VA
kde
A1
V=/[vg - vp], N =diag(A1,...,Ap) =
An

V Matlabu: (kde D oznatuje A)
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Spektralni rozklad symetrické matice
Véta (spektralni véta)
Pro kaZdou symetrickou matici A € R™" (tedy AT = A) plati:

e Vsechna jeji vlastni &isla jsou redlnd.

e Existuje mnoZzina n jejich vlastnich vektor(, které jsou po dvojicich ortogonalni.

Disledek (spektralni rozklad symetrické matice)
Kazdou symetrickou matici A € R"™" |ze rozloZit jako
A=VAVT = \jviv] + -+ Avv]

kde A = diag(A1,...,Ap) ER™™aV =[v; --- v,] € R™" je ortogondlni.

Diikaz: V rovnici AV = VA Ize zvolit matici V ortogonélni, tedy V™! = V7, tedy A = VAV'

Umluva: Diagonalini prvky matice A budeme ¥adit sestupné: Ay > --- > X,
(Matlab je bohuzel ¥adi vzestupng)
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Vztah ke kongruenci a diagonalizaci

Matice A je kongruentni diagondIni matici A:
fF(x) =x"Ax=y " VTAVYy = x"VAV T x = yTAy = A\1y? + -+ X\y2 = g(y)

Zména soutadnic x = Vy (tj. y = V' x) je nejen bijekce, ale dokonce isometrie.
Definitnost matice A ihned vidime ze

Pt¥iklad pro n = 2:
e Isometrie V = [v; vy ] uréuje natogeni vrstevnic kvadr. formy f (kuZeloseZek).
Ty maji hlavni osy ve sméru vlastnich vektord vi a vo.

e Vlastni &isla A1, Ao uréuji typ kuZelosecky.
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Kvadratické funkce



Kvadraticka funkce

je polynom f: R” — R druhého stupné, tj.
f(x) =x"Ax+b'x+c
pro ngjaké A e R"™" beR"aceR.

Ptiklad pro n = 2:

f(x,y) =2x> —2xy +y> =2y +3 =
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Doplnéni kvadratické funkce na Etverec
Hledejme xg € R" a yp € R tak, Ze
f(x) =x"Ax+b x4+ c = (x —x0) TA(x — x0) + yo
= x"Ax — x" Axg — xg Ax + x{ Axo + yo
=x"Ax —x{ (A +AT)x+ xJ Axo + yo

b7 c

Aby to platilo, koeficienty u stejnych monomi se musi rovnat:

b=—(A+AT)xg
c= xoTAxo + Yo
e Rovnice (x) je vlastn& staciondrni podminka f’(x) = 0.
e Doplnéni na &tverec je mozné, pravé kdyZ rovnice () ma YeSeni
(tj. £ ma aspofi jeden stacionarni bod).

e Nova funkce je kvadratickd forma s potatkem posunutym do bodu (xo, yo).
Z ni umime zjistit, zda f ma extrém a jaky.
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P¥iklad: Tato kvadr. funkce doplnit na &tverec jde:

T T
X 2 —1| |x 0 X
f(x,y) =2x> —2xy +y*> =2y + 3 = L1 + ) +3
y - y - y
T
x—1 2 1| [x—-1
= +1
y—2 -1 1| [y —2

=2(x— 12 —2(x—1)(y —=2) + (y —2)* + 1
tedy xo = (1,2), yo = 1.
Pt¥iklad: A tato nejde:

=[] B L[

Soustava b = —(A + AT)xo, tj.

nema ¥edeni.
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Kvadriky

MnoZina
{xeR" [ x"Ax+b"x+c=0}

kofenil (= vrstevnice vysky 0) kvadratické funkce se nazyva

Nékteré specialni p¥ipady:
° : kvadrika pro n =2
. : A je positivné definitn{
Elipsoid se stfedem v potatku: {x € R" | xTAx =1}
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