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BELLMAN-FORDUV ALGORITMUS



Single-source shortest path

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu

e pocatedni vrchol s
Vystup:
e Pro kazdy vrchol v € V' spocltéme
L(v) = délka nejkratsi cesty z s do v.
Predpoklady:

e (pro pohodlnost) V3e je dostupné z s.



Aplikace DP na SSSP

e Podcesta nejkratsi cesty je sama o sobé nejkratsi cestou.

o Omezime problém podle poctu hran v nejkratsi cesté.



Aplikace DP na SSSP

e Podcesta nejkratsi cesty je sama o sobé nejkratsi cestou.

e Omezime problém podle poctu hran v nejkratsi cesté.
Mame tedy jeden podproblém na

1. kazdy vrchol v

2. pocet hran, které pripoustime na nejkratsi cesté.



Lemma Necht G = (V, E) je orientovany graf s délkami hran l. a
pocate¢nim vrcholem s. Pro vsechny v € V' a i € N oznaéme jako P
nejkratsi cestu z s do v s nejvySe i hranami (cykly jsou povoleny). Pak

plati

1. pokud ma P nejvyse i — 1 hran, pak je i nejkratsi cestou z s do v s
nejvyse i — 1 hranami;

2. pokud m3 P pravé i hran s posledni hranou z w do v, pak cesta P’ je
nejkratsi cestou z s do w s nejvyse i — 1 hranami.



Priklad

Kolik existuje kandidatu pro optimalni feSeni pro podproblém zahrnujici

vrchol v a ¢ hran?

1.2
2. 1+ indegree(v)
3.n—-1

4. n



Bellman-Fordiiv algoritmus

e Necht L, , je délka nejkratsi cesty z s do v, kterd pfipousti nejvyse i
hran.

e Pak Vv € V,i € N plati

5 {Li—l,va
L; , = min .
mln(w,v)EE{Li—l,w + lwv}~

Korektnost vychazi z predchoziho lemmatu.



Pokud graf GG neobsahuje cyklus zaporné délky

Pokud graf G neobsahuje cyklus zaporné délky, pak

e nejkratsi cesty neobsahuji cykly,
e maji nejvyse n — 1 hran,

e staci uvazovat pouze i don — 1.



Pseudokod

function BELLMAN-FORD(graph, s) returns shortest path to each v
A < prazdné pole indexované i a v
Al0,s] =0
Yo e V\ {s}: A[0,v] = 0
fori=1 ton—1do
foreach v € V' do
Ali,v] = min {A[i — 1,v], ming, »)ep{Ali — 1,w] + Ly} }
end for
end for
end function



Priklad




Priklad

Jaky je ¢as béhu Bellman-Fordova algoritmu?

n?)

SIS

%)

n
m?)

S

el
2. O(mn)
e
4. O

S
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Predcasné zastaveni

e Pokud se nic nezméni pro néjaké j < n — 1, pak vime, Ze
Yo eV Alj,v] = A[j —1,7]

e Nic se nezméni ani pro j + 1, ani nikdy dale.

e Miizeme zastavit vypocet dfive.
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DETEKCE ZAPORNYCH CYKLU



Co se stane pri existenci cyklu zaporné délky

Tvrzeni G nema cyklus zaporné délky
=

pokud priddme jednu iteraci B-F algoritmu, pak
Yo eV :Aln—1,0] = An,v].
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Arbitrage detection

e Mame prevodni kurzy nékolika mén.
e Detekujeme cyklus, kde je souéin kurzd > 1.
o UVA 104 - Arbitrage
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https://onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=40

Arbitrage detection

Méame prevodni kurzy nékolika mén.

Detekujeme cyklus, kde je soucin kurzd > 1.
o UVA 104 - Arbitrage

Formulujeme jako detekci negativniho cyklu po nahrazeni délek hran

zapornou hodnotou jejich logaritmu.
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https://onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=40

FLOYD-WARSHALLUV ALGORITMUS




All-pairs shortest path

Vstup:
e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu [,

Vystup:

1. Pro kazdou dvojici vrchold u,v € V' spoc¢téme délku nejkratsi cesty z u
do v.

nebo

2. ldentifikujeme cyklus se zadpornou délkou.
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Souvislost s predchozimi

APSP se redukuje na n volani SSSP.

Algoritmus Cas béhu PFipustna data
n volani Dijkstry O(mnlogn) nezdporné délky hran
n volani Bellman-Forda O(mn?) obecny graf
Floyd-Warshall O(n?) obecny graf
Johnson! O(mnlogn) obecny graf
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Pro¢ dalsi algoritmus pro hledani nejkratsich cest?

Floyd-Warshall funguje i pro zdporné délky hran v &ase O (n?)

Lepsi nez Bellman-Ford spustény n-krat

V hustych grafech srovnatelny s n béhy Dijkstry

Dodnes je otevienou otdzkou, zda Ize dosdhnout v hustych grafech
vyrazné lepsiho Easu nez O(n?)
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Rekurzivni struktura

e Podobné jako u Bellman-Forda omezime vrcholy, pres které cesta z s
do t mize prochazet

e Omezime se na konkrétni vybér vrcholl
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Hlavni myslenka

Lemma Necht G neobsahuje cyklus zaporné délky a vrcholy

V ={1,2,...,n} jsou o&islované a necht V*) = {1,2,... k}.
Zafixujme poctek i € V acil j € V. Necht P je nejkratsi cesta (bez
cyklu) z i do j takovd, Ze vsechny vnitini vrcholy jsou z V() Pak plati
jedna z nasledujicich mozZnosti.

o Pokud neni k na cesté P, pak P je nejkratsi cesta z i do j s vnitinimi
vrcholy z V(=1).

e Pokud je k vnitfnim vrcholem cesty P, pak je zde jednou a P Ize
rozdélit na dvé podcesty Py zi do k a P, z k do j. Pfitom plati Ze obé
dvé cesty maji vnitini vrcholy z V*=1) a jsou nejkratsimi cestami bez
cyklu mezi odpovidajicimi vrcholy.
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Priklad

Necht A je trojrozmé&rné pole indexované Ali, j, k] uchovavajici délky
nejkratSich cest z ¢ do j pres vrcholy z {1,2,...,k}. Jak bude
inicializované A[i, ,0] pro ptipady, kdy i = 7, (i,7) € E a (i,j) ¢ E (v
tomto poradi):

. 0,0,00

5 0, CiJ, Ci,j

1
2
3. 0,¢,5,00
4. o0,c¢; 5,00
5

o OO,Ci’j,O
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Pseudokod

function FLOYD-WARSHALL(graph) returns minimal path between
all pairs of nodes

A + EMPTY-3D-ARRAY(n,n,n)
0 ifi=j,

Ali, 7,0]

cij if (4,7) € EDGES(graph),
oo otherwise.
for k=1 ton do

fori=1 ton do

for j =1 tondo

Ali, g, k] = min {A[i, 4,k — 1], Ali, k, k — 1] + A[k, 5,k — 1]}
end for
end for
end for
return A[., ., n]
end function
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Detekce cyklu zaporné délky

e Co se stane, mame-li v grafu cyklus zaporné délky?
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Detekce cyklu zaporné délky

e Co se stane, mame-li v grafu cyklus zaporné délky?

o Alespon jedno Ali,i,n] bude zdporné.
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Rekonstrukce cesty

o Stali si zapamatovat pole Bli, j] uddvajici nejvyssi vrchol na cesté z ¢
do j
e Vime, ze dany vrchol na cesté, je, mizeme ji rozdélit

e pfi druhém pfipadu, kdy volime
Ali, j, k| = Ali, k, k — 1] + Alk, j, k — 1] nastavujeme Bli, j] na k
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JOHNSONUV ALGORITMUS




All-pairs shortest path

Vstup:
e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu [,

Vystup:

1. Pro kazdou dvojici vrchold u,v € V' spoc¢téme délku nejkratsi cesty z u
do v.

nebo

2. ldentifikujeme cyklus se zadpornou délkou.
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Souvislost s predchozimi

APSP se redukuje na n volani SSSP.

Algoritmus Cas béhu PFipustna data
n volani Dijkstry O(mnlogn) nezdporné délky hran
n volani Bellman-Forda O(mn?) obecny graf
Floyd-Warshall O(n?) obecny graf
Johnson? O(mnlogn) obecny graf
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Prevazeni hran

Necht G = (V, E) je orientovany graf s obecnymi délkami hran /..
Zafixujme &islo p, pro kazdy vrchol v € V. Necht pro kazdou hranu
e = (u,v) grafu G je

l/e =le + Pu — Do
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Priklad

Je-li P libovolna cesta z s do t délky L, jaka je délka P’, pokud
prevazime hrany?

L

- L +ps + 23

- L+ps—pt

- L—ps+pt
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Duisledek

e Kazda cesta z s do t se zméni o stejnou hodnotu.
e Prevazeni zachovava usporadani cest podle jejich délek.

o Nejkratsi cesta zlstava nejkratsi cestou.

Existuji vzdy takové vahy, aby se ceny hran staly nezaporné?
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Priklad

e Pridejme novy pocatecni vrchol.

e Spustme Bellman-Fordiiv algoritmus a spo&t&me nejkrat$i cestu z s do
libovolného vrcholu.

e hodnoty pouzijme jako vahy vrcholi

py, = délka nejkratsi cesty z s do v.
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Hrany maji po prevazeni nezaporné vahy

Tvrzeni Pro vsechny hrany e = (u,v) plati

l,e:le + Pu — Do ZO
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Pseudokod

function JOHNSON-ALGORITHM(graph)

vytvot G’ z G pfidanim vrcholu s a hran (s,v) o cené 0 pro
vSechny v € V

spust Bellman-Ford(iv algoritmus na G’ s po&ate&nim vrcholem s >
zastav, pokud naleznes cyklus zaporné délky

Yv € V : p, < délka nejkratsi cesty z s do v v G’

Ve= (u,v) € E:l,=1.4+py — Do

for each u € V do
spust Dijkstriiv algoritmus na grafu G s I a s potatkem u
oznal vypoctené délky jako d'(u,v) pro véechny v € V
end for
Yu,v €V : d(u,v) + d'(u,v) — py + Py
end function
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O(n) + O(mn) + O(m) + O(mnlogn) + O(n?) = O(mnlogn).

To je mnohem lepsi nez Floyd-Warshalliv algoritmus pro fidké grafy.
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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