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bellman-ford̊uv algoritmus



Single-source shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu
• počátečńı vrchol s

Výstup:

• Pro každý vrchol v ∈ V spočtěme

L(v) = délka nejkraťśı cesty z s do v.

Předpoklady:

• (pro pohodlnost) Vše je dostupné z s.
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Aplikace DP na SSSP

• Podcesta nejkraťśı cesty je sama o sobě nejkraťśı cestou.
• Omeźıme problém podle počtu hran v nejkraťśı cestě.

Máme tedy jeden podproblém na

1. každý vrchol v

2. počet hran, které p̌ripoušt́ıme na nejkraťśı cestě.
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Máme tedy jeden podproblém na
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Lemma Necht’ G = (V, E) je orientovaný graf s délkami hran le a
počátečńım vrcholem s. Pro všechny v ∈ V a i ∈ N označme jako P

nejkraťśı cestu z s do v s nejvýše i hranami (cykly jsou povoleny). Pak
plat́ı

1. pokud má P nejvýše i− 1 hran, pak je i nejkraťśı cestou z s do v s
nejvýše i− 1 hranami;

2. pokud má P právě i hran s posledńı hranou z w do v, pak cesta P ′ je
nejkraťśı cestou z s do w s nejvýše i− 1 hranami.
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Př́ıklad

Kolik existuje kandidátu pro optimálńı řešeńı pro podproblém zahrnuj́ıćı
vrchol v a i hran?

1. 2
2. 1 + indegree(v)
3. n− 1
4. n
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Bellman-Fordův algoritmus

• Necht’ Li,v je délka nejkraťśı cesty z s do v, která p̌ripoušt́ı nejvýše i

hran.
• Pak ∀v ∈ V, i ∈ N plat́ı

Li,v = min
{

Li−1,v,

min(w,v)∈E{Li−1,w + lwv}.

Korektnost vycháźı z p̌redchoźıho lemmatu.
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Pokud graf G neobsahuje cyklus záporné délky

Pokud graf G neobsahuje cyklus záporné délky, pak

• nejkraťśı cesty neobsahuj́ı cykly,
• maj́ı nejvýše n− 1 hran,
• stač́ı uvažovat pouze i do n− 1.
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Pseudokód

function Bellman-Ford(graph, s) returns shortest path to each v

A← prázdné pole indexované i a v

A[0, s] = 0
∀v ∈ V \ {s} : A[0, v] =∞
for i = 1 to n− 1 do

for each v ∈ V do
A[i, v] = min

{
A[i− 1, v], min(w,v)∈E{A[i− 1, w] + lwv}

}
end for

end for
end function
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Př́ıklad
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Př́ıklad

Jaký je čas běhu Bellman-Fordova algoritmu?

1. O(n2)
2. O(mn)
3. O(n3)
4. O(m2)
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Předčasné zastaveńı

• Pokud se nic nezměńı pro nějaké j < n− 1, pak v́ıme, že

∀v ∈ V : A[j, v] = A[j − 1, v]

• Nic se nezměńı ani pro j + 1, ani nikdy dále.
• Můžeme zastavit výpočet ďŕıve.
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detekce záporných cykl̊u



Co se stane p̌ri existenci cyklu záporné délky

Tvrzeńı G nemá cyklus záporné délky

⇔

pokud p̌ridáme jednu iteraci B-F algoritmu, pak
∀v ∈ V : A[n− 1, v] = A[n, v].
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Arbitrage detection

• Máme p̌revodńı kurzy několika měn.
• Detekujeme cyklus, kde je součin kurz̊u ≥ 1.
• UVA 104 - Arbitrage

• Formulujeme jako detekci negativńıho cyklu po nahrazeńı délek hran
zápornou hodnotou jejich logaritmu.
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floyd-warshall̊uv algoritmus



All-pairs shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu le

Výstup:

1. Pro každou dvojici vrchol̊u u, v ∈ V spočtěme délku nejkraťśı cesty z u

do v.
nebo

2. Identifikujeme cyklus se zápornou délkou.
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Souvislost s p̌redchoźımi

APSP se redukuje na n voláńı SSSP.

Algoritmus Čas běhu Př́ıpustná data
n voláńı Dijkstry O(mn log n) nezáporné délky hran

n voláńı Bellman-Forda O(mn2) obecný graf
Floyd-Warshall O(n3) obecný graf

Johnson1 O(mn log n) obecný graf

11 voláńı B-F, n voláńı Dijkstry
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Proč daľśı algoritmus pro hledáńı nejkraťśıch cest?

• Floyd-Warshall funguje i pro záporné délky hran v čase O(n3)
• Lepš́ı než Bellman-Ford spuštěný n-krát
• V hustých grafech srovnatelný s n běhy Dijkstry
• Dodnes je otev̌renou otázkou, zda lze dosáhnout v hustých grafech

výrazně lepš́ıho času než O(n3)
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Rekurzivńı struktura

• Podobně jako u Bellman-Forda omeźıme vrcholy, p̌res které cesta z s

do t může procházet
• Omeźıme se na konkrétńı výběr vrchol̊u
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Hlavńı myšlenka

Lemma Necht’ G neobsahuje cyklus záporné délky a vrcholy
V = {1, 2, . . . , n} jsou oč́ıslované a necht’ V (k) = {1, 2, . . . , k}.
Zafixujme počátek i ∈ V a ćıl j ∈ V . Necht’ P je nejkraťśı cesta (bez
cyklu) z i do j taková, že všechny vniťrńı vrcholy jsou z V (k). Pak plat́ı
jedna z následuj́ıćıch možnost́ı.

• Pokud neńı k na cestě P , pak P je nejkraťśı cesta z i do j s vniťrńımi
vrcholy z V (k−1).

• Pokud je k vniťrńım vrcholem cesty P , pak je zde jednou a P lze
rozdělit na dvě podcesty P1 z i do k a P2 z k do j. Přitom plat́ı že obě
dvě cesty maj́ı vniťrńı vrcholy z V (k−1) a jsou nejkraťśımi cestami bez
cyklu mezi odpov́ıdaj́ıćımi vrcholy.
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Př́ıklad

Necht’ A je trojrozměrné pole indexované A[i, j, k] uchovávaj́ıćı délky
nejkraťśıch cest z i do j p̌res vrcholy z {1, 2, . . . , k}. Jak bude
inicializované A[i, j, 0] pro p̌ŕıpady, kdy i = j, (i, j) ∈ E a (i, j) /∈ E (v
tomto pǒrad́ı):

1. 0, 0,∞
2. 0, ci,j , ci,j

3. 0, ci,j ,∞
4. ∞, ci,j ,∞
5. ∞, ci,j , 0
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Pseudokód

function Floyd-Warshall(graph) returns minimal path between
all pairs of nodes

A← Empty-3D-array(n, n, n)

A[i, j, 0] =


0 if i = j,

cij if (i, j) ∈ Edges(graph),
∞ otherwise.

for k = 1 to n do
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do

A[i, j, k] = min {A[i, j, k − 1], A[i, k, k − 1] + A[k, j, k − 1]}
end for

end for
end for
return A[., ., n]

end function
22



Detekce cyklu záporné délky

• Co se stane, máme-li v grafu cyklus záporné délky?

• Alespoň jedno A[i, i, n] bude záporné.
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Rekonstrukce cesty

• Stač́ı si zapamatovat pole B[i, j] udávaj́ıćı nejvyš̌śı vrchol na cestě z i

do j

• V́ıme, že daný vrchol na cestě, je, můžeme ji rozdělit
• p̌ri druhém p̌ŕıpadu, kdy voĺıme

A[i, j, k] = A[i, k, k − 1] + A[k, j, k − 1] nastavujeme B[i, j] na k
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johnson̊uv algoritmus



All-pairs shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu le

Výstup:

1. Pro každou dvojici vrchol̊u u, v ∈ V spočtěme délku nejkraťśı cesty z u

do v.
nebo

2. Identifikujeme cyklus se zápornou délkou.
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Souvislost s p̌redchoźımi

APSP se redukuje na n voláńı SSSP.

Algoritmus Čas běhu Př́ıpustná data
n voláńı Dijkstry O(mn log n) nezáporné délky hran

n voláńı Bellman-Forda O(mn2) obecný graf
Floyd-Warshall O(n3) obecný graf

Johnson2 O(mn log n) obecný graf

21 voláńı B-F, n voláńı Dijkstry
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Převážeńı hran

Necht’ G = (V, E) je orientovaný graf s obecnými délkami hran le.
Zafixujme č́ıslo pv pro každý vrchol v ∈ V . Necht’ pro každou hranu
e = (u, v) grafu G je

l′
e = le + pu − pv.
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Př́ıklad

Je-li P libovolná cesta z s do t délky L, jaká je délka P ′, pokud
p̌reváž́ıme hrany?

1. L

2. L + ps + pt

3. L + ps − pt

4. L− ps + pt
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Důsledek

• Každá cesta z s do t se změńı o stejnou hodnotu.
• Převážeńı zachovává uspǒrádáńı cest podle jejich délek.
• Nejkraťśı cesta z̊ustává nejkraťśı cestou.

Existuj́ı vždy takové váhy, aby se ceny hran staly nezáporné?
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Př́ıklad

• Přidejme nový počátečńı vrchol.
• Spust’me Bellman-Fordův algoritmus a spočtěme nejkraťśı cestu z s do

libovolného vrcholu.
• hodnoty použijme jako váhy vrchol̊u

pv = délka nejkraťśı cesty z s do v.

31



Hrany maj́ı po p̌revážeńı nezáporné váhy

Tvrzeńı Pro všechny hrany e = (u, v) plat́ı

l′
e = le + pu − pv ≥ 0.
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Důkaz
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Pseudokód

function Johnson-Algorithm(graph)
vytvǒr G′ z G p̌ridáńım vrcholu s a hran (s, v) o ceně 0 pro

všechny v ∈ V

spust’ Bellman-Fordův algoritmus na G′ s počátečńım vrcholem s ◃

zastav, pokud nalezneš cyklus záporné délky
∀v ∈ V : pv ← délka nejkraťśı cesty z s do v v G′

∀e = (u, v) ∈ E : l′
e = le + pu − pv

for each u ∈ V do
spust’ Dijkstr̊uv algoritmus na grafu G s l′

e a s počátkem u

označ vypočtené délky jako d′(u, v) pro všechny v ∈ V

end for
∀u, v ∈ V : d(u, v)← d′(u, v)− pu + pv

end function
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Čas běhu

O(n) +O(mn) +O(m) +O(mn log n) +O(n2) = O(mn log n).

To je mnohem lepš́ı než Floyd-Warshall̊uv algoritmus pro ř́ıdké grafy.
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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