Nize uvedené ulohy predstavuji prehled otazek, které se vyskytly vtomto nebo v minulych semestrech ve
cvic¢eni nebo v minulych semestrech u zkousky. Mezi otazkami semestrovymi a zkouskovymi neni zadny rozdil,
predpokladame, ze pripraveny posluchaé¢ dokaze zdarné zodpovédét vétSinu z nich.

Tento dokument je k dispozici ve varianté prevazné s feSenim a bez rFeseni.

Je to pracovni dokument a nebyl soustavné redigovan, tym ALG neruci za pireklepy a jazykové prohiesky,
vétSina odpovédi a feSeni je ale pravdépodobné spravné :-).

Nahrazeni rekurzivniho volani tabelaci

1.
Popiste, jak byste vypoCet hodnoty rekurzivni funkce f(6,7) pfevedli na vyplfiovani hodnot v poli, kdyz funkce
f je rekurzivné definovana takto:

a)

0 pokud x=0 nebo y=0 nebo z=0
fixy) =

f(x-1, y=1)+ f(x-1,y) + f(x,y-1) +1 jinak
b)

0 pokud x=0 nebo y=0
f(xy) =

max ( f(x-1, y=1)+ f(x-1,y) ) + f(x,y—1) +1 jinak
2

Popiste, jak byste vypoCet hodnoty rekurzivni funkce f(6,8,7) pfevedli na vyplfiovani hodnot v poli, kdyz
funkce j je rekurzivné definovana takto:

a)

0 pokud x=0 nebo y=0 nebo z=0
f(xyz) =

f(x-1, y-1, z-1)+ f(x-1,y,z) + f(x,y-1,2) + f(x,y,z=1)+1 jinak
b)

0 pokud x=0 nebo y=0
f(xy) =
3.
Pascallv trojuhelnik:

1
1 1
1 2 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Pascaluv trojuhelnik obsahuje kombinacni €isla nebo chcete-li binomické koeficienty. Oznaéme binomicky
koeficient symbolem Bin(n,k).
Pfipomenme si, Ze plati rekurentni vztah



Bin(n,k) = Bin(n-1,k)+Bin(n-1,k-1)
Muzeme proto rekurzivné definovat funkci Bin, ktera vraci binomicky koeficient

1 pron=0nebok=0
Bin(n,k) =
Bin(n-1,k)+Bin(n-1,k-1) jinak

Zjistéte kolikrat by byla funkce Bin() volana pfi provedeni pfikazu x = Bin(6,4);.

4.

Ackermanova funkce je definovana pro dva celoCiselné nezaporné parametry n, m, je tedy mozné jeji
hodnoty jednoduse zapisovat do tabulky.

Popiste, jak budete postupné vyplfovat tabulku, abyste se vyhnuli rekurzivnimu volani.

Dokazete urcit hodnotu A(4,4)?

m+1 pro n=0
A(n, m) = A(n-1,1) pro n>0, m=0
A(n-1, A(n,m-1))  pro n>0, m>0
(Chyba v definici neni, druhy parametr ve tietim fadku je opét vysledek volani funkce A.)

Optimalni binarni vyhledavaci strom

5.

Optimalni binarni vyhledavaci strom

a) minimalizuje hloubku stromu

b) maximalizuje cenu uzlu

c) maximalizuje pocet listd

d) minimalizuje dobu vyhledavani ve stromu

e) minimalizuje délku cesty z kofene do libovolného listu

6.
Je dano n kli¢l. Spole¢né s kazdym klic¢em je dana také pravdépodobnost dotazu na tento kli€. Nalezeni
kofene optimalniho BVS sestaveného z téchto kli¢h ma asymptotickou slozitost

a) O(log(n))
b) ©(n)

c) O(n-log(n))
d) Q(n?)

e) Q2"

7a.

Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé konkrétni klice BVS daného na obrazku je uvedena u jednotlivych
uzlu. Predpokladejme, ze se vzdy dotazujeme na kli¢, ktery ve stromu je. Z dlouhodobého hlediska je
priimérny pocet navstivenych uzl{i pfi jednom dotazu (= ,cena stromu®) roven
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7b.

Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé konkrétni klice BVS daného na obrazku je uvedena u jednotlivych
uzlu. Predpokladejme, ze se vzdy dotazujeme na kli¢, ktery ve stromu je. Z dlouhodobého hlediska je
priimérny pocet navstivenych uzl{i pfi jednom dotazu (= ,cena stromu®) roven

() 0.2

a) 0.2

0 18 B 04

23 gg © 0.4
8

Jsou dany dva binarni vyhledavaci stromy obsahuijici stejné kli¢e. Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé
konkrétni kli¢e je dana nize uvedenou tabulkou. Vypoctéte, ktery z uvedenych stromu je za téchto okolnosti
vyhodnéjsi pro operaci FIND, tj, najdéte ten, v némz primérny pocet dotazli na hodnotu klice béhem jedné
operace FIND je mensi. (Pfedpokladame, Ze obsah strom(l se dlouhodobé& neméni.)

A:0.10
B: 0.20
C:0.25
D: 0.05
E: 0.10
F:0.25
G: 0.05

Reseni: Cenu kazdého uzlu vynasobime jeho hloubkou (kofen méa v tomto piipadé hloubku 1) a seéteme
v kazdém stromé zvlast:

Levy strom: 4*0.1 + 3*0.20 + 4*0.25 + 2*0.05 + 3*0.10 + 1*0.25 + 2*0.05 = 2.75

Pravy strom: 2*0.1 + 1*0.20 + 4*0.25 + 3*0.05 + 4*0.10 + 2*0.25 + 3*0.05 = 2.60

vvvvv

9.
Je mozné, aby v optimalnim BVS mél kazdy uzel nejvySe jednoho potomka?
Jaké by musely byt pravdépodobnosti pro jednotlivé uzly v takovém pfipadé?

Reseni Pokud ma strom jen jeden nebo dva uzly, je poZadavek spinén automaticky a pravdépodobnosti
mohou byt libovolné. Ukazeme si Uvahu pro 3 uzly. ProtoZze hledany strom je vyhledavaci a jeho kofen ma
jen jednoho potomka, musi byt kofenem uzel s nejmensim nebo nejvétsim kitem. Pfedpokladejme BUNO,
navstév p1, p2, p3. Uvédomme si nyni (kreslete si obrazek), ze kdyz ma kazdy uzel nejvyse jednoho
potomka, lezi kazdy uzel v jiné hloubce. Pfedpokladejme, opét bez velké ujmy na obecnosti, ze uzel pi lezi
v hloubce i. Celkové tedy mizeme cenu naseho stromu vyjadfit formuli p1*1 + p2*2 + p3*3. Protoze je to
strom optimalni, musi platit nerovnosti vyjadfujici skute¢nost, Ze tento strom nema vy3si cenu nez ostatni
mozné stromy nad témito uzly. Jmenovité mame:

p1*1 + p2*2 + p3*3 < 2*p1+p2+2*p3

p1*1 +p2*2 + p3*3 < 3*p1+2*p2+ p3

Po jednoduché upravé ziskame podminku pro pravdépodobnosti:



p2 +p3 < p1.

Pro tfi uzly tak napfiklad vyhovuji pravdépodobnosti p1 = 0.6, p2 = 0.3, p3 = 0.1 apod.
Ukazte, nebo alespori ovéite na pfikladu, Ze pro Ctyfi uzly v podobné konfiguraci musi platit
p3 + p4 < p2,

p2 + p3 + p4 < p1.

10.
Nejprve pfipomeneme priklad z pfednasky:

[0.02] [0.01]

Kofeny optimalnich podstrom(l jsou popsany polem
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Ceny optimalnich podstromu jsou popsany polem:

1-A 2-B 3-C 4-D 5-E 6-F 7-G 8-H 9-1 10-J 11-K 12-L 13-M 14-N 15-0

1-A 0.03 0.14 0.37 0.39 0.48 0.63 1.17 1.26 1.42 1.57 2.02 2.29 2.37 2.51 2.56
2-B 0 0.08 0.28 0.30 0.39 0.54 1.06 1.14 1.30 1.45 1.90 2.17 2.25 2.39 2.44
3-C O 0 0.12 0.14 0.23 0.38 0.82 0.90 1.06 1.21 1.66 1.93 2.01 2.15 2.20
4-D O 0 0O 0.01 0.06 0.16 0.48 0.56 0.72 0.87 1.32 1.59 1.67 1.81 1.86
5-E O 0 0 0O 0.04 0.13 0.44 0.52 0.68 0.83 1.28 1.55 1.63 1.77 1.82
6-F O 0 0 0 0O 0.05 0.32 0.40 0.56 0.71 1.16 1.43 1.51 1.63 1.67
7-G 0 0 0 0 0 0 0.22 0.30 0.46 0.61 1.06 1.31 1.37 1.48 1.52
8-H O 0 0 0 0 0 0O 0.04 0.14 0.24 0.54 0.72 0.78 0.89 0.93
9-1 0 0 0 0 0 0 0 0O 0.06 0.16 0.42 0.60 0.66 0.77 0.81
10-3 O 0 0 0 0 0 0 0 0O 0.05 0.25 0.43 0.49 0.60 0.64
11-K 0 0 0] 0 0 0 0 0 0 0 0.15 0.33 0.39 0.50 0.54
12-L O 0 0 0 0 0 0 0] 0 0 0O 0.09 0.13 0.21 0.24
13-M 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.02 0.07 0.09
14-N O 0 0 0 0 0 0 0] 0 0 0 0 0 0.03 0.05
15-0 O 0 0 0 0 0 0 0] 0 0 0 0 0 0 0.01

Analogicky podle pfikladu z pfednasky urcete, jak bude vypadat optimalni strom, kdyZ jej vybudujeme pouze
pro 7 uzl( poc¢inaje Ednou a kon¢e Kenem.

Reseni:

5-E 6-F 7-G 8-H 9-1 10-J 11-K

0 0.04 0.13 0.44 0.52 0.68 0.83 1.28
0 0 0.05 0.32 0.40 0.56 0.71 1.16
0 0 0 0.22 0.30 0.46 0.61 1.06
0 0 0 0 0.04 0.14 0.24 0.54
0 0 0 0 0 0.06 0.16 0.42
0 0 0 0 0 0 0.05 0.25
0 0 0 0 0 0 0 0.15
0 0 0 0 0 0] 0 0

5-E 6-F 7-G 8-H 9-1 1

[
(&
[EEN
i
~

=
OO0 VWOUNNNO
=
=

[eNoNoNoNoNoNoNe]
[eNoNoNoNoNoNaié)|
[eNeoNoNeoNeoNeNo el
[eNoNoNeNoR NENEN|
[eNoNoNeNe BN NI
[oNeNeNoNe R NI NN

11.

Jsou dany prvky s kli¢i A-G. Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé konkrétni klice je dana nize uvedenou
tabulkou. Metodou dynamického programovani sestrojte optimalni strom z hlediska operace FIND, tj, najdéte
takovy strom, v némz prumérny pocet dotaz na hodnotu klic¢e béhem jedné operace FIND je nejmensi
(PFedpokladame, Ze obsah stromu se dlouhodobé neméni). Napiste, jak vypada tabulka ohodnoceni
optimalnich podstromU a tabulka jejich kofenu a vysledny strom namalujte.
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Reseni:
Nejlepsi je se podivat do prednasky, kde je vSe pékné popsano a definovano. Zde jen nékolik
.praktickych“ poznamek.

Tabulka ohodnoceni optimalnich podstromu t

- Ma stejny podet Fadek, jako je podet uzli. Radkovy index odpovida pogateénimu uzlu L z intervalu
uzld L..R,

- ma o jeden sloupec vice, nez je uzld. Sloupcovy index odpovida koncovému uzlu R z intervalu uzll
L.R,.

- je dobré si uvédomit, Ze uzly maji pevné dané poradi (jejich kli¢e jsou uspofadany)

- ma tedy pod diagonalou samé nuly, protoZze podstrom s L < R nema smysl,

- v8e pod diagonalou chapeme jako prazdny podstrom,

- nadiagonale jsou hodnoty ,jednouzlovych“ podstromd, tedy pfimo pravdépodobnost dotazu (1-krat,
nebot hloubka je 1. V pfedchozich pfednaskach byla hloubka stromu s jednim uzlem definovana jako
rovna nule. Uvadénim hloubky od jedné vznikl trochu zmatek. Konzistentnéjsi by bylo ponechat
hloubku stromu s jednim uzlem rovnu nule a uvadét, Ze hodnotu pravdépodobnosti dotazu uzlu
vynasobime hloubkou uzlu zvétSsenou o 1.),

- Pfi vyplhovani tabulky musime do poli¢ka o soufadnicich t[L,R] vyzkou$et vdechny mozné polohy
kofene v ramci intervalu L..R. Pro L=A a L = C jsou moznosti nasleduijici:
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Opt B,C znamena optimalni podstrom sestavajici z uzlt B a C, tj. vysledek pfedchoziho kroku
dynamickeého programovani. Je to ten, jehoZ ohodnoceni bylo mensi, v naSem pfipadé podstrom s kofenem
C.



---------------------

A B C D E F G A B C D E F G
A [0]0.1 0.3 0.75 1.45 | 1.75 1.9 2.1 Al-]A|AB |[C |C CD |[D |D
B 010 0.1 0.45 1.15 ]2.03 1.5 1.7 B|-]-|B C |CD |D D |D
C [0]0 0.25 0.85 | 1.05 1.2 1.4 Cl-]|- C |D D D |D
D |(0]O0 0.35 [0.55 ]0.7 0.9 D|-]|- D D D |D
E 00 0.1 0.2 0.35 E|-]|- E E EFG
F 010 0.05 ]0.15 F|-]- F FG
G [0]0 0 0.05 G|-]|- G
Zazlucena policka jsou nejednoznacnd, protoze vyjde stejnd hodnota pro vice riznych kotend.
Napt. hodnota pro podstrom BCD na pozici t[B,D] se vypocita jako: o
0.1+0.25+0.35 + min(0+0.85, 0.1+0.35, 0.45+0) = 0.7 + min( 0.85, 0.45, o °
0.45)=1.15
Vysledny strom tedy mize vypadat napfiklad takto: e G e
(&)
11bc.
Zopakuijte pfedchozi ulohu pro uzly s pravdépodobnostmi:
b) c)
A:0.15 A:0.10
B:0.15 B: 0.10
C:0.20 C:0.25
D: 0.25 D: 0.25
E: 0.10 E: 0.10
F:0.10 F:0.15
G: 0.05 G:0.05
Uvadime tabulky cen a kofend, strom rekonstruujte jako cvi¢eni sami.
b)
0 0.15 0.45 0.85 1.45 1.75 2.10 2.25 0 5 5 6 7 7 8 8
0 0 0.15 0.50 1.00 1.30 1.60 1.75 0 0 6 7 7 7 8 8
0 0 0 0.20 0.65 0.85 1.15 1.30 o o o 7 8 8 8 8
0 0 0 0 0.25 0.45 0.75 0.90 0 0 0 0 8 8 8 8
0 0 0 0 0 0.10 0.30 0.40 O 0O O O O 9 9 10
0 0 0 0 0 0 0.10 0.20 0 0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0 0 0.05 O 0O O O O O o0 1




c)
0 0.10 0.30 0.75 1.25 1.55 2.05 2.20 0 5 5 7 7 7 8 8
0] 0 0.10 0.45 0.95 1.25 1.65 1.80 0O O 6 7 7 7 8 8
0] 0] 0 0.25 0.75 0.95 1.35 1.50 0O o0 O 7 7 8 8 8
0] 0] 0 0 0.25 0.45 0.85 1.00 o o0 o o 8 8 8 8
0] 0] 0 0] 0 0.10 0.35 0.45 0O o0 O O O 9 10 10
0] 0 0 0 0] 0 0.15 0.25 0O 0 O O O o0 10 10
0] 0] 0 0 0] 0] 0 0.05 0 o0 O O O O o0 m1n
0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0O o O O o o0 o

NejdelSi spoleé¢na podposloupnost

11.
Dva dané fetézce maiji oba délku n. NejdelSi spoleCnou podposlounost téchto fetézcu Ize nalézt v Case

O(log(n))
O(n)
0(n-log(n))
o(n?)
o(n?)
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12.

NejdelSi spole¢na podposloupnost

Algoritmus hledani nejdel3i spole&né posloupnosti je snadno zapamatovatelny a mechanicky
reprodukovatelny.

Najdéte tedy nejdelSi spolecnou podposloupnost v nékolika jednoduchych pfipadech:

A: 1100110011001100

B: 1010101010101010

A: 110100100010000100001000001
B: 001011011101111011110111110 (B = doplInék A)

A: 110100100010000100001000001
B: 100000100000100001000100101 (B = A pozpétku)

13a.

Nasledujici matice 5x4 poli reprezentuje vyfez v obrazku. Kazdé policko predstavuje jeden pixel

s uvedenou hodnotou. Postupovat Ize jen zleva doprava, a to vodorovnég, nebo pod uhlem +45
stupnid, tj. do polic¢ka s indexem [i,j] se Ize dostat z policka v pfedchozim sloupci s indexem [i-1, j-1],
[i, j-11, [i+1, j-1], kde i=fadkovy index a j= sloupcovy index.

i>

i [2 12 23 18

| [23 23 6 12

| [20 9 12 10 s

v [18 15 11 8 “ 4y
16 12 8 7




Dynamickym programovanim naleznéte spojnici levé a pravé strany (touto spojnici se mini
posloupnost policek, jedno policko na sloupec, zacinajici ve sloupci s indexem j=1 a koncici ve
sloupci s j=4) takovou, Ze soucet hodnot podél ni je minimalni.

Jaké mezivysledky si musite pamatovat pro jednotlivé sloupce a pro celou tabulku?

Myslenka FeSeni:

Pfedstavme si, Ze mame matici M obsahujici pouze dva sloupce. Abychom nasli uvedenou spojnici, udélame
toto: Probereme postupné vSechny prvky ve druhém sloupci a pro kazdy prvek M[i,2] zaregistrujeme
minumum ze tfi souétd: S[i,2] = min {M[i-1,1]+M[i,2], MIi,1]+M[i,2], M[i+1,1]+M][i,2]}, tedy souctu hodnoty
M[i,2] a nékterého z jeho moznych tfi pfedchiadcl. Pro toto minimum zaregistrujeme také, pro kterého

Z predchudcu nastava (napf¥, pomoci hodnot -1, 0, +1).

Kdyz toto provedeme, staci jen projit znova druhy sloupec a najit nejmensi hodnotu souctl S[i,2]. ProtozZe je
tam zaregistrovan i pfechudce, je kompletni (byt kratka) hledana cesta nyni znama. Podivejte se na
nasledujici obrazek. Velka Cisla predstavuji plvodni hodnoty M[i,j], mala Cisla pfedstavuji soucty podél
nalezenych spojnic koncicich v jednotlivych prvcich druhého sloupce, tj hodnoty SJi,j] (pro zjednodusSeni
pfipadné implementace polozme SJi,1] = M]i,1] pro véechna i). Sedé& je podbarveno celkové minimum.

2 = 12
=

2323 2325

2020/9 27
V¢

1818/1531
&

1 16_1228

Nyni si pfedstavme, Ze k tomuto FeSeni pfipojime dale tfeti sloupec. Ve druhém sloupci je pro kazdy jeho
prvek znama optimalni spojnice, ktera konci v tomto prvku. Nyni tedy staci projit tfeti sloupec stejné jako
jsme poprvé prochazeli druhy sloupec a zaregistrovat pokazdé minimum S[i,3] = min {S[i-1,2]+M([i,3],
S[i,2]+M[i,3], S[i+1,2]+M[i,3]} a zaregistrovat pfislusného pfedchudce.

Pridavani dalSich (¢tvrtého, patého, atd...) sloupcl se fidi stejnym pravidlem, takze v dané Uloze ziskavame
nasledujici definitivni obrazek



2:2-- 1%;4;4_23?;2/1838
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1818/1531 113}8/8 44
1635112558 5517 43

Celkem tedy si pro kazdy sloupec j musime pamatovat hodnoty SJi,j] i=1..5, a pfedchudce kazdého prvku.
Predchudce muzeme ukladat do dal$i matice P, kde PJi,j] je =1, 0 nebo +1.

13b.

Nasledujici matice m reprezentuje vyfez v obrazku. Kazdé policko pfedstavuje jeden pixel

s uvedenou hodnotou. Postupovat Ize jen zleva doprava, a to vodorovnég, nebo pod uhlem +45
stupnid, tj. do polic¢ka s indexem [i,j] se Ize dostat z poli¢ka v pfedchozim sloupci s indexem [i-1, j-1],
[i, j-11, [i+1, j-1], kde i=fadkovy index a j= sloupcovy index.

i=2
i (3 12 23 18
| [15 23 6 12
| (20 9 12 10
v |18 14 19 8
16 12 8 7

Dynamickym programovanim naleznéte spojnici levé a pravé strany (touto spojnici se mini
posloupnost policek, jedno policko na sloupec, zacinajici ve sloupci s indexem j=1 a koncici ve
sloupci s j=4) takovou, Ze soucet absolutnich rozdild hodnot podél cesty je minimalni. Rozdilem
hodnot podél cesty je napf. pro poli¢ko [i, j] hodnota abs(ml[i,j] — M[irev,j-1 1), kde iy, nabyva
jedné z hodnot {i-1, i, i+1}.

Jaké mezivysledky si musite pamatovat pro jednotlivé sloupce a pro celou tabulku?

Myslenka FeSeni je zcela identicka jako v pfedchozi varianté. Misto pouhych souétll podél spojnice budeme
registrovat soucty absolutnich hodnot rozdild, jinak se nezméni vibec nic.
Matici S tedy budeme pocitat ze vztahu:
S[i,j] = min {S[i—1, j-1] + abs(M[i, j] — M[i-1, j-1]),
S[i, j=11 +abs(MIi, j] - M[i, j-1]),
S[i+1, j-1] + abs(M[i, j] — M[i+1, j-1]) }

Vyslednou matici tu pro nedostatek ¢asu neuvadim, spoctéte si ji jako snadné cviceni.
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A
The set of n distinct keys is given. Also a probability of the key being queried is given for each key.
Establishing the root of the optimal BST built on the given keys is a task with complexity:

f)  O(log(n))
g) ©(n)

h) O(n: Iog( )
) Qn?)
) Q2%
A elsewhere

Two given strings are both of length n. The longest comon subsequence of these strings can be found in
time:

f) ©(log(n))
g) ©(n)

h) ©(n-log(n))
) O’

) en’



