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úvod



Rumpelstiltskin principle (něm. Rumpelstilzchen)

Credits: Patrick Winston (MIT), Zdeněk Hanzálek,
https://www.pohadky.org/index.php?co=pohadka&pohadka=322,

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rumpelstiltskin-Crane1886.jpg
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párováńı a základńı algoritmus



Bipartitńı graf

Definice 2.1 (Bipartitńı graf) Graf G je bipartitńı, pokud lze jeho
vrcholy rozdělit do dvou skupin X a Y tak, že každá hrana má jeden
koncový vrchol v X a druhý v Y .
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Párováńı

Definice 2.2 (Párováńı) Necht’ G je neorientovaný graf se smyčkami.
P ⊆ E(G) se nazývá párováńı (anglicky matching) pokud žádné dvě
r̊uzné hrany nesd́ılej́ı společný vrchol.

Proč by nás párováńı mělo zaj́ımat?

• Přǐrazeńı lid́ı k pracem, stroj̊u k úkol̊um, . . .
• Problém tanečńıch
• Aproximace problému obchodńıho cestuj́ıćıho (Christofides̊uv

algoritmus)
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Terminologie

Definice 2.3 (Nasycený vrchol) Je-li P párováńı, pak v je nasycený
(anglicky saturated) vrchol pokud existuje e ∈ P , že v je koncový vrchol
e. Jinak je v volný (anglicky free) vrchol.

Definice 2.4 (Dokonalé párováńı) Dokonalé párováńı (anglicky
perfect matching) je párováńı, kde jsou všechny vrcholy nasycené.

Definice 2.5 (Maximálńı párováńı) Maximálńı párováńı (anglicky
maximal matching) P je takové s nejvěťśım možným |P |.
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Sťŕıdavá a zlepšuj́ıćı cesta

Definice 2.6 (Sťŕıdavá cesta) Necht’ P je párováńı v G. Sťŕıdavá
(anglicky alternating) cesta C vzhledem k P je cesta v G taková, že

1. obsahuje na sťŕıdačku hrany, které jsou z P a nejsou z P ;
2. pokud koncový vrchol C je saturovaný v P , pak v C lež́ı hrana, která

ho saturuje.

Pokud oba koncové vrcholy C jsou volné, pak C nazýváme zlepšuj́ıćı
cestou vzhledem k P .
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K čemu je dobrá zlepšuj́ıćı cesta

Tvrzeńı 2.7 Pokud C je zlepšuj́ıćı cesta vzhledem k párováńı P , pak
párováńı P ′ = P ⊕ C je také párováńım.1

1Symetrický rozd́ıl je definovaný jako P ⊕ C = (P \ C) ∪ (C \ P ).
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Algoritmus (Edmonds’s Blossom algorithm, Hopcroft-Karp)

P ← prázdné párováńı
while existuje zlepšuj́ıćı cesta C do

P = P ⊕ C

end while
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Existuje zlepšuj́ıćı cesta vždy?

Věta 2.8 (Berge) Necht’ P je párováńı v G a necht’

|P | = |Pmax| − k.

Pak existuje k zlepšuj́ıćıch cest vzhledem k P , jejichž množiny vrchol̊u
jsou disjunktńı. Alespoň jedna z nich má délku ≤ n

k .

Důsledek Necht’ G je neorientovaný graf a P párováńı v G. Pak P je
maximálńı párováńı právě tehdy, když neexistuje žádná zlepšuj́ıćı cesta
vzhledem k P .
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hledáńı zlepšuj́ıćıch cest



Jak na hledáńı zlepšuj́ıćıch cest

• Zlepšuj́ıćı cesta zač́ıná a konč́ı ve volném vrcholu
• Začneme ve všech volných vrcholech
• Vp̌red jdeme hranami z E \ P

• Zpět jdeme hranami z P

• Když skonč́ıme ve volném vrcholu máme zlepšuj́ıćı cestu
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Formulace jako BFS

• Přidáme nový vrchol s a vedeme hrany do všech volných vrchol̊u levé
strany

• Nový vrchol t a hrany do něj z volných vrchol̊u pravé strany
• Hrany z párováńı orientujeme doleva, zbylé doprava
• Hledáme cestu z s do t

• V pomocném grafu existuje cesta z s do t právě tehdy, když existuje
zlepšuj́ıćı cesta

• Pomoćı BFS sestroj́ıme alternating level graph
• Skonč́ıme p̌ri nálezu prvńı cesty do t pomoćı DFS nalezneme vrcholově

disjunktńı cesty
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Př́ıklad
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Celý algoritmus

P ← prázdné párováńı
while existuje zlepšuj́ıćı cesta do

pomoćı BFS sestroj alternating level graph
pomoćı DFS nalezni množinu disjunktńıch zlepšuj́ıćıch cest
pro každou zlepšuj́ıćı cestu C nahrad’ P ← P ⊕ C

end while
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Čas běhu

Lemma Po k iteraćıch muśı být délka zlepšuj́ıćı cesty alespoň k.

Společně s Bergeho větou to znamená, že čas běhu je O((m + n) ·
√

n).
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Souvislost s daľśımi problémy

• Párováńı v obecných grafech
• Toky v śıt́ıch
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Programováńı

• 11045 - My T-shirt suits me
• 10092 - The Problem with the Problem Setter
• 10080 - Gopher II
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https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=1986
https://uva.onlinejudge.org/index.php?Itemid=8&option=com_onlinejudge&page=show_problem&problem=1033
https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=1021
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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