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K €emu slouzi SVD

e PCA

e Aproximace matici nizsi hodnosti (low rank approximation)

Rozpoznavani obli¢eji (eigenfaces)

Ortogondlni Prokrustiiv problém

Latentni sémantickd analyza

Ndstroj pro numerické vypocty



PCA

Databaze genomu (m =~ 200000 prom&nnych) pro n = 1400
Evropani byla promitnuta na k = 2 hlavni komponenty:
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Point Cloud Alignment

a point set, B point set, A

y o2 o, : y s
02 "
00 01 02 03 04 05 06 07
x x
orthogonal Procrustes
orthogonal Procrustes RS
06 .ot *e
04 s i..
02 point set - point set
y oA y R
00 .5 .s

https://simonensemble.github.io/posts/2018-10-27-orthogonal-procrustes/ 3


https://simonensemble.github.io/posts/2018-10-27-orthogonal-procrustes/

SVD teoreticky



e Spektralni rozklad matice A € R"*"
kde V € R™" je ortogondlni a A € R™" je diagondlni:

A=VAV'
e Tedy linearni zobrazeni R” — R" vyjddfené matici A je aZ na

transformaci soufadnic jen $kdlovani s matici A

Otazka

Najdeme pro libovolnou matici A € R™*" ortogondlni matice
UeR™™ Ve R™" a diagondlni matici S € R™*", aby platilo

A=USV' ?



SVD: konstrukce

Vstup: A € R™*" r:=rankA, p:=min{m,n}

1. Spotti spektrélni rozklad ATA = VAVT

2. Definuj
VA i=100r
Si ‘=
0 i=r+1,....p
a matici S € R™*", ma na diagondle si,...,sp a jinde 0

3. Definuj u; = éAv,- proi=1,....r

4. [ug...u] € R™*" doplii na ortogondlni matici U € R™*"™

Vystup: U € R™™ V € R™" a S € R™*"



Véta
Pro kazdou matici A € R™*" plati

A=USV' = slulvlT + -+ sru,vrT,

kde diagondlni matice S € R™*"” m3 na diagonile

s1 > --- > s, > 0 a ortogonalni matice
U:|:u1...umi|€Rm><m’ V:|:V1"'Vni|eRn><n

maji ve sloupcich /



Ruzné verze SVD

A =USVT

Plna
U c Rmxm s c Ran V c Rnxn

Redukovana
UecR™P SR VeR™

Rank-minimalni
U GRI‘HXI‘ SGRI'XI‘ VGRHXI‘



Priklad: SVD 1azké matice

m=3,n=2
Redukované i rank-minimalni
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SVD geometricky

Linedrni zobrazeni s matici A € R™*" je aZ na transformace
soufadnic v R" i R™ jen Skdlovani s matici S:

OXGHONA

Obrézek: Solomon - Numerical Algorithms



s w7

Singularni &isla vybranych matic

e 53 =--- =5, =1 pro ortogonalni matici ¥adu n

e si(A) = |\(A)| pro sym. matici A € R™" kde i=1...,n,
nap¥. pro Hilbertovu matici A = {'ﬂ%l]u ¥adu na n=100
plati s; = 2.1827,...,s100 ~ 1077

o Cernobily obrizek bigla je matice 3456 x 4608 s plnou
fadkovou hodnosti, singuldrni ¢isla jsou v grafu s log;q stupnici

10



Aplikace SVD




Nejblizsi matice nizsi hodnosti pomoci SVD

AcR™" A= USVT, s1 >+ >s, p=min{m,n}

Véta (Eckart-Young)
Nechf k < p. Reenim dlohy

min {||A — B||?> | B € R™" rank B < k}

je matice
T T
= SjU1Vqy + -+ SpUpV .
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Norma matice a SVD

Tvrzeni

Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r plati

Al = /s + -+ 2.

Relativni chybu aproximace matice A matici hodnosti nejvyse k
uréime ze singularnich &isel matice A:

e Pro k=1,...,r —1 dostaneme
[A—B _ [t
1A S+t
e Prok=r,...,pplati B* = A a chyba je 0
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Komprese obrazku bigla pomoci SVD

k = 200, chyba 4%, 200 x (3456 + 4608) Original 3456 x 4608
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PCA pomoci SVD

Matice A = [a1...a,] € R™*" ma ve sloupcich datové vektory a;,

predpokldddme a = 0. Promitdme je na podprostor dimenze k.

Reseni
1. Spotti redukované SVD A = USVT

2. Oznat X = [uy ... u,] € R™¥k

3. Levé singuldrni vektory u; (vlastni vektory matice AAT) tvoii
ortonormadlni bazi hledaného podprostoru dimenze k

4. Soutadnice promitnutych bodii jsou sloupce matice XTA

5. Optimélni hodnota dlohy (absolutni chyba) je SEH + et sf,

14



Ptiklad (1)

n = 3 recenzenti hodnoti m = 4 filmy body 0,...,5.
Po normalizaci priiméry dostaneme A a kovarianéni matici:

5 4 1 1.67 067 —2.33
5 5 0 | 167  1.67 —3.33
0 0 5|’ ~ |-1.67 —1.67 3.33
1 0 4 ~0.67 —1.67 2.33

289 3.8 —3.89 —2.56
LAAT _ 389 556 —556 —3.89
L —

—3.89 —556 556 3.89

—-256 —-3.89 389 289

Existuji ve sledované databazi pouze k = 2 typy filmi? 15



Ptiklad (2)

e Matice A ma singuldrni &isla s =7.05, s, =1, s3 =0 a levé
singuldrni vektory jsou ug, up, u3
e PCA pro k = 2: klademe X = [u; uy] a matice soufadnic

datovych vektorli promitnutych do rng X je

XTA =

—2.88 —2.88 5.74
—-0.71 0.71 0

e Chyba aproximace je s3 =0
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Eigenfaces (1)

Datové vektory ay, ..., a, jsou fotky obli¢eji (m pixeld)

UvaZujeme vystfed&nou matici A = [a;...a,] € R™*"

Matice levych singuldrnich vektorii X = [uy - - - u,] € R™<K
obsahuje k charakteristickych obli¢eji (eigenfaces)

Novou fotku ¢ € R™ vyjad¥ime v soufadnicich XTc € R¥
a nalezneme k ni nejblizsi sloupec v XTA € RF*"
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Eigenfaces (2)

b) Eigenfaces

o
+5.3% B 2.4%

(c) Projection

Obrazek: Solomon - Numerical Algorithms
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Point Cloud Alignment (Ortogonalni Prokrustiiv problém)

https://simonensemble.github.io/posts/2018-10-27-orthogonal-procrustes/

e Matice A=[a;...a,] e R™"aB=[b;...b,] € R™*"
e Hleddme ortogonalni matici X € R™*™ minimalizujici

> lIXa; —bj|*> = | XA - B>
i=1

Optimalni Feseni
X* = UVT, kde BAT = USVT je redukované SVD
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