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Jak na úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u s LN sloupci

Pro každou matici A ∈ Rm×n a vektor b ∈ Rm plat́ı

argmin
x∈Rn

∥Ax− b∥2 = {x ∈ Rn | ATAx = ATb} ≠ ∅.

• Má-li A LN sloupce, pak je ATA regulárńı a jediné řešeńı x∗

nalezneme pomoćı levé pseudoinverze A+,

x∗ = (ATA)−1AT︸ ︷︷ ︸
A+

b.

• Má-li A LZ sloupce, soustava normálńıch rovnic má

nekonečně mnoho řešeńı.
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Jak na úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u s LZ sloupci

1. Regularizace – pro nějaké µ > 0 řeš́ıme regularizovanou úlohu

min
x∈Rn

∥Ax− b∥2 + µ∥x∥2,

jej́ımž jediným optimálńım řešeńım je

x∗ = (ATA+ µI)−1ATb

2. Řešeńı s nejmenš́ı normou vede na úlohu

min
x∈Rn

{
∥x∥2 | ATAx = ATb

}
,

jej́ımž jediným optimálńım řešeńım je x∗ = (ATA)+ATb,

kde (ATA)+ je Moore-Penrosova pseudoinverze
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Numerický výpočet řešeńı úlohy nejmenš́ı čtverc̊u

• Je žádoućı vyhnout se p̌ŕımému výpočtu matice ATA

• Numericky stabilńı algoritmy využ́ıvaj́ı QR rozklad matice A

• V Julii nebo Matlabu se použije p̌ŕıkaz A\b

Př́ıklad (Läuchli, 1961)

Pro ε > 0 má matice A LN sloupce:

A =

1 1

ε 0

0 ε

 , b =

2ε
ε

 , x =

[
1

1

]
, ATA =

[
1 + ε2 1

1 1 + ε2

]

Pro ε = 10−8 je ATA numericky singulárńı.
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Př́ıklad – nákup reklamy (1)

• Na 7 skupin obyvatel ćıĺı 3 placené reklamńı kanály

• Složka aij matice A ∈ R7×3 je počet shlédnut́ı skupinou i

kanálu j na jednotku nákladů

• Ćılový počet shlédnut́ı obsahu skupinami je b ∈ R7

• Hledáme rozděleńı nákladů x ∈ R3 na kanály tak, aby bylo

p̌ribližně dosaženo ćılového počtu shlédnut́ı, tedy

Ax ≈ b

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

min
x∈R3

∥Ax− b∥2

Omezeńı x1, x2, x3 ≥ 0 ani limit na náklady zde neuvažujeme.
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Př́ıklad – nákup reklamy (2)

Matice A má LN sloupce,

rankA = 3, optimálńı

řešeńı je tedy tvaru

x∗ = A+b.
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Př́ıklad – transformace obrazu (1)

Jak spojit dvě fotky dohromady?
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Př́ıklad – transformace obrazu (2)

Předpoklady

• Jsou dány referenčńı dvojice bodů (x1, y1), . . . , (xm, ym)

v obrázćıch, kde xi , yi ∈ R2

• Transformace je afinńı zobrazeńı x ∈ R2 7→ t(x,p) ∈ R2

s parametry p = (p1, . . . , p6) ∈ R6, kde

t(x,p) =

[
p1 p2

p4 p5

]
x+

[
p3

p6

]

Chceme řešit úlohu

min
p∈R6

m∑
i=1

∥t(xi ,p)− yi )∥2,

ale nev́ıme, zda jde o úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u.
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Př́ıklad – transformace obrazu (3)

Řešeńı

• Můžeme psát t(xi ,p) = Aip =

[
xi1 xi2 1 0 0 0

0 0 0 xi1 xi2 1

]
p

a potom plat́ı

m∑
i=1

∥t(xi ,p)− yi )∥2 =
m∑
i=1

∥Aip− yi∥2

• Posledńı součet je roven ∥Ap− y∥2, pokud označ́ıme

A :=

A1
...

Am

 ∈ R2m×6, y :=

y1
...

ym

 ∈ R2m×1
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Regrese

Regresńı model

Závislost proměnné y na x modelujeme funkćı f tak, aby

y ≈ f (x , θθθ),

kde θθθ ∈ Rn je vektor parametr̊u.

• Na základě dat (x1, y1), . . . , (xm, ym) řeš́ıme úlohu:

min
θθθ∈Rn

m∑
i=1

(yi − f (xi , θθθ))
2

• Reziduum je hodnota ri := yi − f (xi , θθθ)

• Kvalitu modelu hodnot́ı nap̌r. RMS kritérium

√
m∑
i=1

r2i

m
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Lineárńı regrese

Voĺıme bázové funkce φ1, . . . , φn a p̌redpokládáme

f (x , θθθ) = θ1φ1(x) + · · ·+ θnφn(x) = φφφ(x)Tθθθ.

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Ṕı̌seme

y =

y1
...

ym

 , A =

φ1(x1) φ2(x1) . . . φn(x1)
...

φ1(xm) φ2(xm) . . . φn(xm)

 , θθθ =

θ1...
θn


a řeš́ıme úlohu

min
θθθ∈Rn

∥y − Aθθθ∥2.
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Př́ıklad – prokládáme body p̌ŕımkou

• Máme m mě̌reńı (xi , yi ) ∈ R2 váhy a výšky

• Vztah mezi proměnnými vyjaďruje funkce f (x , θθθ) = θ1 + θ2x

• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u:

min
θθθ∈R2

∥y − Aθθθ∥2, y =

y1
...

ym

 , A =

1 x1
...

...

1 xm


Protože existuj́ı alespoň dvě r̊uzná mě̌reńı váhy (xi ̸= xj), tak má

matice A LN sloupce a existuje jediné řešeńı θ∗ = (ATA)−1ATy.

θ∗1 = 130.2, θ∗2 = 0.6
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x

y
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Př́ıklad – doprava (1)

• Úsek délky 130m mezi semafory projede automobil za

y = θ1 +
θ2x

1− x
30

sekund, kde x je počet všech aut v úseku a 30 je kapacita

úseku, θ1, θ2 jsou parametry

• Máme m = 5 mě̌reńı:

xi 20 18 22 21 15

yi 14 10 16 18 8

• Odhadujeme dobu pr̊ujezdu úseku, pokud je v něm 12 aut
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Př́ıklad – doprava (2)

• Lineárńı regrese y = θ1 +
θ2x

1− x
30
,

kde φ1(x) = 1, φ2(x) =
x

1− x
30
, y ∈ R5 a A =

1 φ2(x1)
...

...

1 φ2(x5)


• Jelikož A má LN sloupce, jediné řešeńı je θ∗ = (ATA)−1ATy

a dostaneme tak θ∗1 = 2.546, θ∗2 = 0.185

Pro x = 12 aut dostaneme dobu

pr̊ujezdu y = 6.252 s.
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Regrese s polynomy (1) – p̌resná interpolace

• Funkce f je polynom stupně n − 1 proměnné x ,

f (x , θθθ) = θ1 + θ2x + θ3x
2 + · · ·+ θnx

n−1

• Vandermondova matice A =


1 x1 x21 . . . xn−1

1

1 x2 x22 . . . xn−1
2

...

1 xm x2m . . . xn−1
m



Interpolace polynomem

Nechť jsou všechny hodnoty x1, . . . , xm r̊uzné. Potom má

Vandermondova matice LN sloupce a existuje jediný polynom

f (x , θθθ∗) stupně ≤ m − 1 splňuj́ıćı yi = f (xi , θθθ
∗), i = 1, . . . ,m.
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Regrese s polynomy (2) – úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

• Interpolace vede na polynomy velmi vysokého stupně

• Preferujeme jednoduché modely s vlastnost́ı generalizace

• Pro m = 101 mě̌reńı (xi , yi ) porovnáme 3 r̊uzné polynomy:

n
m∑
i=1

r2i
∥θθθ∗∥√

n

4 57 39

6 8.93 291

11 7.76 12 060
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Regrese s polynomy (3) – ȟrebenová (ridge) regrese

• ℓ2-regularizace: min
θθθ∈Rn

∥Aθθθ − y∥2 + µ∥θθθ∥2 pro nějaké µ > 0

• Tato úloha má vždy jediné řešeńı θθθ∗ = (ATA+ µI)−1ATy

• Pro polynom stupně 10 (n=11) dostaneme:

µ
m∑
i=1

r2i ∥θθθ∗∥

0.1 11.29 10.84

1 39.7 5.91
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Daľśı využit́ı ℓ2-regularizace

A =

φ1(x1) φ2(x1) . . . φn(x1)
...

φ1(xm) φ2(xm) . . . φn(xm)


Sloupce matice A nejsou lineárně nezávislé:

• lineárńı závislost/korelace mezi r̊uznými φi

• v́ıce prediktor̊u než dat, m < n

Analytické řešeńı ℓ2-regularizované úlohy NČ

Soustava normálńıch rovnic ATAθθθ = ATy má v́ıce řešeńı, ale

soustava (ATA+ µI)θθθ = ATy už má jediné řešeńı d́ıky regularitě

matice ATA+ µI pro libovolné µ > 0.
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Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u v kontextu

• Jedná se o úlohu konvexńı optimalizace

• Pro velká m se použ́ıvaj́ı numerické metody s garanćı

konvergence k minimu kvadratické funkce ∥Ax− b∥2

• ℓ1-regularizace také zvaná LASSO (least absolute shrinkage

and selection operator) preferuje ř́ıdká řešeńı:

min
x∈Rn

(
∥Ax− b∥2 + µ∥x∥1

)
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