Optimalizace

Aplikace metody nejmensich &tverci

Tomas Kroupa  Tomas Werner
2025

Fakulta elektrotechnicka
CVUT v Praze



Jak na dlohu nejmensich &tverci s LN sloupci

Pro kazdou matici A € R™*" a vektor b € R™ plati

argmin [[Ax —b|> = {x € R" | ATAx = ATb} # 0.
x€R"

e Ma-li A LN sloupce, pak je ATA reguldrni a jediné Yeéeni x*

nalezneme pomoci levé pseudoinverze AT,
x* = (ATA)!ATb.

———
A+

e Ma-li A LZ sloupce, soustava normélnich rovnic ma

nekone&n& mnoho fedeni.



Jak na dlohu nejmensich &tverci s LZ sloupci

1. Regularizace — pro né&jaké p > 0 YeSime regularizovanou ulohu
. 2 2
min [[Ax — bl + x|/,
x€R"
jejimz jedinym optimalnim YeSenim je
x* = (ATA + ul)"!ATb
2. Regeni s nejmensi normou vede na dlohu

: 2 ATAy — AT
min {|x|* | ATAx=ATb} .

jejim# jedinym optimdlnim Ye$enim je x* = (ATA)*ATb,
kde (ATA)T je Moore-Penrosova pseudoinverze



Numericky vypocet FeSeni tlohy nejmensi Etverci

e Je %idouci vyhnout se p¥{imému vypo&tu matice ATA
e Numericky stabilni algoritmy vyuZivaji QR rozklad matice A

e V Julii nebo Matlabu se pouZzije p¥ikaz A\b

P¥iklad (Lauchli, 1961)
Pro e > 0 ma matice A LN sloupce:

Ll 2 1 [y 1
A=lc 0|, b=|e|, x=|_|, ATA= : ,
1 1 1+e¢

0 ¢ £

Pro e = 1078 je ATA numericky singularni.



Ptiklad — nakup reklamy (1)

Na 7 skupin obyvatel cili 3 placené reklamni kandly

Slozka a;; matice A € R"*3 je potet shlédnuti skupinou i

kanalu j na jednotku ndkladi

Cilovy potet shlédnuti obsahu skupinami je b € R’

Hledidme rozd&leni nakladi x € R3 na kanaly tak, aby bylo
priblizné dosazeno cilového poctu shlédnuti, tedy

Ax ~ b
Uloha nejmensich ¢tverci
min ||Ax — b||?
x€R3

Omezeni x1, x2, x3 > 0 ani limit na ndklady zde neuvaZujeme.



P¥iklad — nakup reklamy (2)

Matice A vlivu reklamy na skupiny

"5 Matice A ma LN sloupce,
20 rank A = 3, optimalni

. feSeni je tedy tvaru
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P¥iklad — transformace obrazu (1)

Jak spojit dvé fotky dohromady?




P¥iklad — transformace obrazu (2)

Ptedpoklady
e Jsou ddny referen&ni dvojice bodl (x1,y1),- -, (Xm, Ym)
v obrazcich, kde x;,y; € R?

e Transformace je afinni zobrazeni x € R? — t(x,p) € R?
s parametry p = (p1,..., ps) € R®, kde

pP1 P2
t(x,p) = [
Pa  ps

P3
Pe6

X+

Chceme ¥esit tlohu

min ZHt xi,p) — yi)%

peR® 4

ale nevime, zda jde o quhu nejmensmh Ctvercd.



P¥iklad — transformace obrazu (3)

Reseni

i 2 1 0 0 O
e MiZeme psat t(x;,p) = Ajp = [X,l Xj2 ]

0 0 0 Xi1 X2 1
a potom plati

> lit(xi,p) — yi)I? = ZHAP yill?
i=1

e Posledni soutet je roven ||Ap — y||2, pokud ozna&ime

A; y1
A = : c RZmXG y — : c R2m><1

A, Ym



Regresni model

Zavislost promé&nné y na x modelujeme funkci f tak, aby
y = f(x,0),

kde @ € R" je vektor parametrd.

e Na zdkladé dat (x1,y1), ..., (Xm, ym) Fesime llohu:
[ i f ,‘,0 2
min ;(y (x,9))
° je hodnota r; := y; — f(x;, )
> 17

I
—

e Kvalitu modelu hodnoti nap¥.



Linearni regrese

Volime ©1,-..,pn a predpokladame
F(x,8) = b11(x) + -+ + Ogn(x) = 9(x)TO.

Uloha nejmensich &tverci

Piseme
y1 p1(x1)  pa(xa) .. palx1) 01
y = : ) A = bl 0 = :
Ym SOI(Xm) 802(Xm) e ‘Pn(Xm) On

in — A
[in ly |
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P¥iklad — prokladame body pFimkou

e Mdme m m&¥eni (x;, y;) € R? vahy a vyky
e Vztah mezi prom&nnymi vyjadfuje funkce f(x,0) = 01 + O2x

e Metoda nejmensich &tvercl:
Y1

min2 Hy_A0H27 y = R
fcR
m

ProtoZe existuji alespofi dvé riizna mé¥eni vahy (x; # x;), tak ma
matice A LN sloupce a existuje jediné Yeseni 8* = (ATA)"1ATy.

200

0.60x + 130.

*

0r =130.2, 03 =06

.
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P¥iklad — doprava (1)

o Usek délky 130 m mezi semafory projede automobil za

92X

X
1-3

y =01+

sekund, kde x je polet vSech aut v lseku a 30 je kapacita
useku, 671,65 jsou parametry

e Mdme m = 5 mé&¥eni:

Xi

Yi

20 18 22 21 15
14 10 16 18 8

e Odhadujeme dobu prijezdu tseku, pokud je v ném 12 aut
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P¥iklad — doprava (2)

e Linedrni regrese y = 01 + 22X,
1=30
1 po(x)
kde p1(x) =1, 2(x) = P yeR*a A= :
T30
1 pa(xs)

e Jelikoz A ma LN sloupce, jediné fedeni je 8* = (ATA) ATy
a dostaneme tak 07 = 2.546, 05 = 0.185

Pro x = 12 aut dostaneme dobu
prijezdu y = 6.252s.
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Regrese s polynomy (1) — pfesna interpolace

e Funkce f je polynom stupn& n — 1 proménné x,

f(x,0) = 01 + Oox + 03x> + - - + O,x" 1

2 n—1
1 x1 xx ... X
I x x5 ... Xé’_l
[ ] A =
2 n—1
1 xm x5 ... X5
Interpolace polynomem
Necht jsou vdechny hodnoty xi,. .., X, rizné. Potom m3

Vandermondova matice LN sloupce a existuje jediny polynom
f(x,0%) stupné < m — 1 spliiujici y; = f(x;,0%), i=1,...,m.
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Regrese s polynomy (2) — uloha nejmensich &tverci

e Interpolace vede na polynomy velmi vysokého stupné

e Preferujeme jednoduché modely s vlastnosti generalizace
e Pro m = 101 mé¥eni (x;, y;) porovhdme 3 riizné polynomy:

A Moo | pen
f}’ n ’; if: W
/ 4| 57 39

/1 6| 893 | 201
11 | 7.76 | 12 060

ii5)



Regrese s polynomy (3) — hiebenova (ridge) regrese

o />-regularizace: om]iRn |AG — y||? + u||@]?> pro n&jaké x> 0
E n

e Tato tiloha ma vzdy jediné ¥efeni 8* = (ATA + ul)"*ATy
e Pro polynom stupn& 10 (n=11) dostaneme:

2
T *
Fr—k * Ty
2 ¥ o &
oj‘** s ! ’P’+':#' 1
TRy ] m
’ T > | 167l
- X {t* 4;7‘ i=1
2} Nk e 0.1 ] 11.29 | 10.84
N
e [ 1 | 39.7 | 5.01
3 * R i
~,v\* ’ﬁ‘
4 T Fx
¥
f# *
) 0.1 0.2 03 04 c.‘s 06 0.7 o‘s u‘s 1
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Dalsi vyuziti /,-regularizace

p1(x1)  w2(x1) ... @nlx1)
A .

01(xm) @2(xm) ... ©nlxm)

Sloupce matice A nejsou linedrn& nezavislé:

e linedrni zavislost/korelace mezi riznymi ¢;

e vice prediktor( neZ dat, m < n

Analytické FeSeni (,-regularizované tlohy NC

Soustava normalnich rovnic ATAG = ATy ma vice ¥e&eni, ale
soustava (ATA 4 ul)@ = ATy uz m3 jediné Yedeni diky regularit&
matice ATA + ul pro libovolné > 0.
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Uloha nejmensich ¢tvercii v kontextu

e Jedna se o ulohu konvexni optimalizace

e Pro velkd m se pouzivaji numerické metody s garanci
konvergence k minimu kvadratické funkce ||Ax — b||?

e /;-regularizace také zvana LASSO (least absolute shrinkage

and selection operator) preferuje ¥idka ¥eSent:

in (||[Ax — b2
xrg;Rq(H x — b||® + plx|l1)
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