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hledáńı nejbliž́ıch bod̊u v rovině



Př́ıklad

UVA 10245 - The Closest Pair Problem
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https://onlinejudge.org/index.php?option=onlinejudge&page=show_problem&problem=1186


Hledáńı nejbližš́ıch bodů v rovině

Definice Necht’ S ⊂ R2 je množina bod̊u v rovině. Nalezněte x, y ∈ S

takové, že x ̸= y a plat́ı

a, b ∈ S : ∥a − b∥2 ≥ ∥x − y∥2.
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Naivńı řešeńı

• Naivńı řešeńı spoč́ıvá v iterováńı všech dvojic v O(n2), kde n je počet
bodů v S.
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Řešeńı v O(n log n)

• Pokud bychom hledali nejbližš́ı body v 1D, stačilo by sěradit body a
proj́ıt seznam v O(n log n)

• Udělejme stejný trik ve 2D - sěrad’me body podle x soǔradnice
• Rozdělme je metodou divide-and-conquer podle svislé p̌ŕımky v

soǔradnici xd

• Nejbližš́ı dvojice bodů je bud’ v levé polovině, v pravé . . . nebo pobĺıž
dělićı p̌ŕımky
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Dvojice bodů pobĺıž dělićı hranice?

• Necht’ je δ minimum ze vzdálenost́ı dvojic bodů zleva a zprava
• Stač́ı nám proj́ıt body, které jsou v intervalu ⟨xd − δ, xd + δ⟩
• Pro každý bod spočteme vzdálenost k několika daľśım
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Pseudokód
function Closest-Pair(S)

Px ← Sort-by-X(S)
Py ← Sort-by-Y(S)
return Closest-Pair-Recursive(Px, Py)

end function

function Closest-Pair-Recursive(Px, Py)
n← Lenght(Px)
if n ≤ 3 then return Closest-Pair-Brute-Force(Px)
xd ← Px[⌊n

2 ⌋].x
δl ← Closest-Pair-Recursive(Px[0 : ⌊n

2 ⌋], [p ∈ Py | p.x ≤ xd])
δr ← Closest-Pair-Recursive(Px[⌊n

2 ⌋ :], [p ∈ Py | p.x > xd])
δ = min{δl, δr}
P ′

y ← [p ∈ Py | |p.x− xd| < δ]
for i do{0, 1, . . . , Lenght(P ′

y)− 1}
for j do{i + 1, i + 2 . . . , min{i + 7, Lenght(P ′

y)− 1}}
δ ← min{δ, dist(P ′

y[i], P ′
y[j])}

end for
end for
return δ

end function
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Asymptotická složitost

• Poťrebujeme ukázat, že merge je v čase O(n)

• Můžeme si rozdělit okoĺı bodu na stejně velké čtverce o velikosti δ
2

• V každém čtverci je maximálně jeden bod (jinak by minimum zleva a
prava nebylo δ

• Stač́ı nám proj́ıt tedy maximálně 7 bodů na vod z pásu ⟨xd − δ, xd + δ⟩
• Podle mistrovské věty (podobně jako merge sort nebo quick sort) je

pak čas běhu
O(n log(n)).
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konvexńı obálka



Př́ıklad

UVA 218 - Moth Eradication
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https://onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&category=16&page=show_problem&problem=154


Hledáńı konvexńı obálky

Definice Necht’ S ⊂ R2 je množina bod̊u v rovině. Konvexńı obálka
množiny S je nejmenš́ı možná konvexńı množina taková, že obsahuje S

Neformálně řečeno, jde o natažený gumový provaz, který obeṕıná
všechny body S.

11



Naivńı řešeńı

• Začneme bodem nejv́ıce vlevo, ten je určitě v obálce
• Půjdeme bod po bodu a budeme hledat vždy bod, který muśı být z

konvexńı obálky
• Podobné nav́ıjeńı provázku na body (někdy se tomuto ř́ıká provázkový

algoritmus)
• Běž́ı až O(n2)
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Zametaćı p̌ŕımka

• Sěrad́ıme body podle x-ové soǔradnice
• Tvǒŕıme ”horńı“ a ”dolńı“ obálku - potkaj́ı se v bodu nejv́ıce vlevo a

nejv́ıce vpravo
• Uvažme horńı obálku - p̌ridáme vždy daľśı bod a kontrolujeme, zda jde

o konvexńı útvar
• Př́ıpadně vyhod́ıme existuj́ıćı bod
• Horńı obálka se muśı stáčet vpravo
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Př́ıklad
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Jak ově̌rit zda je trojice bodů orientovaná vpravo

• Pomůže lineárńı algebra
• Uvažme trojici bodů p−2, p−1, p

• Necht’ (x1, y1) = p−1 − p−2 a necht’ (x2, y2) = p − p−1.
• Trojice je levotočivá (a ne kolineárńı), pokud

x1y2 − x2y1 > 0.

• (V následuj́ıćım slide je jiná, ale obdobná podḿınka).
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Pseudokód (Andrew’s Monotone Chain)
function Convex-Hull(S)

P ← Sort-Lexicographically(S)
l← empty stack ◃ Dolńı obálka
for p doP

while Lenght(l) ≥ 2 ∧ Cross(l[−2], l[−1], p) ≤ 0 do Pop(l)
end while
Push(p, l)

end for
Pop(l) ◃ Abychom neměli posledńı bod dvakrát
u← empty stack ◃ Horńı obálka
for each p in Reverse(P ) do

while Lenght(u) ≥ 2 ∧ Cross(u[−2], u[−1], p) ≤ 0 do Pop(u)
end while
Push(p, u)

end for
Pop(u) ◃ Abychom neměli posledńı bod dvakrát
return Concatenate(l,u)

end function
function Cross(o, a, b)

return (a.x− o.x) · (b.y − o.y)− (a.y − o.y) · (b.x− o.x)
end function
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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