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grafy



Co je graf?

Definice Graf je trojice G = (V, E, ϵ), kde V je množina vrchol̊u, E je
množina hran a ε : E 7→ V × V je zobrazeńı incidence.

• Grafy rozlǐsujeme na orientované (hrany jsou dvojice vrchol̊u, kde zálež́ı
na pǒrad́ı) a neorientované (hrany jsou množiny vrchol̊u bez pǒrad́ı).

• Často zkracujeme m = |E| a n = |V |.
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Jak uložit graf v paměti?

• V listu sousednosti si pamatujeme pro každý vrchol množinu jeho
sousedů.

• V matici sousednosti si pamatujeme pro každou dvojici vrchol̊u
p̌ŕıznak, zda jsou propojeny hranou.
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Př́ıklad
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prohledáváńı graf̊u



Proč prohledáváńı graf̊u

• Zkontrolovat, zda je śıt’ spojitá.
• Hledáńı nejkraťśı cesty, plánováńı cest.
• Prohledáváńı stavového prostoru, formulováńı plánu (nap̌r. jak vy̌rešit

sudoku).
• Spoč́ıst komponenty grafu.
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Požadavky na algoritmus prohledávaj́ıćı graf

• Algoritmus muśı umět nalézt cestu do všech vrchol̊u, které jsou
dosažitelné.

• Nechceme procházet žádné části grafu v́ıcekrát.
• Požadujeme lineárńı čas běhu (O(m + n)).
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Obecný algoritmus

function Generic-Graph-Search(graph, s)
Označ s jako navšt́ıvené
while lze nalézt hranu (u, v), že u bylo navšt́ıveno a v ne do

(u, v)← libovolná hrana, kde u bylo navšt́ıveno a v ne
Označ v jako navšt́ıvené

end while
end function
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Prohledáváńı je úplné

Tvrzeńı Na konci je vrchol v navšt́ıvený právě tehdy, když G obsahuje
cestu z s do v.
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Důkaz
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Rozd́ıly mezi BFS a DFS

Algoritmy se odlǐsuj́ı podle toho v jakém pǒrad́ı vrcholy prohledávaj́ı

• BFS (Breadth-First Search, prohledáváńı do š́ı̌rky)
• Vrcholy jsou prohledávány po úrovńıch.
• Sousedi jedné úrovně tvǒŕı daľśı úroveň.
• Může poč́ıtat nejkraťśı cesty a komponenty souvislosti.
• O(m + n) s frontou.

• DFS (Depth-First Search, prohledáváńı do hloubky)
• Prohledáváme stále hlouběji, backtrackujeme jen když muśıme.
• Poč́ıtá topologické oč́ıslováńı a silné komponenty souvislosti.
• O(m + n) se zásobńıkem.
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bfs



Pseudokód

function Breadth-First-Search(graph, s)
Q← new FIFO queue
Add(Q, s)
Mark-Visited(s)
while Size(Q) ̸= 0 do

v ← Remove(Q)
for all edges (v, w) do

if Unvisited(w) then
Mark-Visited(w)
Add(Q, w)

end if
end for

end while
end function
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Př́ıklad
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BFS splňuje požadavky na prohledávaćı algoritmus

Tvrzeńı Na konci BFS navšt́ıv́ı v ⇔ v G existuje cesta z s do v.

Důkaz

Tvrzeńı Čas běhu BFS je O(ms + ns).

Důkaz
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Důkaz
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Důkaz

15
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Aplikace na hledáńı nejkraťśıch cest

Ćıl: spoč́ıst dist(v), což je nejmenš́ı počet hran na cestě z s do v.

function Breadth-First-Search(graph, s)
Q← new FIFO queue
Add(Q, s)
Mark-Visited(s)

dist(v) =
{

0, pro v = s,

∞ jinak.

while Size(Q) ̸= 0 do
v ← Remove(Q)
for all edges (v, w) do

if Unvisited(w) then
Mark-Visited(w)
Add(Q, w)
dist(w) = dist(v) + 1

end if
end for

end while
end function
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Př́ıklad
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BFS hledá nejkraťśı cesty

Tvrzeńı Na konci BFS plat́ı dist(v) = i ⇔ v lež́ı v i-té vrstvě.

Důkaz
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BFS hledá nejkraťśı cesty
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dfs



Př́ıklad

DFS prohledává graf v́ıce agresivně a vraćı se co nejméně.
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Pseudokód

Nahrad́ıme frontu zásobńıkem
function Depth-First-Search(graph, s)

Q← new LIFO stack
Add(Q, s)
Mark-Visited(s)
while Size(Q) ̸= 0 do

v ← Remove(Q)
for all edges (v, w) do

if Unvisited(w) then
Mark-Visited(w)
Add(Q, w)

end if
end for

end while
end function
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Pseudokód, rekurzivně

function Depth-First-Search(graph, s)
Mark-Visited(s)
for all edges (s, v) do

if Unvisited(v) then
Depth-First-Search(graph, v)

end if
end for

end function
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DFS splňuje požadavky na prohledávaćı algoritmus
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topologické oč́ıslováńı



Topologické oč́ıslováńı

Definice (Topologické oč́ıslováńı) Topologické oč́ıslováńı
orientovaného grafu G = (V, E) je bijekce f : V 7→ 1, 2, . . . , n taková, že

(u, v) ∈ E ⇒ f(u) < f(v).

Proč nás zaj́ımá topologické oč́ıslováńı?

• V jakém pǒrad́ı je ťreba vystudovat p̌redměty, abychom měli splněné
prerekvizity.

• V jakém pǒrad́ı skládat výrobek.
• Aplikace v mnoha algoritmech.
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Existence topologického oč́ıslováńı

Věta Graf má topologické oč́ıslováńı právě tehdy, když neobsahuje
orientovaný cyklus.

Grafy bez orientovaných cykl̊u se nazývaj́ı acyklické, angličtině directed
acyclic (DAG).
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Naivńı p̌ŕıstup

• Každý DAG muśı obsahovat vrchol, ze kterého nevedou hrany
• Tento vrchol odstrańıme (s odpov́ıdaj́ıćımi hranami) a opakujeme
• Všechny dosažitelné vrcholy muśı být v č́ıslováńı, abychom mohli

vrchol odstranit
function Dummy-topsort(graph) returns topological sort f

v ← sink vertex
f(v) = n

Dummy-topsort(graph \ {v})
end function
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Prohledáváńım do hloubky
function Topological-Ordering(graph) returns topological ordering f of the
graph

f ← empty ordering
current-label = Vertices-Count(graph)
for all node ∈ graph do

if Unvisited(node) then
Depth-First-Search(graph, node)

end if
end for

end function

function Depth-First-Search(graph, s)
Mark-Visited(s)
for all edges (s, v) do

if Unvisited(v) then
Depth-First-Search(graph, v)

end if
end for
f(s) = current-label
current-label = current-label− 1

end function
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Př́ıklad
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Čas běhu a korektnost

• Běž́ı v O(m + n).
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problém silně souvislých komponent



Silně souvislá komponenta

Definice (Silně souvislá komponenta) Necht’ G = (V, E) je
orientovaný graf. Silně souvislé komponenty grafu G jsou množiny
ekvivalence relace u ∼ v, která je definovaná jako ”existuje orientovaná
cesta z u do v a z v do u“.

• Silně souvislé komponenty někdy zkracujeme SCCs (z anglického
strongly connected components)
• Je-li graf tvǒrený jednou komponentou souvislosti, pak mluv́ıme o silně

souvislém grafu
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Př́ıklad
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Jak naj́ıt silně souvislé komponenty?

• DFS nalezne všechny vrcholy dostupné z nějakého vrcholu
• V komponentě, která funguje podobně jako sink vertex toto funguje
• Poťrebujeme tedy pustit DFS ze ”správného“ vrcholu
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Kosarajiho dvoupr̊uchodový algoritmus

• Algoritmus spust́ı dvakrát DFS
• V prvńım pr̊uchodu si sěrad́ı topologicky representanty silně souvislých

komponent
• Tomuto metagrafu tvǒrenému komponentami se ř́ıká kondenzace grafu
• V druhém pr̊uchodu jsou komponenty jedna po druhé odhalovány

pomoćı DFS
• Čas běhu v O(|V |+ |E|)
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function Strongly-Connected-Components(graph) returns strongly connected components
of the graph

reversed← graph with all arcs reversed
DFS-Loop(reversed)
DFS-Loop(graph)
return components represented by leader vertex

end function
Require: all nodes of the graph are labelled from 1 to n

function DFS-Loop(graph)
time = 0
start = null
for i = n to 1 do

if Unvisited(i) then
start← i

Depth-First-Search(graph, i)
end if

end for
end function
function Depth-First-Search(graph, i)

Mark-Visited(i)
Set-Leader(i, start)
for all edges (i, j) do

if Unvisited(j) then
Depth-First-Search(graph, j)

end if
end for
time← time + 1
f(i) = time

end function 36



Př́ıklad
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Proč je algoritmus korektńı

Důkaz
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Lze naj́ıt komponenty na jeden pr̊uchod?

• Označujeme komponenty podle času DFS návštěvy
• low-link je nejmenš́ı index nějakého vrcholu, kam se dá dostat pomoćı

DFS
• Vrcholy se stejným low-linkem paťŕı do stejné komponenty silné

souvislosti
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Stack invariant

• Low-link nesḿıme poč́ıtat do topologicky následuj́ıćıch komponent
• Z tohoto důvodu drž́ıme zásobńık otev̌rených uzl̊u, které využ́ıváme k

updatu lowlinku
• Z platných uzl̊u na zásobńıku se pak odebere komponenta (uzly t́ım

uzav̌reme)
• Poté, co navšt́ıv́ıme všechny sousedy, je-li low-link stejný jak index

vrcholu, pak vrchol zač́ıná na zásobńıku komponentu
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Aktualizace low-linku

• Při DFS návštěvě nějakého již navšt́ıveného souseda
• Při návratu z DFS rekurze - jako minimum hodnoty a hodnoty

potomka
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Př́ıklad
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Tarjanův algoritmus (zdroj: Wikipedia)
algorithm tarjan(input: graph G = (V, E)):

index := 0; S := empty stack
for each v in V do: if v.index is undefined then: strongconnect(v)

function strongconnect(v)
v.index := index; v.lowlink := index; index := index + 1
S.push(v); v.onStack := true

for each (v, w) in E do
if w.index is undefined then

// Successor w has not yet been visited; recurse on it
strongconnect(w)
v.lowlink := min(v.lowlink, w.lowlink)

else if w.onStack then
// Successor w is in stack S and hence in the current SCC
// If w is not on stack, then (v, w) points to an SCC already found and must be ignored
// Note: The next line is correct; w.lowlink is correct too
v.lowlink := min(v.lowlink, w.index)

// If v is a root node, pop the stack and generate an SCC
if v.lowlink = v.index then

start a new strongly connected component
repeat

w := S.pop(); w.onStack := false
add w to current strongly connected component

while w != v output the current strongly connected component 43
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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