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GRAFY



Co je graf?

Definice Graf je trojice G = (V, E,¢€), kde V' je mnoZina vrchold, E je
mnoZina hran ae : E— V X V je zobrazeni incidence.

e Grafy rozliSujeme na orientované (hrany jsou dvojice vrcholi, kde zlezi
na pofadi) a neorientované (hrany jsou mnoZiny vrchold bez poradi).

o Casto zkracujeme m = |E| an = |V/|.



Jak ulozit graf v paméti?

e V listu sousednosti si pamatujeme pro kazdy vrchol mnozinu jeho
soused(l.

e V matici sousednosti si pamatujeme pro kazdou dvojici vrcholii
ptiznak, zda jsou propojeny hranou.



Priklad




PROHLEDAVANI GRAFU



Pro¢ prohledavani grafii

Zkontrolovat, zda je sit spojita.

Hledani nejkratsi cesty, planovani cest.

e Prohledavani stavového prostoru, formulovani planu (napf. jak vyfesit
sudoku).

Spocist komponenty grafu.



Pozadavky na algoritmus prohledavajici graf

e Algoritmus musi umét nalézt cestu do vsech vrcholi, které jsou
dosazitelné.

e Nechceme prochazet zadné Casti grafu vicekrat.

e Pozadujeme linedrni €as béhu (O(m + n)).



Obecny algoritmus

function GENERIC-GRAPH-SEARCH(graph, s)
Oznat s jako navstivené
while Ize nalézt hranu (u,v), Ze u bylo navstiveno a v ne do
(u,v) + libovolna hrana, kde u bylo navstiveno a v ne
Oznal v jako navstivené
end while
end function



Prohledavani je uplné

Tvrzeni Na konci je vrchol v navstiveny pravé tehdy, kdyz G obsahuje
cestu z s dov.
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Rozdily mezi BFS a DFS

Algoritmy se odliSuji podle toho v jakém poradi vrcholy prohledavaji
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Rozdily mezi BFS a DFS

Algoritmy se odliSuji podle toho v jakém poradi vrcholy prohledavaji

e BFS (Breadth-First Search, prohledavani do Sitky)

e Vrcholy jsou prohledédvany po trovnich.

Sousedi jedné Grovné tvofi dalsi droven.
e Mize pocitat nejkratsi cesty a komponenty souvislosti.
O(m + n) s frontou.
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Rozdily mezi BFS a DFS

Algoritmy se odliSuji podle toho v jakém poradi vrcholy prohledavaji

e BFS (Breadth-First Search, prohledavani do Sitky)

e Vrcholy jsou prohledédvany po trovnich.

e Sousedi jedné Grovné tvofi dalsi droven.

e Mize pocitat nejkratsi cesty a komponenty souvislosti.
e O(m+n) s frontou.

e DFS (Depth-First Search, prohledavani do hloubky)

e Prohledavame stale hloubéji, backtrackujeme jen kdyz musime.
e Pocita topologické ocislovani a silné komponenty souvislosti.
e O(m + n) se zasobnikem.
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BFS



Pseudokod

function BREADTH-FIRST-SEARCH(graph, s)
Q@ < new FIFO queue
ADD(Q, s)
MARK-VISITED(s)
while S1ZE(Q) # 0 do

v <~ REMOVE(Q)
for all edges (v, w) do
if UNVISITED(w) then
MARK-VISITED(w)
ADD(Q, w)
end if
end for

end while
end function
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Priklad
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BFS splnuje pozadavky na prohledavaci algoritmus

Tvrzeni Na konci BFS navstiviv < v G existuje cesta z s do v.
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BFS splnuje pozadavky na prohledavaci algoritmus

Tvrzeni Na konci BFS navstiviv < v G existuje cesta z s do v.
Diikaz

Turzeni Cas béhu BFS je O(my + ny).
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BFS splnuje pozadavky na prohledavaci algoritmus

Tvrzeni Na konci BFS navstiviv < v G existuje cesta z s do v.
Duikaz
Turzeni Cas béhu BFS je O(my + ny).

Dikaz

15



Aplikace na hledani nejkratSich cest

Cil: spotist dist(v), coz je nejmensi pocet hran na cesté z s do v.
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Aplikace na hledani nejkratSich cest

Cil: spotist dist(v), coz je nejmensi pocet hran na cesté z s do v.

function BREADTH-FIRST-SEARCH(graph, s)
Q@ < new FIFO queue
ADD(Q, 5)
MARK-VISITED(s)

dist(v) = {O, pro v = s,
oo jinak.
while S1ZE(Q) # 0 do
v <~ REMOVE(Q)
for all edges (v, w) do
if UNVISITED(w) then
MARK-VISITED(w)

ADD(Q, w)
dist(w) = dist(v) + 1
end if
end for

end while e



Priklad
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BFS hleda nejkratsi cesty

Tvrzeni Na konci BFS plati dist(v) =i << v leZi v i-té vrstvé.
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BFS hleda nejkratsi cesty

Tvrzeni Na konci BFS plati dist(v) =i << v leZi v i-té vrstvé.

Dukaz
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DF'S




Priklad

DFS prohledava graf vice agresivné a vraci se co nejméné.
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Pseudokod

Nahradime frontu zasobnikem

function DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, s)
Q@ + new LIFO stack
ApD(Q, 5)
MARK-VISITED(s)
while S1ZE(Q) # 0 do
v + REMOVE(Q)
for all edges (v, w) do
if UNVISITED(w) then
MARK-VISITED(w)
ApD(Q, w)
end if
end for
end while
end function
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Pseudokdd, rekurzivné

function DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, s)
MARK-VISITED(s)
for all edges (s,v) do
if UNVISITED(v) then
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, v)
end if
end for
end function

22



DFS splnuje pozadavky na prohledavaci algoritmus

Tvrzeni Na konci DFS navstiviv < v G existuje cesta z s do v.
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DFS splnuje pozadavky na prohledavaci algoritmus

Tvrzeni Na konci DFS navstiviv < v G existuje cesta z s do v.
Diikaz

Turzeni Cas béhu DFS je O(my + ns).
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DFS splnuje pozadavky na prohledavaci algoritmus

Tvrzeni Na konci DFS navstiviv < v G existuje cesta z s do v.
Duikaz
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Dikaz
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TOPOLOGICKE OCISLOVANI




Topologické ocislovani

Definice (Topologické ocislovani) Topologické ocislovani
orientovaného grafu G = (V, E) je bijekce f : V — 1,2,...,n takovd, Ze

(u,v) eE = flu) < f(v).

Pro¢ nas zajima topologické ocislovani?

e V jakém poradi je tfeba vystudovat pfedméty, abychom méli splnéné
prerekvizity.
e V jakém poradi sklddat vyrobek.

e Aplikace v mnoha algoritmech.
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Existence topologického ocislovani

Véta Graf ma topologické ocislovani pravé tehdy, kdyz neobsahuje
orientovany cyklus.

Grafy bez orientovanych cykli se nazyvaji acyklické, anglictiné directed
acyclic (DAG).
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Naivni pristup

e Kazdy DAG musi obsahovat vrchol, ze kterého nevedou hrany

e Tento vrchol odstranime (s odpovidajicimi hranami) a opakujeme

e VSechny dosazitelné vrcholy musi byt v Cislovani, abychom mohli
vrchol odstranit

function DUMMY-TOPSORT(graph) returns topological sort f
v <4 sink vertex
@) =n
DUMMY-TOPSORT(graph \ {v})

end function
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Prohledavanim do hloubky

function TOPOLOGICAL-ORDERING(graph) returns topological ordering f of the
graph
f < empty ordering
current-label = VERTICES-COUNT(graph)
for all node € graph do
if UNVISITED(node) then
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, node)
end if
end for
end function

function DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, s)
MARK-VISITED(s)
for all edges (s,v) do
if UNVISITED(v) then
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, v)
end if
end for
f(s) = current-label
current-label = current-label — 1
end function
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Priklad
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Cas b&hu a korektnost

e Bé&ziv O(m+n).
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PROBLEM SILNE SOUVISLYCH KOMPONENT




Silné souvisla komponenta

Definice (Silné souvisla komponenta) Necht G = (V, E) je
orientovany graf. Silné souvislé komponenty grafu G jsou mnoZiny
ekvivalence relace u ~ v, ktera je definovand jako ,existuje orientovand
cestazu dov azv dou”.

e Silné souvislé komponenty nékdy zkracujeme SCCs (z anglického
strongly connected components)

e Je-li graf tvofeny jednou komponentou souvislosti, pak mluvime o silné
souvislém grafu
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Priklad
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Jak najit silné souvislé komponenty?

e DFS nalezne vSechny vrcholy dostupné z néjakého vrcholu
e V komponenté, kterd funguje podobné jako sink vertex toto funguje

o Potfebujeme tedy pustit DFS ze ,spravného” vrcholu
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Kosarajiho dvoupriichodovy algoritmus

Algoritmus spusti dvakrat DFS

e V prvnim priichodu si sefadi topologicky representanty silné souvislych
komponent

Tomuto metagrafu tvorenému komponentami se fikd kondenzace grafu

V druhém prichodu jsou komponenty jedna po druhé odhalovany
pomoci DFS

Cas béhu v O(|V| + |E)
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function STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS(graph) returns strongly connected components

of the graph
reversed <— graph with all arcs reversed
DFS-Loop(reversed)
DFS-Loop(graph)
return components represented by leader vertex
end function
Require: all nodes of the graph are labelled from 1 to n
function DFS-Loor(graph)
time = 0
start = null
fori =n to1ldo
if UNVISITED(%) then
start <— ¢
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, %)
end if
end for
end function
function DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, i)
MARK-VISITED(4)
SET-LEADER(4, start)
for all edges (¢, j) do
if UNVISITED(j) then
DEPTH-FIRST-SEARCH(graph, j)
end if
end for
time < time 4 1
f (@) = time

end function
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Priklad
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ProcC je algoritmus korektni

Diikaz
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Lze najit komponenty na jeden priichod?

e Oznadujeme komponenty podle ¢asu DFS navstévy

e low-link je nejmensi index néjakého vrcholu, kam se da dostat pomoci
DFS

e Vrcholy se stejnym low-linkem patfi do stejné komponenty silné
souvislosti
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Stack invariant

Low-link nesmime pocitat do topologicky nasledujicich komponent

Z tohoto diivodu drzime zasobnik otevienych uzll, které vyuzivame k
updatu lowlinku

Z platnych uzld na zdsobniku se pak odebere komponenta (uzly tim
uzavfeme)

e Poté, co navstivime vSechny sousedy, je-li low-link stejny jak index
vrcholu, pak vrchol zaéind na zasobniku komponentu
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Aktualizace low-linku

e Pfi DFS navstévé néjakého jiz navstiveného souseda
o P¥i ndvratu z DFS rekurze - jako minimum hodnoty a hodnoty
potomka
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Priklad
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Tarjandv algoritmus (zdroj: Wikipedia)

algorithm tarjan(input: graph G = (V, E)):
index := 0; S := empty stack
for each v in V do: if v.index is undefined then: strongconnect(v)

function strongconnect(v)
v.index := index; v.lowlink := index; index := index + 1
S.push(v); v.onStack := true

for each (v, w) in E do

if w.index is undefined then
// Successor w has not yet been visited; recurse on it
strongconnect (w)
v.lowlink := min(v.lowlink, w.lowlink)

else if w.onStack then
// Successor w is in stack S and hence in the current SCC
// If w is not on stack, then (v, w) points to an SCC already found and mu
// Note: The next line is correct; w.lowlink is correct too
v.lowlink := min(v.lowlink, w.index)

// If v is a root node, pop the stack and generate an SCC
if v.lowlink = v.index then
start a new strongly connected component
repeat
w := S.pop(); w.onStack := false
add w to current strongly connected component
while w != v output the current strongly connected component 43
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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