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Ortogonalni projekce vektoru do rngU

Na tomto slide U € R™" znaéi matici s ortonormalnimi sloupci.

m Tvrzeni: Necht z € R™ je libovolny vektor. Pak vektor x = UU"z leZi v
rng U a ma ze v8ech prvkd z rng U nejkratsi vzdalenost od vektoru z.
Takze (x-2z) L rngU.

m Vektor x z pfedchoziho bodu je tedy feSenim optimalizaCni ulohy
min{]|x - z||; x € rngU}

a nazyvame ho ortogonalni projekce vektoru z do rngU

m Souradnice projekce vzhledem k bazi u,,u,,...,u, (sloupce matice U)
najdeme ve vektoru U'z, tedy jsou to &isla ujz, ulz, ..., u/z.

m Matici UU" nazyvame ortogonalini projektor do rngU, protoZe zobrazeni
f:R™ —» R™ definované predpisem f(z) = (UU") z je projekce do rngU,
ktera promita na rngU sveé vzory kolmo.

m Obecna linearni projekce je zobrazeni f(x) = Px, kde matice P ma
vlastnost idempotence: P? = P. Ortogonalni projektor je navic symetricka
matice, P = P'.



Ortogonalni rejekce

| na tomto slide U € R™" znaéi matici s ortonormalnimi sloupci.

m Tvrzeni: Oznaéme X = (rngU)*. Necht z € R" je libovolny vektor. Pak
vektory = (1 - UUT)z leZi v X a m& ze vSech prvkd z X nejkratsi vzdalenost
od vektoru z. Takze (y - z) L X, neboli (y - z) € rngU.

m Vektoru y z pfedchoziho bodu fikame ortogonalni rejekce.

m Pro kazdy vektor z plati, z = x + y, kde x je ortogonalni projekce z na rngU
ay je odpovidajici rejekce.
m Velikost rejekce je rovna vzdalenosti z od rng U, tedy ||yl = [|x - z]|.




Pfiklady

Projekce na podprostor dimenze 1

Podprostor dimenze 1 je pfimka Span{a}, kde a je nenulovy smérovy

vektor pfimky. Vytvofime jednosloupcovou matici U = ﬁ [a]. Ta obsahuje

ve svem sloupci ortonormalni bazi, projekci Ize pak spocitat:

;
Toy_ A Z
a(a z)-—aTaa

x=UU"z=
llall?

Totéz plyne pfimo z geometrické vlastnosti skalarniho soucinu.
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Projekce na podprostor dimenze 1

Podprostor dimenze 1 je pfimka Span{a}, kde a je nenulovy smérovy
vektor pfimky. Vytvofime jednosloupcovou matici U = ﬁ [a]. Ta obsahuje

ve svém sloupci ortonormalni bazi, projekci Ize pak spocitat:
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Totéz plyne pfimo z geometrické vlastnosti skalarniho soucinu.

Vzdalenost bodu z od afinniho prostoru U'x = b

Ptedpokladame matici U s ortonormalnimi sloupci. Vezmeme néjakée
partikuldrni Fedeni p, pro které je U'p = b a hledanou vzdalenost
spocitame jako vzdalenost projekce z od projekce p. Tedy:

d = luu"z-UU'p| = ULz - Ub| = [U(U'z-b)| = [U'z-b].
Posledni rovnost plyne z faktu, ze f(x) = Ux je isometrie.



Gram-Schmidtova ortogonalizace

Ke kazdeé bazia,,a,,...,a, nejakého podprostoru existuje ortonormalni
baze stejného podprostoru q,,q,,...,q,, pro kterou plati:
Spanfa,,a,,...,a}=Span{q,,q,,...,q;} Vi={1,2,...,R}. (1)

m Cilovou baziq,,q,,...,q, mizeme vnimat jako modifikaci zadané baze
,v mezich mirného pokroku“ s poZzadavkem, aby cilova baze byla
ortonormalni.

m Toto tvrzeni je geometricky velmi nazorné.
m Postup sestaveni baze q,,q,,...,q, mize byt nasledujici:
= ¢, je normalizovany a,.
= Pro i > 1 najdeme kolmou projekci X. vektoru a; do Span{q,,...,q;_ 1}
a ddle spoéitame rejekcei q; = a. - x., konecne q je normalizovany q;.
= \/zorecCek pro vypocet prOJekce X: pfitom zname z pfedchoziho:
i-1
= > (g/a)q
j=1
ProtoZe q; = LK(q,,...,q;_,d;), plati pravidlo (1) o obalech.




QR rozklad

QR rozklad neni nic jiného, nez Gram-Schmidtova ortogonalizace
vyjadfena maticovym nasobenim. Pfedpokladejme, ze A= [a,,...,a ] je
matice s linearné nezavislymi sloupci.

Redukovany QR rozklad

Pro matici A € R™" existuje Q € R™" s ortonormalnimi sloupci a
R € R™" horni trojuhelnikova tak, Ze A = QR.

Pozorovani: Matice Q obsahuje ve sloupcich bazi q; z Gram-Schmidtovy
ortogonalizace baze a,. Matice R obsahuje soufadnice vektoru a;
vzhledem k bazi q;, viz téZ pravidlo linearnich obald (1).

Piny QR rozklad

Pro A € R™" existuje Q € R™™ ortogonalni a R € R™" horni
trojuhelnikova tak, ze A = QR.

Na rozdil od pfedchoziho je Q rozsSifena o sloupce s bazi ortogonalniho
doplriku podprostoru Spanfa,,...,a } a R ma dolni fadky zcela nulové.



QR rozklad, poznamky

m QR rozklad matice s LN sloupci (ani redukovany) neni jednoznacny:
kazdy jednotlivy sloupec matice Q maze byt vynasoben Cislem -1 a
dostavame rovnéz QR rozklad.

m Pfi pozadavku na kladna ¢isla na diagonale matice R je redukovany QR
rozklad matice s LN sloupci jiz jednoznacny.

» Uplny QR rozklad zobrazi v pravém bloku matice Q (ve sloupcich
n+1,...,m) ortonormalni bazi fedeni soustavy A'x = 0 jako ,vedlejsi efekt
vypocCtu®.

m Jsou-li sloupce matice A lin. zavislé, pak sloupcum, které jsou linearni
kombinaci pfedchozich odpovidaji nuly v matici R, tj. rozklad také existuje.

m Je-li A Ctvercova, pak detA = +detR, protoze detQ = +1. Pfitom detR
spocitame levné jako soucin diagonalnich prvkau.

= V Matlabu spocitdme Uplny QR rozkad pomoci [Q R] = qr(A) a
redukovany pomoci [Q R] = qr(A,0).

m Algoritmus na QR rozkad implementovany v pocitacovych systémech se

opira obvykle o Householderovy matice a nekopiruje postup pfi
Gram-Schmidtové ortogonalizaci.



Reseni soustav Ax = b QR rozkladem

Necht A = QR je plny QR rozklad matice A. Pak mizeme feSit soustavu

Ax = b takto:
Ax=b

QRx=b
Q'QRx=Q'b
Rx=Qb
m Soustavu Rx = ¢ muzeme feSit zpétnou substituci.

m Numericka implemetace QR rozkladu je stabilngjsi nez Gaussova
eliminace.




