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Matice, soucet a soucin matic

Definice:

A e R™" B e R™", pak definujeme soucet C = A + B po prvcich:
Cjj=a; + b,.j a nasobek skalarem € = a A rovnéz po prvcich: Cj=aay.
Je-liA € R™P,B € RP*", pak definujeme soucin C = AB, C € R™" po

P
prvcich: Cij = 2k=1 aikbkj.

Blokovy pohled na nasobeni matic:
Jsou-li matice A, B rozdéleny do blokU takto:

A, ... A, B, ... B,
A= ... e |, B=| ... ... ...,
A o Ay B, ... By,
pak je
2A By oo 2AB,
C = AB, C-= )
>A B, ... ZApkBkn

Rozmyslime si, jak velké museji byt bloky, aby toto nasobeni bylo

definovano.



Vektorovy prostor, vektory, znaceni

m V optimalizaci si vysta¢ime s vektorovym (linearnim) prostorem R".

m Scitani vektord po sloZzkach, nasobeni skalarem kazdou sloZku.

m Geometricka interpretace vektorl jako orientovanych usecek &i bodu je
Casto velmi uzite€na.

m Vektory piSeme tu€né: x,y a tim je odliSime od skalart z R.

m Vektor v kontextu maticového nasobeni vzdy povazujeme za
jednosloupcovou matici.

m Mame tedy linearni prostor matic R™ ktery ztotoZnime s R".
m Standardni bazi v R" oznaCujeme e, e,,...,e,.

m JedniCkovy vektor (sloupec jednicek) znacime 1.

m Radkovy vektor piseme pomoci transpozice: x',y’.

m Chceme-li vypsat slozky vektoru, piSeme je oddélené ¢arkou v kulatych
zavorkach do radkl (usetfime misto) nebo v hranatych zavorkach do
sloupcd.

m Budeme potfebovat vyhradné standardni skalarni soucin.
m Skalarni soudin vektor( x, y zapisujeme jako maticové nasobeni x"y.



Dusledky blokového nasobeni matic

Soucin Ax po sloupcich

X
[ | Ax=[a1 an][;]=a1[X1]+"'+an[Xn]=X1a1 +-..+Xnan
n

= Ax je tedy LK sloupcll A s koeficienty x. (velmi dlleZite!).

= Je tedy rngA = {Ax; x € R"} = Span{a,,...,a,}.
Soucin Ax po radcich

= Nyni zna&im a; fadky matice A:

Y alx
AX=| : [x=] :
T T

a, a x

m TakzZe v jednotlivych slozkach vektoru Ax jsou skalarni souciny fadku
matice A s vektorem x.




Ruzné pohledy na soustavu lin. rovnic

Homogeni soustava Ax =0

m OznaCme a,-T fadky A. Pro feSeni x plati a,-Tx = 0, tedy x je kolmy na
vSechny fadky matice A. Prostor vSech feSeni znaCime NullA a je tedy
kolmy na fadkovy prostor matice A a tvofi ortogonalni doplnék.

m Re&ime-li tuto soustavu, hleddme béazi prostoru kolmého na fadkovy
prostor matice A. Proto plati véta:

dim NullA+dimrngA”’ =n, kde A € R™"

Nehomogenni soustava Ax = b

m OznaCme A =[a, ... a,]. Aby mela soustava feSeni, musi b € Span{a },
to je ekvivalentni s rank A = rank[A b] (Frobeniova véta).
P¥ipominam: rank A = dimrngA = dim rngA’.
m Ma-li A LN fadky, pak dle Frobeniovy véty ma feSeni pro kazdé b € R™
(protoze rank A = rank[A b] = m).
m Ma-li A LN sloupce (tvofi bazi rngA), pak hledame soufadnice vektoru b
v této bazi. Takove feseni je jediné.
m Vektor x lezi v pruniku nadrovin a,-Tx =b..



Priklad
Mame dany tyto rovnice:

n
Zaijxj =b,+y provSechnaie{1,...,m},

l.<de X,yaz jspu promenne, aj;, b. jsou zadané konstanty (parametry),
1e{1,....,m},je{1,...,n}
Sestavime soustavu linearnich rovnic Pu = q. Tj. najdeme matici P,

vektor konstant g a vektor neznamych u tak, Zze soustava Pu = q je
ekvivalentni s vyse uvedenymi dil€imi rovnicemi.




Priklad
Mame dany tyto rovnice:

a;X; = b.+y prov8echnaie{1,...,m},

n
ZXJ‘Z'

J=1

n
-1

J

l.<de X, yaz jspu promeénne, a., b jsou zadané konstanty (parametry),
ie{1,....m},je{1,...,n}

Sestavime soustavu linearnich rovnic Pu = q. Tj. najdeme matici P,
vektor konstant q a vektor neznamych u tak, Zze soustava Pu = q je

ekvivalentni s vyse uvedenymi dil¢imi rovnicemi.
Redeni: A =[a;], b =[b],

E|HAH!

ij?




Pripomenuti vlastnosti operaci s maticemi

= A+B=B+A (komutativita s¢itani), A(B + C) = AB + AC (asociativita),
A(aB) = (aA)B = a(AB) (nasobek).

= (AB)" = B'A" (transpozice souginu).
m Nasobeni neni obecné komutativni ani pro Ctvercove matice.

Prava, leva inverze

m Jednotkovou matici znac¢ime .

m Existuje-li k dané matici A € R™" matice B € R, tak, ze AB =1,
pak B nazyvame pravou inverzi k matici A.

m Analogicky definujeme levou inverzi.

m A ma pravou inverzi, pravé kdyZ ma plnou hodnost a je Siroka nebo
Ctvercova (sloupce B jsou feSenimi nehomogenich soustav). Analogicky,
A ma levou inverzi, pravé kdyz ma plnou hodnost a je uzka nebo
Ctvercova.

m Ma-li A plnou hodnost a je Ctvercova, pak je regularni a prava inverze se
rovna levé a je jedina.



Stopa

m Soucet diagonalnich prvkl ¢tvercové matice je stopa matice (trace).
m Plati pochopitelné&: tr(A + B) = trA + tr B, tr(aA) = atrA, tr(AT) = trA.
m Plati méné pochopitelné: tr(AB) = tr(BA) (cykli¢nost stopy).

m Z ptedchoziho plyne, ze tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA), ale neni to rovno
tr(BAC) ani pro Ctvercové matice.

Pripomenuti determinantu

m detA-= Zn SN A, - y8ar2)" " A iy

m Mefi (az na znaménko) velikost objemu rovnobéznosténu vymezeného
sloupci A (fadky A).

m detA = detA'.

m det(oA) = a" detA, det(AB) = detAdetB, detl =1, detA™' = 1/ detA.
m detA z 0 prave kdyzZ A je regularni.

m Je linearni pfi linearni zméneé v jediném sloupci/fadku.




Linearni zobrazeni

m Zachovava koeficienty lin. kombinace vzora v obrazech presnéiji:
f:R" —» R je lineani, kdyZ f(a,x, +---+a,x,) = a, f(x,) +---+a,f(x,).
m Je jednoznaéné reprezentovatelné matici A € Rm*” tak, ze f(x) = Ax.
m Je jednoznacné urCeno svymi hodnotami na bazi.
m Pochopitelné: Kerf = NullA, Rngf = rngA.
m Pravda o maticich z pohledu linearniho zobrazeni zni:
dimKerf + dimRngf = n.

m Je-li f reprezentovano matici A a g reprezentovano matici B a prostory
vzorl a obrazl f, g jsou voleny tak, Ze Ize setrojit slozené zobrazeni
f(g(x)), pak toto slozené zobrazeni je reprezentovano matici AB.

m Je-li linearni f:R" —» R", nazyvame ho také linearni transformace,
protoze si lze ¢innost zobrazeni predstavit geometricky: ,pfedméty” v R"
se aplikaci toho zobrazeni transformuji na ,deformované predméty“ ve
stejném prostoru R" (rotace, zkoseni, zrcadleni, ...).




Dalsi vlastnosti matic

Véta:

Pro A € R™" jsou tvrzeni pod sebou ekvivalentni.

= A ma LN fadky

m rngA=R"

m rankA=m

m Ax=b mateSeniVbh e R™
®m A ma pravou inverzi

m AAT je reguarni

Véta:
rank AB < min{rankA, rank B}

m A ma LN sloupce

= NullA = {0}

m rankA=n

m AX = 0 ma pouze trivialni feseni
= A ma levou inverzi

m A'A je regularni



