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Kapitola 1
Znaceni a zakladni pojmy

Matematické vyrazy na zvlastnim fadku (rovnice apod.) jsou ve skriptech Cislované Cislem v
zévorce, takze napf. (3.1) je vzdy odkaz na rovnici. Na matematické véty se odkazujeme napf.
jako Véta 3.1, podobné na tvrzeni, disledky a lemmata. Odkazy na kapitoly, sekce a podsekce
jsou znaceny znakem paragraf, napt. §3 je odkaz na kapitolu 3 a §3.1 je odkaz na sekci 1 v ka-
pitole 3. Na fesené piiklady se odkazujeme napf. jako Piiklad 3.1. Na konci kazdé kapitoly jsou
cviceni, na které se odkazujeme napft. jako Cviceni 3.1. KdyZ tedy napiSeme tieba ‘podivejte se
na Priklad 3.1, znamené to néco uplné jiného nez ‘podivejte se na Cviceni 3.1°. Pokud potkate
slovo ¢i souslovi vysazené tuéné, jde o nové zavedeny pojem, ktery mate pochopit a zapama-
tovat si. Ve skriptech tedy nepotkéte ¢islované definice, nebot vSechny tucné vysazené pojmy
jsou definice. VSechny tyto pojmy (a n&jaké daldi) jsou v rejstiku. Slova vysézend kurzivou
znamenaji bud zdiraznéni, nebo poprvé zminény dilezity aviak znamy pojem. Odstavce, véty,
dukazy, pitklady a cvifeni oznacené hvézdickou (*) jsou rozsifujici (a ¢asto zajimavé) ale nebu-
dou se zkouSet. Je-li za n&jakym tvrzenim v zavorce pokyn odvodte!, provedte!, ovérte! ¢i otazka
pro¢?, znamena to, Ze spravnost tvrzeni vam nemusi byt jasnd na prvni pohled, ale snadno ho
dokazete, kdyZ se nad nim zamyslite nebo si to napiSete na papir (pokud to nesvedete, musite
se zastavit a prostudovat piislusnou pasaz znovu).

1.1 Znaceni

Zopakujme matematické znaceni, které se pouziva v celych skriptech a které by student mél
bezpetné ovladat.

1.1.1 MnozZiny

Néazvy mnozin budeme psat velkymi sklonénymi pismeny, napt. A nebo X. Budeme pouzivat
standardni mnozinové znaceni:

{a1,...,an} mnoZina s prvky ai,...,a,

a€ A prvek a patif do mnoziny A (neboli a je prvkem A)

ACB mnozina A je podmnozinou mnoziny B, tj. kazdy prvek z A patii do B
A=B mnozina A je rovna mnoziné B, plati zaroven A C Ba BC A

{a€ A|p(a)} mnozina prvki a z mnoziny A, které spliwji logicky vyrok ¢(a)

AUB sjednoceni mnozin, mnozina {a | a € Anebo a € B}

ANB prinik mnoZin, mnozina {a |a € A, a € B}

A\ B rozdil mnozin, mnozina {a |a € A, a ¢ B}

| Al velikost (tj. pocet prvkil) mnoziny A (definovano jen pro konetné mnoziny)
(a1, ..., a,) uspofadané n-tice prvki aq,...,a,

Ap x---x A,  kartézsky sou¢in mnozin, mnozina { (ay,...,a,) | a1 € Ay,...,a, € A, }
A kartézskd mocnina mnoziny, A" = A x --- x A (n-krat)

0 prazdni mnoZina

Ciselné mnoziny budeme znacit takto:

N mnoZina vSech piirozenych ¢isel, tj. mnoZina {1,2,3,...}
Z mnozina vSech celych ¢isel

Q mnozina v8ech racionalnich ¢isel

R mnozina vSech realnych ¢isel

R, mnozina nezépornych realnych ¢isel {z e R|z >0}
Ry, mnozina kladnych realnych ¢isel {z € R |2 >0}

[z1,22] uzavieny redlny interval {z € R |2y <a < uxq}
(x1,22) otevieny redlny interval {z e R |z <z < x2}
[z1,22) polouzavieny realny interval {x € R | a3 <z <9}
C mnozina komplexnich ¢isel

Desetinna ¢isla budeme psat anglicky s desetinnou teckou, napft. 1.23 misto ¢eského 1,23.

1.1.2 Zobrazeni

Binarni relace (angl. relation, tedy ‘vztah’) f mnoZin A a B je podmnoZina jejich kartézského
souéinu, tedy
fCAxB. (1.1)

Jestlize (a,b) € f a (a,b') € f implikuje b = V' (tj. kazdy prvek mnoziny A je v relaci s
nejvyse jednim prvkem mnoziny B), pak relaci nazyvame zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B
a misto (1.1) ho znad¢ime

fiA—=B nebo (méné Casto) AL B (1.2)

a misto (a,b) € f piSeme b = f(a). Zobrazeni si neformalné miZzeme predstavit jako ‘Gernou
skifiiku’, kterd prvku a € A (vzoru) prifadi pravé jeden prvek b = f(a) € B (obraz neboli
hodnotu prvku a v zobrazeni f):

ac€A—> f —> f(a) € B

Slovo funkce (angl. function) formalné znamena presné to samé, jako zobrazeni (angl. mapping
or map), ¢asto se viak pouZiva pro zobrazeni do Ciselnych mnoZin (tedy B = R, Z, C apod.).
Obraz mnoziny A’ C A v zobrazeni f: A — B zna¢ime

fAY={f(a)|]acA}={beB|3acA:b= f(a)}. (1.3)

Napt. je-li A’ = {1,3,4,—1} C Z a zobrazeni f: Z — Z mé4 hodnoty f(a) = a?, je f(A') =
{a®|ae A} ={1,9,16}. Je-li A’ ={a € A|p(a)} a f: A— B, pouzivime zkratku

fA)={f(a)|acA ¢a)} (1.4)
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nebo jen { f(a) | p(a) }, je-li A jasné z kontextu. Napt. {2? |z €R, -1 <z <1} =10,1).

MnozZina A se nazyva obor hodnot (angl. domain), mnozina B cilovd mnoZina (angl. co-
domain)! a mnozina f(A) obor hodnot zobrazeni (1.2). Vzdy je f(A) C B, ale obecnd nemusi
byt f(A) = B: nap¥. zobrazeni f: Z — Z s hodnotami f(a) = a? ma cilovou mnozinu Z ale
obor hodnot f(Z) ={0,1,2,...}.

Slozeni dvou zobrazeni f: A — B a g: B — C (prehledngji piseme A N IEN ) je
zobrazeni g o f: A — C' s hodnotami (g o f)(a) = g(f(a)) pro kazdé a € A. Skladani je
asociativng: pro A Lp%ohp plati (hog)o f = ho(go f). Proto miZeme zavorky
vynechat a psét jen ho go f. Takto lze definovat sloZeni libovolného po¢tu zobrazeni.

Je-li A" C A, restrikce (neboli zuZeni) zobrazeni f: A — B na mnozinu A’ je zobrazeni
flar: A — B, které méa na A’ stejné hodnoty jako f, tj. fla(a) = f(a) pro kazdé a € A'.

Zobrazeni f: A — B se nazyva

o injektivni (neboli prosté), jestlize kazdy vzor ma jiny obraz, tj. f(a) = f(d') = a=4d.

o surjektivni (neboli na), jestlize kazdy obraz m4 aspoii jeden vzor, tj. f(A) = B.

o bijektivni (neboli vzdjemné jednoznacné), jestlize je injektivni a surjektivni. K bijektivnimu
zobrazeni existuje inverzni zobrazeni g: B — A tak, 7e f(z) = y <& x = g(y) pro kazdé

x € Aay e B (pak piSeme g = f71).

Zobrazeni n&jaké mnoziny do sebe, tedy f: A — A, se ¢asto fika také transformace?. Trans-
formace se nazyva

o idempotentni, jestlize f o f = f, tedy pro kazdé a € A plati f(f(a)) = f(a),
o involuce, jestlize fo f je identické zobrazeni (tedy pro kazdé a € A plati f(f(a)) = a, neboli

f je inverzi sebe sama),

e permutace, jestlize zobrazeni f je bijekce a mnoZina A je konecna.

1.1.3 Funkce a zobrazeni vice redlnych proménnych
Symbol
R"=Rx---xR
K
n-krat

znadi kartézsky sou¢in mnoZiny R se sebou n-krat (jak jsme zavedli v §1.1.1). Kazdy prvek
mnoziny R" je tedy uspofadana n-tice realnych &isel x = (x1,...,x,), které budeme Fikat
(n-rozmérny) vektor?. Zapis

f:R"—R™ (1.5)

oznacuje zobrazeni, které vektoru x € R™ pfifadi vektor
f(X) = f(.’L'l, cee 7xn) = (fl(x)v ey fm(x)) = (fl(wh cee wxn)y ey f’m(xlv e 7xn)) S Rm?
kde fi,..., fm: R™ = R jsou sloZky zobrazeni. Piseme také f = (f1,..., fin)-

1Zatimco v angli¢ting se slovo ‘co-domain’ pouZiva b&zné, v &edting vyraz ‘cilovd mnoZina’ neni ustileny a
pisatelé se mu spiSe vyhybaji.

2Ne vsichni autofi pouzivaji slovo ‘transformace’ v tomto smyslu, je to jen §iroce pouzivana konvence spise
nez definice. Pouziva se zejména tehdy, ma-li f geometrickou interpretaci.

31 kdyz slovo vektor ma v linearni algebie obecnéji vyznam jako prvek libovolného (axiomy definovaného)
vektorového prostoru, ve skriptech potkate pouze vektory z R™ a ob¢as C". Takové vektory se obvykle pisi

3

[ ppa—
! > f1(z1, 22, x3)

xo— f:R? — R2

23 » —— fa(z1, 72, 73)
Pro m = 1 jsou hodnotami zobrazeni skalary, proto budeme v tom piipadé psat jeho jméno
kurzivou jako f. Pro m > 1 jsou hodnotami zobrazeni vektory, proto jeho jméno budeme psat
tucné jako f. I kdyz slova ‘funkce’ a ‘zobrazeni’ znamenaji jedno a to samé, budeme ¢asto pro
m = 1 mluvit o funkci a pro m > 1 o zobrazend.
Je-li n € {1,2,3}, ¢asto budeme proménné v zobrazeni f: R® — R™ zna¢it z,y, z misto
71, Tg, 23. Napt. pro f: R? — R je pohodIngjsi psat f(x,y) = 2% —xy misto f(x1,79) = 22 —2125.

1.2 Extrémy funkce na mnoziné

Mgjme mnozinu X', jeji podmnozinu X C X’ a funkci f: X’ — R. Necht z* € X je takové,
ze f(z*) < f(z) pro vSechna z € X. Pak z* nazveme minimum (pFesnéji argument minima,
angl. minimizer) funkce f na mnoziné X, nebo také rikdme, 7e funkce f nabyvd minima na
mnozing X v prvku z*. Cislo f (z*) nazyvame minimdini hodnotou funkce f na mnoziné X,
zna¢ime ho

min f(z). (1.6)

zeX

Pokud navic je f(z*) < f(z) pro v8echna x € X \ {2*}, mluvime o ostrém minimu. MnoZinu
vSech argumentti minima funkce f na mnoziné X znac¢ime

argmin f(z). (1.7)
zeX
Na minimum funkce na mnoziné se lze podivat i ponekud abstraktnéji. Necht Y je néjaka
mnoZina realnych &isel, tedy Y C R. Prvek y* € Y nazveme nejmensi (nebo také minimdini)
prvek mnoziny Y, jestlize y* < y pro vSechna y € Y. Tento nejmensi prvek znac¢ime min Y. Ne
kazda mnozina Y C R mé4 nejmensi prvek (napf. interval (0, 1] ho nema). Pokud ho oviem mé,
mé pouze jeden.
Ozna¢me

JX)={f@)[ze X} CR
obraz mnoziny X funkei f (viz §1.1.2). Pokud mnoZina f(X) ma nejmensi prvek, plati tedy

gél)r(lf(x) =min{ f(z) | z € X } = min f(X). (1.8)
Budeme pouzivat oba zapisy v (1.8).

Funkce nemusi mit na mnoziné minimum, coz plyne z toho, Ze ne kazd4 mnozina ¥ C R
ma minimalni prvek. V tom piipadé je mnoZina (1.7) prazdna.

Podobné definujeme maximum funkce na mnoziné a symboly ‘max’ a ‘argmax’. Minima a
maxima funkce se souhrnné nazyvaji jeji extrémy nebo optima. Pokud odkaz na mnozinu X
chybi, mysli se X = X’. Podotknéme, Ze hleddni maxima funkce na mnoziné lze snadno prevést
na hleddni minima, protoze samoziejmé

max f(x) = —min(—f(z)), argmax f(z) = argmin(— f(z)). (1.9)
zeX zeX z€X z€X

Priklad 1.1.



Necht X' = X = [1,00) a f(z) = 1/x. Mame f(X) = (0,1]. Ale mnozina (0,1] nema
minimalni prvek, proto funkce f na mnoziné X nema minimum.

miﬂg | — 1| =min{|z — 1| |z € R} = minR; =0, argmin|z — 1| = {1}
(IS zeR

Necht f(z) = max{|z|,1}. Pak argmin f(z) = [-1,1].
z€R

Necht (a1, as,...,as5) = (1,2,3,2,3). Pak? m%x a; =3, argir)naxai = {3,5}. ¢
i= i=1

1.3 Uloha spojité optimalizace

Matematickd optimalizace se obecné zabyva tlohami, ve kterych hleddme minima néjaké funkce
f: X’ — R na néjaké mnoziné X C X', ve smyslu minulého odstavce §1.2. Kromé pojmt z §1.2
se v matematické optimalizaci pouzivaji navic nésledujici pojmy:

e Prvky mmnoziny X se nazyvaji pripustnd Tesent ulohy. Je to mnozina vSech mozZnosti, ze
kterych muzeme vybirat.

e Funkce f se nazyva icelovd (také pokutova, cenova, kriterialni) funkee. Pro kazdou dovole-
nou moznost (p¥ipustné feseni) z mnoziny X kvantifikuje, jak Spatné je tato moZnost.

e Prvky mnoziny argmin, .y f(x) se nazyvaji optimdini ieseni nebo kratce optima alohy.

o Cislo minyey f(x) se nazyva optimdlni hodnota tlohy.

Podotknéme, Ze zapisem (1.6) se nékdy rozumi minimdlni hodnota funkce f na mnoziné X (tj.
realné ¢islo) a nékdy se jim rozumi #loha hledani minim funkce f na mnoziné X. Pak tedy
mluvime napf. o p¥ipustnych Fesenich nebo optimalni hodnoté alohy (1.6).

Formulace (1.6) je velmi obecna, nebot mnozina X miZe byt libovolna. Obvykle se rozlisuji
tTi Siroké t¥idy tloh:

e Pokud je mnozina X konefna (i kdyZ t¥eba hodné velkd), mluvime o kombinatorické opti-
malizaci. Jeji prvky mohou byt napf. redlné vektory, cesty v grafu, konfigurace Rubikovy
kostky, nebo textové fetézce konecéné délky. Prikladem je hledani nejkratsi cesty v grafu
nebo problém obchodniho cestujiciho.

e Pokud mnozina X obsahuje nespocetné mnozstvi realnych vektori (tedy X C R™) a je navic
popsatelna zpisobem uvedenym déle, mluvime o spojité optimalizaci. Piikladem je tloha
linearniho programovéni.

e Pokud mnozina X obsahuje redlné funkce, mluvime o variacnim poctu. Piikladem je hledani
rovinné kiivky, ktera sama sebe neprotina a pii dané délce obepiné co nejvétsi plochu.
Tento kurs se zabyva spojitou optimalizact, ve které X' = R™ a mnoZina X ma nespocetny

pocet prvki a je popsana jako mnozina feSeni soustavy rovnic a nerovnic. Tedy X je mnoZina
v8ech vektoru (z1,...,x,) € R" spliwjicich

i=1,...,m (1.10a)
L i=1,...,1 (1.10b)

gi(xh B '7xn) S
hi(1, .. ~7In) =

5

i=1

ot

pro dané funkce g1,...,gm, h1,...,h: R* — R. Funkce f,g;, h; jsou obvykle spojité a Casto
i diferencovatelné a mnozina X je obvykle nespocetna a souvisléd (nebo je asponn sjednocenim
malého poctu souvislych mnozin). Rikéme také, ze minimalizujeme funkei f za podminek (1.10)
prip. (1.12). To se zapisuje také jako

min  f(z,.. @)
za podminek g;(x1,...,2,) <0, i=1,...,m (1.11)
hi(xl.,...,zn):(]., Z:].,,l
Ty,..., T, € R
Podminka x1,...,z, € R v (1.11) neni vlastné omezeni, Casto se ale pige, aby bylo jasné, co

jsou proménné ulohy. Toto je tedy wloha spojité optimalizace v obecném tvaru.
Soustavu (1.10) lze napsat kratceji ve vektorovém znaceni jako

g(x) <0, (1.12a)
h(x) =0, (1.12b)

kde g: R* = R™, h: R* — R! a 0 znadi nulové vektory piislusné dimenze. Tedy
X={xeR"|g(x) <0, h(x)=0}. (1.13)
Ve shodé se znacenim (1.4) se pak uloha (1.11) miZe zapsat jako
min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x)=0}. (1.14)

Zapis (1.14) muZe opét oznacovat nejen tlohu minimalizace funkce f na mnoziné (1.13), ale
také minimalni hodnotu funkce f na mnoziné (1.13).
Uzivaji se (ne zcela jednotné) tyto pojmy:
e Rovnice a nerovnice (1.10) se nazyvaji omezujici podminky, kratce omezent.
e Omezeni (1.10a) pFip. (1.10b) se nazyvaji omezeni typu nerovnosti prip. typu rovnosti.
e Minimtm funkee f na mnoziné (1.13) se také fika minima funkce f vdzané podminkams (1.10).
Podobné pro maxima a extrémy (tj. minima nebo maxima).

e Pokud omezeni chybi (m =1 =0, tedy X = R"), mluvime o volngch minimech funkce f a
o tloze bez omezent.

e Pokud je omezeni typu nerovnosti g;(x) < 0 v n&jakém bodé x € R” splnéno s rovnosti,
tedy g;(x) = 0, fikdme, Ze toto omezeni je v bodé x aktivnd.

e Pokud X # 0, dloha se nazyva piipustnd, v opaéném piipadé (X = () je nepiipustnd.

1.3.1 Vybrané piiklady

Déle uvedeme nékolik piikladii formulace (a ¢asto i feSeni) tloh ve tvaru (1.11). Nékteré z nich
byste méli byt schopni fesit znalostmi a dovednostmi ze stiedni skoly piip. z analyzy, jde tedy
o opakovani. Jiné pfedesilaji, co pfijde v pozdéjsich kapitolach.

Priklad 1.2. Pastevec vlastni 100 metru pletiva a chce z néj udélat ohradu pro ovce o co
nejvétsim obsahu. Ohrada bude mit tvar obdélnika, z néhoz t¥i strany budou tvofeny plotem a
zbyla strana fekou (ovce neplavou, feka tedy slouZi jako plot).
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Oznacme strany obdélnika jako , y. Obsah obdélnika je zy a jeho obvod (bez strany tvorené
fekou) 2z + y. Resime tlohu

max zy
za podminek 2z 4y = 100
z,y >0

neboli
max{zy |z >0, y >0, 20 +y=100}.

To je tloha s n = 2 proménnymi, m = 2 omezenimi typu nerovnosti a [ = 1 omezenim typu
rovnosti.

I kdyz jde o tlohu s omezenimi, bylo by velmi neSikovné snazit se ji TeSit formalismem
Lagrangeovych multiplikatori ¢i KKT podminek (pokud je nékdo zn4). Misto toho z podminky
2z + y = 100 vyjadifme y = 100 — 2z (pFesnéji: rovnice 2z + y = 100 je ekvivalentni rovnici
y = 100 — 2z) a dosadime do ptavodni tlohy. Pfi eliminaci proménné y nesmime zapomenout
na nerovnosti: podminka y > 0 spolu s y = 100 — 2z implikujf < 50. Tim dostaneme tlohu s
jednou proménnou

max{ 2(100 — 2z) | 0 <z <50},

coz nékdo radgji pise jako max x(100 — 2z) nebo max x(100 — 2z).
0<w<50 2€[0,50]

Tu snadno vyfesime metodami analyzy funkci jedné proménné. Optimalni feSeni muze byt
bud ve vnitfnim bodé nebo v jednom z krajnich bodd intervalu [0,50]. Maximum vyrazu
2(100 — 2) na mnoZiné R snadno najdeme pomoci derivace, nabyva se v bodé z = 25. Ten
zaroven spliiuje podminku 0 < 2 < 50. Body na krajich intervalu maji mensi hodnotu kritéria,
tedy nejsou optimalni. Dosazenim dostaneme y = 100 — 2z = 50.

Ulohu lze oviem fesit i jednoduseji nasledujici Gvahou. Pfedstavime si, ze ohrada symetricky
pokracuje i za fekou, tedy se jedna o obdélnik rozptileny fekou. Takova ohrada bude mit dvakrat
vetsi obsah i obvod nez puvodni ohrada. Nyni pouZijeme skuteénost (ktera je intuitivné jasna,
i kdyZ jsme ji neovéfili vypoétem), Ze obdélnik o daném obvodu a nejvétsim mo’ném obsahu
je ¢tverec. Tedy ptuvodni ohrada musi byt ptlka ¢tverce, tj. mit pomér stran 1 : 2. ¢

Priklad 1.3. Jste na pravém biehu feky Siroké 0.1km a chcete se dostat ke stanu na levém

biehu, ktery je 0.3km po proudu od bodu, ktery je na levém bfehu nejblize vam. Reka tede

pomalu, zanedbatelnou rychlosti. Plavete rychlosti 1km/h a chodite rychlosti 3km/h (béhat

odmitate, protoze je vedro). Jaky je nejkratsi ¢as, za ktery se dokaZzete dostat ke stanu?
Optimélni draha bude mit tvar jako na obrazku:

0.3

0.1

- @ e

T Y

Tedy nejdiiv jdeme kus x po pravém biehu, pak preplaveme Sikmo do bodu na levém biehu
vzdaleném y od stanu, nakonec dojdeme kus y po levém biehu.

Miuze mit dréha jiny tvar? Tézko, pokud pfijmeme, Ze draha, kterou se dostaneme nejrychleji
z bodu do bodu za predpokladu, ze v kazdém misté prostoru se pohybujeme stejné rychle, je
usecka spojujici tyto dva body.

Celkovy cas jet = tz+ V012 + (03 —z —y)2+ 3y (hodin). Ten chceme minimalizovat pro
proménné z,y € R. V&imnéte si, Ze nepotiebujeme omezeni x,y > 0 ani x + y < 0.3, nebot i
bez nich dostaneme pfipustné drahy. Ovsem tyto drahy oc¢ividné nejsou optimalni, protoze pro
2 < 0 bychom na zac¢atku hloupé kraceli pry¢ od stanu, pro y < 0 bychom doplavali az za stan,
a pro  +y > 0.3 bychom zase plavali pry¢ od stanu. Takze kdybychom tato omezeni pfidali,
tloha by se nezménila (tj. omezeni jsou redundantni).

Mame tedy tlohu se dvéma proménnymi bez omezeni. Oviem proménné se vyskytuji jen
v souc¢tu, tedy oznacime-li z = x +y, je t = %z + /0.12 + (0.3 — 2)? (samoziejmé vidime i z
obréazku, ze x nebo y mizeme uvazovat nulové bez jmy na obecnosti). Pomoci derivace ziskdme
stacionarni bod z = 0.3 — \/5/40 km ~ 264.6 m. Minimalni ¢as je ¢t ~ 0.19428 hodin, tedy asi
11.7 minut. ¢

Priklad 1.4. Zlod&j ma zebitk délky 1 a potFebuje se dostat pies svislou zed ze strany, kde
terén (v obrazku ¢ervend) stoupéa s konstantni (kladnou) smérnici k. Jak daleko od zdi musi
zlodgj Zebiik zapichnout do zemé, aby jeho druhy konec dosahl co nejvyse na zed? Jaky bude
v tom piipadé thel mezi Zebiikem a terénem?

Nakreslime situaci (levy obrazek):

svisla zed svisla zed
C C
zebrik delky 1 zebrik delky 1
teren teren
D « D « "
f<x>1 A f(x)i A
O« »iB Ol w— »B

X X

Hleddme hodnotu z, ktera maximalizuje vysku vrsku Zebfiku na zdi |OC| = kx + V1 — 22, za
podminky = > 0 (protoZe Zebiik nemiZeme zapichnout za zed). Tuto podminku ale muZzeme
ignorovat, protoZe zjevné Zzadna poloha s x < 0 nebude optimalni (vrsek bude niZz nez pro
jakékoliv > 0). Tedy opét analyza funkci jedné proménné: podminka stacionarity je k —
z/V1—12? =0, z toho x = 1/4/1 4 1/k?. Jedna se o maximum, coz mizeme ov&fit pomoci
druhé derivace (musi byt zaporna).

Ukazeme, Ze pro optimélni x bude Zebitk kolmy k terénu (tj. a = 7/2). Z podminky k =
z/v1 —z? vidime, ze |AD|/|CD| = k, protoze |AD| = z a |CD| = v/1 —22. Ale z definice
smérnice je také kz/x = |DO|/|AD| = |AB|/|BO| = k. Tedy pravouhlé trojuhelniky DCA,
BOA a DAO jsou si podobné. Protoze soucet uhlii v trojahelniku je 7, thel CAO (tj. o) musi
byt pravy.

Tento vysledek jsme mohli uhodnout nasledujic tivahou: pokud a < 7, pak zmenSenim x
vrsek Zebitku C' povyleze vzhiiru. Podobné pro a > 7 a zvétfeni z. KdyZz ale a = 7, pak
zmenseni i zvétseni x zptisobi pokles bodu C. Jinymi slovy, z obrazku vidime, Ze o = 7 j
lokalni maximum.

Ulohu nyni zobecnime tak, Ze terén nema tvar piimky f(z) = kz, ale obecné neklesajici
diferencovatelné funkce f(z) (viz obrazek nahofre vpravo). Dosahuje-li Zebfik na zdi (bod C')
nejvyse, jaky bude thel (opét oznafeny a) mezi Zebiikem a terénem? Minimalizujeme vyraz



f(z) + V1 —a?. Staciondrni podminka zni f'(z) — z/v/1 — 22 = 0. To opét znamena, Ze je
zebiik kolmy k terénu (odvozeni podobné jako minule). OvSem v tomto piipadé bod spliujici
stacionarni podminku nemusi byt globalni maximum, ale mtZze to byt jen lokdlni maximum
nebo dokonce lokalni minimum. ¢

Priklad 1.5. Jdete chodbou o Sifce 8 m, kterd zataci do pravého uhlu a zaroven se zuzuje na
sitku 1m (viz obrazek). Jaka je nejvétsi mozna délka rovné tuhé tyce, se kterou lze zatackou
projit? Pozaduje se, abyste ty¢ drzeli stale vodorovné.

Nejdelsi ty¢, se kterou projedeme, se uréité bude dotykat vnitiniho rohu chodby:

y

I —

8

Uvazujme pravouhly trojihelnik, jehoZ pfepona je ty¢ (na obrazku ¢ervens) dotykajici se tohoto
rohu a odvésny jsou oznaceny z a y. Potfebujeme najit délky = a y, pro které bude délka odvésny
minimalni (to bude chvile, kdy bychom uZ dels{ ty¢ nepronesli). Trojthelnik ma vrcholy (0, 0),
(x,0) a (0,y). Z podobnosti trojuhelniki mame (z — 1)/1 = 8/(y — 8). Za této podminky
minimalizujeme &tverec délky odvésny x? + y2. Méli bychom piidat jesté podminky x,y > 0,
ale opét se snadno ukaze, ze v optimalnim FeSeni budou splnény.

Z podminky vyjadifme y = (8z)/(x — 1) = 8/(1 — 1/x) a dosadime do kritéria, takze
minimalizujeme 2% +64/(1 —1/x)2. Stacionarn{ podminka je 2x(z* — 322 + 3z — 65)/(x — 1)® =
0, coz je ekvivalentni 2z(x® — 32% 4+ 3z — 65) = 0 za predpokladu x # 1. BohuZel, to je
rovnice 4. stupné. Jeji jediné nenulové realné feseni je = 5, coz se da uhodnout nebo pouzit
vhodny numericky algoritmus. Z toho y = 10. Tedy nejvétsi mozna délka tyce je /a2 + y? =
V52 +102 = 5v/5 ~ 11.18034.

Existuje jiny, jednodussi zpiisob TeSeni, kterym se navic vyhneme rovnici 4. stupné. Délku
ty¢e lze napsat jako 8/ cosa + 1/sina kde « je thel mezi ty¢i a osou x. Hledame «, pro které
je tato délka minimalni. Stacionarni podminka je 2sin a = cos «, tedy tana = % Lze oveérit, ze
jde o minimum. ¢

Priklad 1.6. Na zahradé vam rostou melouny. Dnes je jich tam 200 kg. Kazdy den melouny
pfirostou o 5kg, ale cena 1kg melouni na trhu klesne o 10 haléfi. Pokud dnesni cena 1kg
melount na trhu je 9 K¢, jak dlouho méate ¢ekat se sklizni, abyste dosahli co nejvétsiho zisku?
Predpokladejte, ze melouny sklidite a prodéte tentyz den.

Cena na trhu za ¢ dnt je (200 + 5¢)(9 — ¢/10) = —t?/2 4 25¢ + 1800. Chceme najit takové ¢,
pro které tato funkce bude maximalni. Porovnanim derivace s nulou dostaneme stacionarni bod
t = 25, ktery je maximem.

Ovsem pozor: spravné jsme méli pozadovat, aby t bylo nezaporné a celoCiselné, tedy ¢ > 0
at € Z. V naSem pripadé jsme méli $tésti a optimalni feSeni ¢ tyto podminky spliuje. I kdyby
je nespliovalo, snadno bychom z né&j spocetli optimalni feSeni, které by je spliiovalo (jak?). 4

K poslednimu pfikladu poznamenejme, Ze zadny skuteény zelinaf by takovou tlohu nepo-
¢ital. Hmotnost melounu ani jejich vykupni cena nejsou linearni funkce ¢asu a skute¢né funkce

neni snadné odhadnout. I kdyby je zelinaf znal, jeho kritériem neni jen velikost zisku z me-
lounti, protoze napf. péstuje i spoustu jinych véci a v den optimalni sklizné melount zrovna
musi okopéavat okurky nebo se divat na fotbal. Vétsina slovnich tloh v téchto skriptech bude
takto nerealisticky zjednodusena (ptjde o tzv. toy problems). Skutefné tlohy z optimaliza¢ni
praxe jsou obvykle piili§ slozité na to, abychom je v tomto kursu dokézali uvést a vysvétlit.
Tato slozitost je ov8em Casto jen kvantitavniho razu (vice proménnych a vice omezeni), typ
tlohy je stejny jako u nasich zjednodusSenych tloh.

Priklad 1.7. ReSme tuto soustavu tiech linearnich rovnic o dvou neznamych:

T+ 2y=26
-+ y=3
r+ y=4

Tato soustava nemé FeSeni (je preurdend). Chceme najit alespoil piiblizné FeSeni.

Termin ‘pfiblizné FeSeni’ neni jednozna¢ny, rizni lidé jim mohou myslet rizné véci. Velmi
¢asto uzfvana formulace je minimalizovat soudet ¢tvercii® zbytki (residuf) jednotlivych rovnic.
Tedy minimalizujeme funkci

flr,y) =(@+2y = 6>+ (—x+y—3)" + (x +y—4)°

na mnozind R2. Je jasné, 7e f(z,y) > 0 pro viechna z,y € R, kdyby totiz f(z,y) = 0 pak by
x,y bylo TeSeni soustavy. Minimum funkce f najdeme snadno, protoze f je kvadraticka funkce
dvou proménnych, zdola omezena nulou. Nutna a postacujici podminka na minimum je nulovost
parcialnich derivaci.

Jiny zpisob, jak formalizovat termin ‘pf¥iblizné feseni’, je minimalizovat funkci

f@y)=lz+2y—6[+[—z+y—3[+[r+y—4

Zde uz nam derivace nepomohou. Pozdéji uvidime, Ze tato funkce je konvexni a jeji minimalizaci
lze pfevést na tlohu lineadrniho programovani. ¢

Piiklad 1.8. Necht realna veli¢ina y zavisi na realné veli¢iné z kvadraticky, tj. y = ax®+bx+c.
Nezname ovSem koeficienty a, b, c. Naméfili jsme hodnoty veli¢iny y pro m hodnot veli¢iny z,
tj. mame dvojice (z;,y;)™,. Jak najdeme koeficienty a, b, c¢?

To je uloha na linearni regresi. Lze ji formulovat ve smyslu nejmensich étvercti jako mini-

malizaci funkce
m

fla,b,c) = Z(aaz? + bz + ¢ —y;)?
i=1
pfes proménné a,b, ¢ € R. Minimalizace funkce f je piikladem linearni tlohy nejmensich
¢tvercii. Nutna (a zde i postacujici) podminka na minimum je opét nulovost parcialnich de-
rivaci. ¢

Priklad 1.9. Jsou dany body a; # b; a as # by v prostoru R™. Najdéte vzdéalenost primky
prochézejici body aj, by od pfimky prochazejici body ag, by (tj. vzdélenost mimobézek, neboli
délka pricky mimobézek).

5¢Ctverec’ &fsla znamens jeho druhou mocninu. Tento historicky termin je jednak hezky a jednak se pouZiva
tak ¢asto, ze ho budeme pouzivat i my.
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Vime, Ze i-t4 pfimka (kde ¢ = 1,2) je mnozina {a; + a(b; — a;) | @« € R}. Hledame bod
na prvni pfimce a bod na druhé piimce tak, aby jejich vzdélenost byla co nejmensi. Tedy
minimalizujeme funkci

f(al, CYQ) = ||a1 + Oél(bl — al) —az — Oé2(b2 — 32)H2, (115)

kde
Il = (&f + - +22)"/?

oznacuje eukleidovskou normu vektoru x € R". Funkece (1.15) je opét kvadraticka funkce dvou
proménnych. ¢

Priklad 1.10. Pan® u stdnku prodava lupinky za 120 Ké/kg a hranolky za 76 K&/kg. Na
vyrobu 1kg lupinki se spotfebuje 2kg brambor a 0.4kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolka se
spotfebuje 1.5 kg brambor a 0.2 kg oleje. Je nakoupeno 100 kg brambor a 16 kg oleje. Kolik ma
pan vyrobit lupinkt a kolik hranolki, aby co nejvice utrzil? Pfitom nepocitame cenu surovin
a predpokladame, ze vSechny vyrobky se prodaji a nevyuzité suroviny se po pracovni dobé
vyhodi.

Tuto ulohu lze formalizovat takto:

max 120l + 76h

20 + 1.5h < 100
0.4l +0.2h < 16
ILLh> 0

za podminek

Tato tloha patii do t¥idy linearniho programovani, ve kterém minimalizujeme nabo maximalizu-
jeme linearni funkeci za podminek linearnich nerovnosti a rovnosti. Optimalni feSeni je [ = 20kg
lupinkt a A = 40 kg hranolki. Podotknéme, Ze v tomto piikladé jsou omezeni z,y > 0 zbyte¢na
— kdybychom je vynechali, optiméaln{ FeSeni by se nezménilo (to je vid&t z toho, Ze ani jedna z
podminek z,y > 0 neni v optimu aktivni). OvSem kdyby druhu surovin a vyrobka bylo vice,
podminky by zbyte¢né nebyly. ¢

Priklad 1.11. Najdéte nejmensi n-rozmérnou kouli obsahujici dané body a;,...,a, € R™
Koule se stfedem x a polomérem r je mnozina {a € R" | |x — a|| < r}. Ulohu lze tedy
napsat jako

min 7
za podminek |[x—a;| <r, i=1,....m
[ )\1 = (1.16)
relR

Mohla by tam byt jesté podminka r > 0, ta je ale zbyte¢né, protoZze norma je vidy nezaporna.
Uloha (1.16) je konvexni a patii do tiidy programovani na kuzelu druhého fadu (SOCP), coz
si ovSem Fekneme az mnohem pozdéji.
Protoze minimalizaci pfes proménnou r lze udélat explicitng, dloha (1.16) je ekvivalentni
minimalizaci funkce
£(30) = nix [x - (1.17)

6Uloha pievzata z elektronickych skript Petr Hlineny: Optimalizacni tlohy. Katedra informatiky VSB-TU
Ostrava, 2006.
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na mnoziné R™ (tj. bez omezeni). To lze napsat také jako

. m
min max [|x — a|. (1.18)

Umocnénim podminek na druhou a substituci 72 = y mizeme tlohu napsat jesté v jiném
ekvivalentnim tvaru

min ¥y
za podminek |x—a;|? <y, i=1,...,m
. (19
yeR
neboli (po eliminaci y)
. m _ . 2
min max [|x — af|". (1-20’)

Uloha (1.19) je konvexni tloha kvadratického programovani (QCQP), o které si také pozdéji
fekneme.

Na konvexni QCQP a SOCP existuji numerické metody, které bychom mohli mechanicky
pouzit. Ov8em na tuto tlohu byly vymysleny i specialni algoritmy (hlavné pro piipady n = 2
a n = 3), které jsou rychlejsi.

Piiklad 1.12. Jsou dany body ay, ..., a,, € R™ a hledame vektor x = (1, ..
minimalizuje (bez omezujicich podminek) funkci

., Zn) € R ktery

f(x) :ZHX—&HZ- (1.21)

Oznacime-li a; = (a1, ..., @), je Doy Ix —aill* = 37, 30 (2 — ay)?, tedy acelova
funkce je souctem n funkei, z nichZ kazda zavisi jen na jedné souradnici ;. Minimum funkce f
lze tedy najit tak, ze najdeme minimum kazdé funkce zvlast (dloha se nam tak ‘rozpadla’ na
n nezavislych optimaliza¢nich tloh). Jak snadno spoctete (a jisté jste davno uhodli), minimum
se nabyva v téZisti (a; + - - - + a,,)/m danych bodu. ¢

Priklad 1.13. Jsou déna ¢isla ay, ..., a, € R. Najdéte minimum funkce
f@) =Y |z —ai. (1.22)
i=1

Uvidime pozdéji, Ze tato uloha se d& pfevést na tlohu linearniho programovani. Ovsem jeji feseni
1ze nalézt i elementarni uvahou. Sefadime ¢isla ay, . . ., a,, vzestupné, tedy predpokladame a; <
ag < -+ < a1 < ap,. Funkee f je po Castech linearni (presnéji: afinni), je diferencovatelna
v8ude kromé bodii a;. Derivace je konstantni pro kazdy interval (a;_1,a;). Najdéte hodnoty
téchto derivaci. K tomu si nejprve ujasnéte, jak vypada funkce |z — a;| pro jediné i a jaka je
jeji derivace (derivaci miizete napsat pomoci funkce signum).

Z derivaci na intervalech usoudime, kde je funkce f klesajici, kde rostouci a kde konstantni.
Nynf je jasné, kde f nabyva minima: pro m liché je to v bod€ a(mn41)/2, pro m sudé na intervalu

[@n/25 Gmy241]. Argument minima se oznacuje jako medidn ¢isel ay, . . ., Gm,. Pfesnéji: pro liché m

je medidnem prostiedni z ¢isel ay, . . ., Gy, tedy a@ni1)/2, pro sudé m se za medidn povazuje ¢islo

(Amy2 + Gmyai1)/2- ¢
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Priiklad 1.14. Jsou dany body ay,...,a,, € R". Najdéte minimum funkce
F) =" I —ayl. (1.23)
i=1

Pro n = 1 se funkce (1.23) redukuje na (1.22). Pro n > 2 je FeSeni tlohy znamo jako geomet-
ricky medidn. OvSem na rozdil od oby¢ejného medidnu se minimum obecné nenabyvé v zadném
z bodi ay, ..., a,. Neexistuje algoritmus, ktery by pro n > 2 nasel minimum funkce (1.23) v
kone¢ném poctu krokii. Dobra zprava ale je, Ze tloha je konvexni (patii do ti¥idy SOCP, o které
jsme se uZ zminili).

Pro piipad n = 2 ma4 tloha jednoduchy mechanicky model”. Do vodorovného prkna vyvr-
tame diry o souradnicich a;. Kazdou dirou provle¢eme provazek. Provazky jsou nahotfe svazané
uzlem do jednoho bodu a dole maji zavaZi o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)
je potencialni energie soustavy a ustaleny stav odpovida minimu f(x). ¢

Priklad 1.15. Mé&me m bodi ay, ..., a, € R® v n-rozmérném prostoru. Ukolem je rozmistit
dalsich k bodt xy,...,x; € R” tak, aby primérna vzdalenost bodu a; od nejblizsiho bodu x;
byla co nejmensi. Tedy minimalizujeme u¢elovou funkci

ok
FAC ST :ernzi{lnai—xjn (1.24)
i=1
pro neznamé vektory x, ..., x; € R”™ Uloha je znama jako shlukovdni (angl. clustering). Jako

motivaci si predstavme optimélni rozmisténi cisteren ve vesnici, kde obcas netece voda. Zde
mame n = 2, a; jsou soufadnice domil a x; jsou soufadnice cisteren. Chceme, aby priamérna
vzdélenost obyvatele od nejbliz&i cisterny byla co nejmensi.

Neni (a pravdépodobné nikdy nebude) znam algoritmus, ktery by pro libovolny vstup (tedy
libovolné n,m,k € N a ay,...,a, € R") nasel globalni minimum funkce (1.24) za prakticky
pijatelny ¢as. Lze totiz dokézat, 7e tloha je tzv. NP-t&7ka®. V praktické situaci ¢asto pouzijeme
algoritmus, ktery najde pouze piiblizné (typicky lokalni) optimum, nap¥. k-means. ¢

Piiklad 1.16. Necht (V, E) je ohodnoceny neorientovany graf, tj. V' je kone¢na mnozina, E C
(g) je mnozina dvouprvkovych podmnozin V, a je ddno zobrazeni ¢: E — R (tedy kazd4 hrana
{1,j} € E ma pfifazené &islo ¢;;). Uloha na mazimdlni fez (mazimum cut)® v grafu znf

max E Cij iy

{ijter
za podminek z2=1, i€V (1.25)

T =

"Toto mechanické zafizeni je znamé jako Varignon frame a v minulosti se opravdu pouzivalo na feseni tilohy.
Uloha ma bohatou historii, je znama také jako Fermatiiv-Webertiv problém.

8Tento pojem patii do teorie sloZitosti algoritmai, kterou jste jesté nebrali. Zde jen fekneme, ze pro NP-
tézkou tlohu je jen malad nadéje, Ze bude nékdy nalezen algoritmus, ktery by tlohu Fesil v polynomialnim case.
Algoritmus fesi alohu v polynomidlnim case, jestlize existuje polynom p takovy, Ze pro kazdy vstup najde feSeni
v ¢ase mensim nez p(L), kde L je pocet bitii potfebnych k zapisu vstupu.

9Uloha byla intenzivné studovana nejen v kombinatorické optimalizaci, ale také ve statistické fyzice pod
nézvem hledani minimdini energie Isingova modelu.
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Ucelova funkce je kvadraticka (dokonce bilinearni) a mame |V| kvadratickych omezent typu
rovnosti. Kazdé omezeni 2? = 1 je ekvivalentni z; € {—1, 1}, tedy'® mnoZina pifpustnych resent
ma konetny pocet (2IV1) prvki a jedna se tedy o kombinatorickou tlohu. Jedna se o klasickou
NP-tézkou ulohu, proto uz pro nékteré pomérné malé tlohy je prakticky nemozné najit globalni
optimum. ¢

1.4 Cviceni

1.1. Vyfeste nasledujici tlohy, pricemz slovni tlohy nejdiive formulujte ve tvaru (1.11). Staci
vam k tomu papir, tuzka, zdravy rozum a analyza funkci jedné proménné. Vsimnéte si,
7e nékteré ulohy lze pfevést na hledéni extrému funkce jedné proménné na intervalu, coz
umite z analyzy funkei jedné proménné.

a) min{z?+¢* |z >0, zy > 1}

b) min (w — 22+ (y— 1) [ < 1, 2 <1}

¢c)min{z|z€eR, x>a;Vi=1,...,n} pro dand ay,...,a, €R

d) Mate vyrobit papirovou krabici o objemu 72 litrt, jejiz délka je dvojnasobek jeji sitky.

Krabice m4 vSech Sest stén. Jaké budou jeji rozméry, ma-li se na ni spotiebovat co

nejméné papiru? Tloustka stén je zanedbatelné.

e) Jaké ma rozméry valec s jednotkovym objemem a nejmensim povrchem?

f) Najdéte rozméry pullitru (tvaru vélce), na jehoZ vyrobu je tfeba co nejméné skla.
Tloustka stén je zanedbatelné.

g) Najdéte obsah nejvétsiho obdélnika vepsaného do kruznice s polomérem 1.

h) Obdélnik v roving m4 jeden roh v po&atku a druhy na kiivce y = 22 + 22, p¥idem?
jeho strany jsou rovnobézné se soufadnicovymi osami. Pro jaké x bude jeho obsah
minimalni? MuZe byt jeho obsah libovolné veliky?

i) Najdéte bod v roving na parabole s rovnici y = 22 nejblize bodu (3, 0).

j) Hektarova oblast obdélnikového tvaru se méa obehnat ze ti1 stran zivym plotem, ktery
stoji 1000 korun na metr, a ze zbyvajici strany obyc¢ejnym plotem, ktery stoji 500
korun na metr. Jaké budou rozméry oblasti pfi nejmensi cené plotu?

k) x,y jsou ¢isla v intervalu [1,5] takova, Ze jejich soucet je 6. Najdéte tato Cisla tak,
aby zy? bylo (a) co nejmensi, (b) co nejvetsi.

1) Hleda se n-tice &isel a1, ..., x, € {—1,1} tak, Ze jejich soucin je kladny a jejich soucet
minimélni. Jako vysledek napiste (co nejjednodussi) vzorec, ktery udava hodnotu
tohoto minimélniho sou¢tu pro obecné n.

m) Potkant biatlon. Potkan stoji na bfehu kruhového jezirka o poloméru 1 a potiebuje
se dostat na protilehly bod bi¥ehu. Potkan plave rychlosti v; a bézi rychlosti v,. Chce
se do cile dostat co nejrychleji, pficemz miize bézet, plavat, nebo zvolit kombinaci
obojiho. Jakou drahu zvoli? Strategie potkana mize byt rizna pro razné hodnoty v;
a vy, vyleste pro vSechny kombinace téchto hodnot.

n) Normalni rozdéleni se st¥edni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o mé hustotu

(z—

)‘2
Lo~ %2 . Cheeme odhadnout parametry p a o z

oV2m

pravdépodobnosti p,.(z) =

0Vsimnéte si, Ze kdybychom omezeni napsali jako x; € {—1,1}, tak by tloha nebyla ve tvaru (1.11). Kdy#
ho oviem napiSeme jako z? = 1, tak tloha ve tvaru (1.11) je.
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i.i.d. (independent, identically distributed) vzorku 1, . .., z, na zakladé principu ma-
ximalni vérohodnosti, tedy chceme maximalizovat verohodnost [}, p. ().

0) (*x) Do mezikruzi (mnoZinovy rozdil dvou soustfednych kruht o polomérech R >
r > 0) mame vepsat elipsu s co nejvétsim obsahem. Cela elipsa (hranice i vnitiek)
musi leZet v mezikruzi. (Motivaci ulohy byl navrh pracovniho prostoru robotu.)

1.2. Necht X je libovolna mnoZina a f: X — R. Necht g: R — R je rostouci funkce. Dokazte,

7ze argmin f(z) = argmin g(f(z)).
zeX reX

1.3. (x) Necht X je libovolna mnozina, ¥ C X, a f: X — R. Najdéte co nejobecn&jsi pod-
minku, za které plati argmin f(z) =Y Nargmin f(z).
zeY rzeX

1.4. Dokazte, ze pro libovolné funkce fi, ..., f: R™ — R plati

min_ [fi(0) o+ )] = min fi(0) 4ok min fu(0), (126)

X1,...,Xm ER™ x€ER™

tedy minimalizace funkce f(xy,...
vislych minimalizaci.

s Xm) = f1(x1) + - + fin(Xm) se rozpadne na m neza-

(%) Plati tvrzeni i tehdy, kdyz nahradime sou¢et maximem nebo minimem? Obecnéji, pro
jaké funkce g: R™ — R plati

min g(fl(x1)7"'7f7n(xvn)) :g(HliH fl(x)7>géﬁ§r}lfm(x))? (127)

X1,...,Xm ER™ xER™

Napovéda a reSeni

1.1.a) Vyfesime avahou s pomoci obrazku. MnoZina pfipustnych Fesent je kladn4 vétev hyperboly zy = 1
a oblast nad ni. Ucelova funkce f(z,y) = 2? + 32 je &tverec (= druha mocnina) vzdalenosti
bodu (z,y) od pocatku, jeji vrstevnice jsou kruZnice se stfedem v pocatku (0,0). Protoze od-
mocnina je rostouci funkce, tloha (pfesndji, jeji mnozina argumentt minima) by se nezménila
(viz Cvi€eni 1.2), kdybychom uéelovou funkce zménili na /22 + y2, coZ je vzdalenost od po¢atku.
Optimalni hodnota se proto nabyvéa v bodé hyperboly nejbliz po¢atku, tedy v bodé (z,y) = (1,1).

1.1.b) Vyfesime opét obrazkem. Protoze 22 < 1 je ekvivalentni —1 < z < 1, mnoZina pfipustnych

feent je &tverec (i s vnitikem) se stiedem v pocatku a stranou délky 2. Udelova funkee je ¢tverec
vzdalenosti od bodu (2, %) Minimum se nabyva v bodé ¢tverce nejblize bodu (2, %) tj. v bodé
(1,3)

1.1.c) Optimalni FeSeni je nejmensi islo z, které neni mensi nez zadné z &isel aq,. ..
takové ¢islo je z = max; a;.

s ap. OCividné,

1.1.d) Krabice je kvadr se stranami z,2z,y (Sifka, délka, vyska v decimetrech). Minimalizujeme jeho
povrch 2(222 + xy + 22y) = 22(2z + 3y) za podminek 22%y = 72 a z,y > 0. Z této tlohy
eliminujeme proménnou y. Prvni podminka je ekvivalentni y = 36/x2. Vimneme si, Ze podminka
y = 36/2% > 0 je automaticky splnéna pro x > 0. Po dosazeni do kriteria tedy minimalizujeme
22(2z +108/2?%) = 422 4216/ za podminky x > 0. To spad4 do analyzy funkei jedné proménné:
polozeni derivace rovné nule da stacionarni bod = = /27 = 3, co spliije # > 0. Mohli bychom
ovEFit, napf. pomoci druhé derivace nebo vahou, Ze je to globalni minimum na intervalu (0, c0).

1.1.h) Nakreslete si obrazek. Minimalizujeme obsah 2y obdélnika za podminky y = 22 + 2z 2 a2 > 0
pres proménné z,y € R (podminka x > 0 vynuti kladny obsah obdélnika; v§imnéte si, Ze feeni pro
—z by bylo symetrické a tedy ho nemusime uvazovat). Dosazenim za y pfevedeme na minimalizaci
funkce jedné proménné x(2? + x72) = 2® + 1/ na intervalu (0, 00)).

1.1.i) Minimalizujeme &tverec vzdalenosti (z — 3)? + y? za podminky y = 22 pfes proménné z,y € R.
Dosazenim za y pievedeme na minimalizaci funkce (x—3)2+2? bez omezeni. Podminka stacionarity
je 2(x — 3) + 423 = 0, po vydéleni dvéma 22° + x — 3 = 0. Uhodneme jedno feseni z = 1, coz
odpovida y = 2% = 1. Z obrazku (nakreslete si) je patrné, Ze nejblizsi bod nemtize mit z < 0.
Protoze funkce 223 + 2 — 3 na intervalu [0, 00) striktné roste (spoététe jeji derivaci), nemtze na
ném mit vice nez jeden kofen. Tedy nejblizsi bod je (1,1).

1.1.k) Hledame extrém funkce xy? za podminek z+y = 6 a x,y € [1,5]. Tuto tlohu pfevedeme na tilohu
s jedinou proménnou eliminaci napf. y. Z z +y = 6 vyjadfime y = 6 — z. Vsimneme si (ovéfte
podrobné!), ze podminka 6 — x € [1,5] je ekvivalentni x € [1,5], coz uz ale mame. Tedy ptivodni
tiloha je ekvivalentni tiloze s jednou proménnou, ve které hledame extrémy funkce z(6 — z)? na
intervalu « € [1,5]. To zname z analyzy.

1.1.1) Minimalizujeme x1 + - - - 4+ 2, za podminek x1 -z, > 0 a z1,...,2, € {—1,1}. To neni uloha ve

tvaru (1.11), protoZe omezeni x; € {—1,1} nejsou v (1.11) dovolena. To oviem snadno spravime,
2 = 1, které uz tvar (1.11) dovoluje.
Stejné ale jde o netypickou tlohu spojité optimalizace, protoze kazda proménna mize nabyvat
jen dvou hodnot, tedy mnoZina pfipustnych feseni ma koneény pocet prvkii (jedna se tedy spise
o ulohu kombinatorické optimalizace).

protoze je muZzeme nahradit ekvivalentnimi omezenimi =

Ulohu vyiesime jednoduchou tvahou. Aby z; ---x, > 0, zapornou hodnotu smi mit sudy pocet
proménnych. Cheeme-li minimalizovat z1+ - - - + 2, nastavime vSechny (pro sudé n) piip. vechny
kromé jedné (pro liché n) proménné na —1. Optimélni hodnota bude tedy —n (pro n sudé) a2—n
(pro n liché).

1.1.m) Optimalni drdha potkana bude sloZzena ze dvou tuseki: z pifmocarého plavani ze startu do né-
jakého bodu A na hranici jezirka, a z béhu po hranici jezirka z bodu A do cile. Mohli bychom
si myslet, Ze lepsiho ¢asu lze dosahnout kombinaci vice neZ jednoho plaveckého a/nebo vice nez
jednoho bézeckého tseku, ale takovou drahu lze vzdycky ‘preskladat’ do drahy sestévajici z nej-
vyse jednoho plaveckého a nejvyse jednoho bézeckého tseku, ktera bude mit stejny nebo lepsi ¢as
(rozmyslete). Tedy tloha se redukuje na nalezeni bodu A odpovidajicimu minimalnimu Gasu.
Necht ¢ je thel pii stfedu jezirka v trojiahelniku start — st¥ed jezirka — bod A. Celkovy ¢as potkana
jet(p) = ﬁ\/er vl—z(ﬂ' — ), kde prvni ¢len je ¢as plavani ze startu do bodu A (odvod'te
napf. z kosinové véty!) a druhy ¢len je ¢as b&hu po obvodu jezirka z bodu A do cile. Tuto funkei
potFebujeme minimalizovat na intervalu [0, 7].

Jet'(p) = %%—% = %1 / 1“%—%7 kde jsme pouzili identitu sin ¢ = y/1 — cos? ¢ (kterd

plati na intervalu [0, 7], na jiném intervalu bychom museli davat pozor na znaménko odmocniny).

Spocitame i druhou derivaci t’(¢) = —%% a vidime, Ze je na intervalu (0,7) ziporn4,

tedy ucelova funkce na tomto intervalu nemuze nabyvat lokalniho minima. Tedy ucelova funkce
muze nabyvat minima pouze v jednom z hrani¢nich bodt intervalu. Jinymi slovy, aby dosahl
miniméalniho ¢asu, musi potkan bud celou dobu plavat (¢ = 0) nebo celou dobu bézet (¢ = ).

Mame ¢(0) = o a t(m) = %7 tedy potkan poplave jestlize % > T, jinak pob&zi.
@i—m?
1.1.n) Maximalizujeme funkei [T puo(ai) = [[iy ﬁe_ 202 pies proménné g € Ra o > 0. Je

pohodlné misto toho minimalizovat zaporny logaritmus této funkce (coz je stejné, nebot zaporny
logaritmus je striktné klesajici funkce, srov. Cviceni 1.2). Navic faktory \/LzTr muzeme vynechat

bez zmény tlohy. Tedy minimalizujeme funkei ) ;- ;(Ino + %) =nlno+ # S (i — )2

PoloZenim parciélni derivace podle p rovné nule dostaneme 7# Yoy 2(z — p) = 0, z toho
uw= % >ory xi. Tedy odhad p je aritmeticky primér isel x1,...,x,. To se dalo Cekat.

S i ) n_ 1lwn .
Polozexlum parcidlni derivace podle o rovné nule dostz}neme 2 - Sy i(@ —p)? =0, tedy
0% = o (@ — 1)?. Dosadime vy3e spoftené py = =Y x; a po Gpravé (provedte sami a
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1.2

nesplette to!) dostaneme 2 = L5722 — (L3570 7;)2,

Ukolem je dokézat, Ze pro kazdé z* € X plati nasledujici ekvivalence: pro kazdé z € X plati
f(z*) < f(z) pravé tehdy, kdyz pro kazdé = € X plati g(f(z*)) < g(f(x)). To je ale zjevné,
protoze pro kazdou rostouci funkci g: R — R a kazdé a,b € R plati a < b < g(a) < g(b).

17
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Pouziti linearni algebry v optimalizaci
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Kapitola 2

Maticova algebra

Cilem této kapitoly je zopakovat a prohloubit si schopnost manipulovat s vyrazy obsahujicimi
matice a vektory, aniz bychom zatim pouzivali abstraktnéjsi pojmy z linearni algebry jako napft.
linearni nezavislost.

Realnd matice rozméru mxn, kde m,n € N, je tabulka realnych &isel s m fadky a n sloupci?,

app v Qip
A = a;] = :

am1  *° Gmn

kde a;; jsou prvky matice?. Mnozinu viech realnych matic rozméru m X n znac¢ime R™*™.
Pouzivaji se tyto nézvy:
e Pro m = n se matice nazyva ¢tvercova a pro m # n obdélnikova, pricemz pro m < n je
Siroka a pro m > n je tzka.
e Diagonalni prvky matice jsou prvky a; pro i = 1,...,p kde p = min{m, n}. Matice je
diagonalni, kdyZ viechny nediagonalni prvky jsou nulové, tedy a;; = 0 pro vechna i # j.
Vsimnéte si, Ze diagonalni matice nemusi byt &tvercova. Ctvercova (m = n) diagonalni

matice s diagonalnimi prvky dy, ..., d, se se znadi diag(dy,...,d,). Napt.
10 O
diag(1,3,-2)=10 3 0
00 -2

e Nulova matice m4 vSechny prvky nulové. Znacime ji 0,,,, (pokud jsou rozméry m,n jasné
z kontextu, pak pouze 0).

e Jednotkova matice je ¢tvercova diagonélni, jejiz diagonalni prvky jsou jednicky. Znacime
ji L, (pokud je rozmér n jasny z kontextu, pak pouze I). Prvky jednotkové matice miZzeme
oznacit symbolem ‘Kroneckerovo delta’,

0 kdyzi#j,
&y = S (2.1)
1 kdyzi=j.
! Formalngji miizeme matici definovat jako zobrazeni {1,...,m} x {1,...,n} — R, podobné jako vektor

(21,...,2n) € R™ lze povaZovat za zobrazeni {1,...,n} — R.
2Nékdo znadf prvky matice A jako A;;, coz ma své vyhody, my se ale budeme drZet ¢ast&jstho a;j.
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e Horni [dolni] trojahelnikova matice mé a,;; = 0 pro v8echna i > j [i < j]. V8imnéte si,
Ze horni/dolni trojuhelnikova matice nemusi byt ¢tvercova.

e Permutac¢ni matice je ¢tvercova matice, kterd ma v kazdém sloupci pravé jednu jednicku,
v kazdém Fadku pravé jednu jednicku, a ostatni jsou nuly.

2.1 Operace s maticemi

2.1.1 Scitani a nasobeni skalarem

Matice lze nasobit readlnym ¢islem a scitat po prveich:
e Soucin ¢isla o € R a matice A € R™*" je matice «A = Aa = [aa;;] € R™*™
1 A
Sou¢in —A muZeme psat kratce jako — nebo A/a. Soucin (—1)A piSeme kratce jako —A.
« @
e Soucet matic A,B € R™*" je matice A + B = [a;; + b;;] € R™*"™.
Rozdil matic je A — B = A + (—B).
Pro pevna m,n € N tvori mnozina R™*™ vybavena témito dvéma operacemi linearni prostor

nad télesem R. Prvky tohoto télesa, tedy Cisla @ € R, se nazyvaji skalary. Zdturaznéme, ze
slovo skaldr nema vyznam samostatné, ale vzdy jen v kontextu néjakého linearntho prostoru.

2.1.2 Maticovy soudin

Maticovy soucin matic A € R™*? a B € RP*" je matice AB = C € R™" s prvky
P
cij=Y amby, i=1...m j=1..n (2.2)
k=1

Vsimnéte si, Ze nasobit lze jen matice, které maji vnitini rozmeér (p) stejny. Vlastnosti matico-
vého soucinu:
(AB)C = A(BC) (asociativita)
(A+B)C=AC+BCaA(B+C)=AB+ AC (distributivita se s¢itanim)
e AT = A =TA (neutralita jednotkové matice)
(e¢A)B = A(aB) = a(AB)
Obecné neplati AB = BA (maticovy soucin neni komutativni)!
Zduaraznéme, ze skalar nelze povaZzovat za ‘matici’ rozméru 1 x 1, i kdyz to k tomu svadi.
Vyraz aA neni maticovy sou¢in dvou matic uz proto, ze vnitini rozmér matic by byl obecné

ruzny. Nasobeni matice skalarem je zkratka jind operace nez maticovy soudin.
Pro ¢tvercovou matici A se maticovy soucin

AF=AA A (2.3)
N——

k-krat

nazyva k-t4 mocnina matice. Definujeme A® = I. Odligujte od kartézského soucinu mnoZiny A
se sebou k-krét, ktery také znaéime A* (viz §1.1.1) oviem mnozinu piSeme netucénym fontem.
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2.1.3 Transpozice

Transpozici matice A = [a;;] € R™*" znatime AT = [a;;] € R™™. Vlastnosti transpozice:
(aA)T = AT

(AT = A

(A+B)"=AT+B"

¢ (AB)” = BTA”

Ctvercova matice se nazyva

e symetricka, kdyz AT = A, tj. a;; = a;;,
e antisymetricka, kdyz AT = —A, tj. a;; = —a;; (z ¢ehoZ plyne a;; = 0).

2.1.4 Inverze

Kdyz pro matice A € R™*™ a B € R™*" plati
AB=1,, (2.4)

matice B se nazyva prava inverze matice A a matice A se nazyva leva inverze matice B.

Matice miize mit obé tyto inverze, nebo jen jednu z nich, nebo nemusi mit ani jednu. Kdyz ma

matice pravou nebo levou inverzi, tato nemusi byt jediné. Néasledujici tvrzeni budeme schopni
dokazat® az v §3.2.3, zatim si je pamatujte:

e Prava inverze matice existuje, pravé kdyz mé matice linearné nezavislé fadky. Specialné,
uzka matice nemuze mit pravou inverzi.

e Leva inverze matice existuje, pravé kdyz ma matice linearné nezavislé sloupce. Specialné,
sirokd matice nemuze mit levou inverzi.

Ma-li matice pravou i levou inverzi, pak se obé inverze rovnaji a jsou jediné. Opravdu, z
AB =T1a CA =1 plyne C = CAB = B. Pak mluvime pouze o inverzi matice a zna¢ime
ji A~L. Z tvrzeni vyge navic plyne, 7e A i A~! jsou &tvercové. Matice, kterd ma inverzi, se nazyva
invertovatelna nebo regularni. Ctvercova matice, kterd nemé inverzi, se nazyva singularni.
Vlastnosti inverze:

e AAl=1I=A'A
e (A Hl=A
(AB)"' =B !A"!
o (@A)t =atA?

2.1.5 Determinant

Determinant ¢tvercové matice A € R™*" se definuje vzorcem

det A = ngnaﬁaw(i), (2.5)
o =1

3Je zajimavé, ze pouze z definice (2.4) (tedy bez pouziti pojmi jako linearni nezavislost, hodnost nebo linearni
zobrazeni) nejspi§ nelze dokazat, ze Gzkd matice nemiiZe mit pravou inverzi. Schvalng, zkuste najit dikaz!
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kde s¢itdme pres vSechny permutace o prvka 1,...,n (tj. bijekce o: {1,...,n} — {1,...,n}),
plifemz sgn o oznacuje znaménko permutace. Nékteré vlastnosti determinantu:

o detI=1

e det(AB) = (det A)(det B)

o det A™! = (det A)~! (plyne z predchoziho pro B = A1)

o det AT =det A

e det A = 0 pravé tehdy, kdyz A je singularni

e Determinant je multilineérni funkce sloupct matice, tj. je linearni funkei libovolného sloupce,
jsou-li v8echny ostatni sloupce konstantni.

e Determinant je alternujici funkce sloupct matice, tj. prohozeni libovolnych dvou sloupci
zméni znaménko determinantu.

2.1.6 Stopa

Stopa (angl. trace) ¢tvercové matice A € R™™ je soucet jejich diagonélnich prvki, znadf se
trA=ay+ -+ . (2.6)

Vlastnosti (dokazte!):
e trf(A+B)=trA+trB
o tr(aA) =atrA
o tr(AT)=trA
e tr(AB) = tr(BA) pro kazdé A € R™*" a B € R™™

Z posledni rovnosti plyne napt. tr(ABC) = tr(CAB) (pokud matice maji kompatibilni rozméry
pro nasobeni), protoze tr(DC) = tr(CD), kde D = AB. Podobné tr(ABCD) = tr(DABC) =
tr(CDAB) = tr(BCDA). Vidime, Ze stopa sou¢inu nékolika matic je rovna stopé soucinu jejich
cyklické permutace (tzv. cyklicnost stopy). Obecné ale neplati napt. tr(ABC) = tr(CBA).

2.1.7 Standardni skalarni souc¢in a norma
Standardni skalarni sou¢in matic A, B € R™*" se definuje jako
i=1 j=1
Standardni skalarni sou¢in lze poéitat pomoci stopy a naopak:
(A,B) = tr(A"B) (2.8)
trA = (I,A) (2.9)

(pro ditkaz (2.8) si napiste diagonalni prvky matice ATB).
Z definice (2.7) snadno dokaZeme nasledujici vlastnosti skalarntho souc¢inu:
e (A B) = (B, A) (komutativita)
* (A,B) = (A",B")
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e (0¢A,B) =a(A,B) = (A,aB)
e (A+B,C)=(A,C)+(B,C)a (A,B+C)=(A,B)+ (A, C)
Méné oc¢ividné je chovani skalarniho souc¢inu vzhledem k maticovému soucinu?:
(AB,C) = (B,ATC) = (A, CB"). (2.10)
Prvni identitu dokaZeme napf. takto:

(AB,C) = (C,AB) = tr(CTAB) = tz((A7C)"B) = (A”C,B) = (B, A”C).

Druhou identitu dokédZeme podobné (provedte!).
Skalarni sou¢in (2.7) indukuje normu matice A € R™*" jako

m n 1/2
Al = V(A A) = /tr(ATA) = \/tr(AAT) = (Zzaz) ) (2.11)

Existuji i jiné normy matic (které neuvadime). Norma (2.11) se nazyva Frobeniova norma a
pokud ji chceme odliit od jinych norem matic, znacime ji || - ||g.

2.2 Matice s jednim sloupcem nebo jednim rfadkem

Matici s jedinym sloupcem (tedy prvku R™*1) se také iika sloupcovy vektor a matici s jedinym
fadkem (prvku RY") radkovy vektor. Linearn{ prostor R"*! matic s jedinym sloupcem je
‘skoro stejny’ (je s nim isomorfni) jako linearni prostor R™ uspoiadanych n-tic (z1,...,2,).
Proto je zvykem tyto dva prostory ztotoznit a bez upozornéni prechazet mezi obéma vyznamy.
Prvkam

Ty
x= (T1,...,%,) = eR" =R™!
—_———
usporadana n-tice Ty

matice n X 1

tohoto prostoru budeme Fikat kratce vektory. Slovem vektor (bez privlastku) tedy rozumime
sloupcovy vektor (tj. matici s jednim sloupcem) nebo uspoiadanou n-tici ¢isel. Zopakujme, Ze
usporadané n-tice (prvky kartézského soucinu) zna¢ime kulatymi zavorkami (viz §1.1.3), kdezto
matice znatime hranatymi zévorkami.

TotéZ bychom samoziejmé mohli udélat s ¥adky (tj. ztotoznit prostory R™ a R1*"); ale pre-
vladajici konvence je délat to se sloupci®. Chceme-li tedy napsat fadkovy vektor, mfizeme na-
psat x € RY" ale to se vétsinou nedéld, nebot mala tuéna pismena obvykle oznacuji prvky R™.
Rédkovy vektor proto radéji piseme jako x” kde x € R™, z ¢ehoz plyne x7 € R!*™,

Popsané ztotoznéni je dulezité, protoze nyni se k vektorim x € R™ muzeme chovat jako k
maticim, tj. miZeme je maticové nasobit jinymi maticemi, transponovat, apod. Uvedme dulezité
piipady, kdy se v maticovém soucinu vyskytuji vektory:

4V obecném linearnim prostoru se skalarnim soucinem vlastnost {f(z),y) = (z, f*(y)) definuje adjungované
linearni zobrazeni f* k linedrnimu zobrazeni f. V naSem jednoduchém pripadé, kdy mame zobrazeni f(x) = Ax
a standardni skalarni soucin, je f*(y) = ATy, tedy adjunkce splyva s maticovou transpozici.

5Vyjimkou jsou napf. pocitacovi grafici, pro které ‘vektor’ bez piivlastku znamena fadkovy vektor.
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e Pro A € R™" a x € R” je vyraz Ax maticovy sou¢in matice m X n a matice n x 1,
coZ je (sloupcovy) vektor délky m. Je to vlastné linearni kombinace sloupci matice A
s koeficienty x (viz §3.2).

e Pro A € R™" a x € R™ je vyraz xT A maticovy soudin matice 1 x m a matice m x n, coz
je fadkovy vektor délky n. Je to vlastné linearni kombinace fadkd matice A s koeficienty x.

e Prox,y € R" je vyraz

xTy =iyt Ty = (X, Y) (2.12)

maticovy soudin fadkového vektoru x7 a sloupcového vektoru y. Vysledek je skalar, znamy
jako standardni skalarni sou¢in vektord x a y. Druha rovnost fika (ovéite!), Zze je
to specialni pifpad skalarniho soudinu matic (2.7), ve kterém povaZujeme X,y za matice
s jednim sloupcem. Pro standardni skalarni soucin vektori budeme v dalsim textu vzdy
pouZivat znaceni x7y, tj. nebudeme pouzivat (x,y).

e ProxecR™ay e R"” je viraz

1yr o TiYn
xyT = : : € R™" (2.13)

TmY1 - TmlYn

matice m x n, které se nékdy iikd vnéjsi souéin vektorii x a y nebo dyada’.

Symbol 1, = (1,...,1) € R™ znadi (sloupcovy) vektor s jednickovymi slozkami. Pokud n
plyne z kontextu, piSeme jen 1. Piiklad: pro x € R” je 17x = z; + --- + m,. Jiny piiklad:
jednotkovou matici miZzeme znacit (i kdyZ se to tak nedéla) I = diag 1.

Symbol e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R” (jednicka na i-tém misté) znadi i-ty (sloupcovy)
vektor standardni béaze, kde pocet n slozek vektoru e; je uréen kontextem. Standardni baze
tvoif sloupce jednotkové matice, [e1 e en] =1,.

2.3 Matice sestavené z bloku

Matici je moZno sestavit z nékolika jejich podmatic (zvanych téz bloky) jako

[An -+ Ag
S | eRM (2.14)
Aml e Amn
kde Aj; € R™>*™ am =737, m; an=> n;. Napl.
A B] A Al

kde v prvnim pfikladu musi mit napf. matice A, B stejny pocet fadka a matice A, C stejny
pocet sloupct. V poslednim piikladu jsou rozméry jednotkové matice I a nulové matice 0 urceny
rozméry matic A, D. V Matlabu matice (2.15) napiSeme jako

[A B; C D], [AB], [A;B], [A eye(m); zeros(n) D] (kde [m,nl=size(A)).

SDyada se da povaZzovat za tensorovy soucéin dvou vektori v maticové notaci. Oviem tensorovy soucin je
abstraktnéjsi a obecnéjsi pojem.
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Pr1i ndsobeni matic sestavenych z bloki 1ze neformalné uzit obvykly vzorec (2.2) pro nasobeni
matic, ve kterém si misto prvki matice pfedstavime bloky. Formalné,

All e Alp Bll e Bln Cll e Cln
P S e (2.16)
Aml e Amp Bpl e Bp'n le o Cmn
kde )
C”:ZAA“CB)C]7 z:l,7m7]:1,n (217)
k=1
Priklady:
A B][X] [AX+BY c] A _[AE AF
{C D} M = {CX—i—DY} (A B] M = AC+BD, [C] B F]= {CE CF] ‘

Casto je uzitetné vnimat matici A € R™*" jako blokovou matici, kde bloky jsou sloupce
matice, tj.

A= [a1 an] , (2.18)
kde sloupcové vektory ay,...,a, € R™ jsou sloupce matice A. Matici lze také vnimat jako
sestavenou z fadkua, tj.

T
a;
. T
A= || =[a - an , (2.19)
a,
kde ¥adkové vektory” aT, ... al jsou fadky matice A, pficem? ay,...,a,, € R™

Vyjadiime-li matici A € R™*? pomoci sloupct a matici B € RP*™ pomoci fadky, je

AB=[a; - a =ab] +---+a,bl. (2.20)

by

Vyjadiime-li naopak matici A € R™*P pomoci fadka a matici B € RP*™ pomoci sloupcu, je

al’ a’B a’b, --- alb,
AB=|: [b1 bn] - [Ab1 Abn} = : = : : .(2.21)
al alB alb, --- alb,

2.4 Co je soustava linearnich rovnic?

Rovnice s n neznamymi je linedrni, jestlize se v ni nezndmé nevyskytuji ve vySsi nez prvni
mocniné ani v souc¢inech. Neboli prava i levé strana rovnice je polynom nejvyse prvniho stupné.
Pojmenujeme-li neznamé jako 1, ..., z,, linedrni rovnici lze psat jako

axy+ -+ ax, =b

"Vektory a; samoziejmé oznaluji jiné vektory v (2.18) a v (2.19).

nebo také vektorové jako a’x = b, kde a = (ay,...,a,) a x = (1, ..., %,). Linedrni rovnice je
homogenni, jestlize v ni chybi absolutni ¢len (tedy b = 0), jinak je nehomogenni.

Soustavu m linearnich rovnic s n neznamymi x1, ..., z, lze zapsat jako
anTy + -+ T, = bla
11 + -+ Q@ = bm

nebo maticové jako
Ax = Db, (2.22)

kde A € R™" b € R™, x € R". Soustava je homogenni, jsou-li vSechny jeji rovnice homo-
genni (tj. b = 0) a nehomnogenni, je-li asponi jedna jeji rovnice nehomogenni (tj. b # 0).

Chceme-li fesit soustavu linearnich rovnic na pocitaci, piislusné algoritmy ¢asto vyzaduji
soustavu ve tvaru (2.22), tj. vSechny neznamé jsou soutifedéné do jediného vektoru. Napt.
v Matlabu se FeSeni soustavy (2.22) spocita jednoduse jako x=A\b (zde predpokladame, Ze
soustava ma pravé jedno FeSeni). Ov8em ne vzdy dostaneme linearni soustavu v tomto tvaru.
Prepisujeme-li takové soustavy do tvaru (2.22), mizeme snadno udélat chybu. Existuji zpisoby,
jak to délat elegantndji a obecnéji®, viz nasledujici piiklady a Cviceni 2.6.

Priklad 2.1. Soustava
Ax =b, (2.23a)
ATy =x, (2.23b)

kde x € R" ay € R™ jsou neznamé a A € R™™ a b € R™ jsou déany. Je to linearni soustava
m~+n rovnic s m+n neznamymi. Tuto soustavu milZeme napsat ve tvaru (2.22) (kde samoziejmé
pismena A, b znamenaji néco jiného nez v nasi soustavé) takto:

& Bl ls]

Vsimnéte si, Ze soustavu (2.23) lze vyTesit i jinak. Dosadime x z druhé rovnice do prvni,
coz da AATy = b. Tuto rovnici vyfesime pro y a spoc¢itdme x z druhé rovnice. ¢

Priklad 2.2. Homogenni soustava linearnich rovnic

alx=qib; Vi=1,....m
kdex € R"a ay,...,q, jsou neznamé a ay, ..., a,, € R*aby,...,b, € R jsou dany. Oznacime-

LA=/[a - a,] €R™ b=(b,....by)aca=(a,...
jako Ax = (diag b)a, neboli

, 04y ), pak soustavu muZeme psat

[A —diagh] N —0.
o ¢
8 Abychom fekli piesné, co znamena ‘obecnéji’, musime rozliSovat mezi instanci soustavy linearnich rovnic,
coz je jedna konkrétni soustava, a nekonecnou mnozinou instanci soustav rovnic v urcitém tvaru (kterou nékdy
kratce nazgvame problém nebo loha; to jsou pojmy z teorie vypocetni sloZitosti). Napf. soustava linearnich
rovnic {21 — 229 = 1, —z1 + 22 = 3} je instance, ale (2.23) je nekonefna mnoZina linearnich soustav, jejiz
kazdy prvek je uréen konkrétni dvojici (A, b). Pfevodem tlohy (2.23) do tvaru (2.22) pak rozumime algoritmus,
ktery pro libovolnou dvojici (A, b) najde dvojici (A’,b’) tak, Ze soustava (2.23) bude ekvivalentni soustavé
A’x' = b’ kde X' = (x,y).
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Priklad 2.3. Soustava

Z:L'ij =a;, t=1,...,m, (2.24a)
j=1
S wiy=b;, j=1...n, (2.24b)
i=1

kde x11, ..., Tmn € R jsou neznamé a ay, ..., Gy, b1, ..., b, € R jsou dany. Je to soustava m +n

linearnich rovnic s mn neznamymi. Tato soustava jde napsat v maticovém tvaru jako

X1 =a,
XT1 =b,
kde a = (ai,...,amn) € R™, b= (by,...,b,) € R" a X = [x;;] € R™". To ale neni tvar (2.22),

nebot proménné jsou opét soustiedéné do matice X a nikoliv do vektoru. Soustavu ale lze
prepsat takto (ovéfte roznasobenim matic!):

{,; e 1, -
" = m (2.25)
17| U
kde x3,...,x, € R™ jsou sloupce matice X. ¢

2.5 Elementarni maticové tpravy

Z Gaussovy eliminace znate elementarni fadkové apravy matice. Kazda elementarni fadkova
dprava matice A € R™ " odpovida jejimu vynasobeni zleva néjakou regularni matici E €
R™ ™ kterd se nazyva elementarni matice. Jsou ti:

1. Prohozeni dvou tadki ¢, j. To odpovida elementéarni matici

1
0 1 )
E=I-(e;—ej)(e;—e;)" = (2.26a)
1 0 j
L 1 -
[ J
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2. Vynésobeni rfadku ¢ nenulovym skaldrem «. To odpovidéa elementarni matici

1 -

E=1-(1-a)ee! = a i (2.26b)

3. Pricteni a-nasobku radku ¢ k fadku j. To odpovida elementarni matici

1
1 [
E=1+aeje] = (2.26¢)
o 1 7
L 1 -
i J

Ovéite rovnosti ve vzoreéeich (2.26), kde e; znadéi i-ty vektor standarni baze prostoru R™
(viz §2.2) — vSimnéte si k tomu, Ze eie]T € R™ ™ je matice se samymi nulami kromé prvku
a;; = 1. Transpozice a inverze elementéarni matice je opét elementarni matice (viz Cviceni 2.24).
Lze dokazat (dikaz neuvadime), Ze kazda regularni matice je soucinem kone¢né posloupnosti
elementarnich matic, tj. lze ji ziskat aplikaci kone¢né posloupnosti elementarnich Fadkovych
dprav na jednotkovou matici I.

Zcela analogicky lze definovat elementarni sloupcové upravy, které odpovidaji nasobeni
(transponovanou) elementarni matici zprava.

2.5.1 Gaussova eliminace a LU rozklad

Elementarni fadkové tpravy se asto pouzivaji v algoritmech numerické lineédrni algebry. Za-
kladni takovy algoritmus je Gaussova eliminace na feSeni soustavy linearnich rovnic Ax = b.
Koeficienty soustavy zapiSeme do matice (‘tabulky’) [A b] € R™ " (tzv. rozsifend ma-
tice soustavy). Vysledkem elementarn{ Gipravy na této matici je matice E [A b] = [EA Eb],
kterd odpovidéa soustavé EAx = Eb. Tato soustava ma stejnou mnozinu FeSeni jako puvodni
soustava, protoZe matice E je regulérni (tedy vyndsobenim soustavy inverzn{ matici E~! zleva
bychom dostali opét Ax = b).

V Gaussové eliminaci zvolime posloupnost fadkovych aprav Ej, ..., E; tak, abychom ma-
tici A postupné pievedli na horni trojihelnikovou matici, tj. nasi soustavu prevedeme na

EkEk‘—l e EQE]AX = EkEkfl s EQE]b, (227)

U b’

kde matice U je horni trojuhlenikova. Tato soustava se pak levné vyiési zpétnou substituci.
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Tento proces lze zapsat i jinak. Rovnost EfE;_; - - E;E;A = U lze (diky regularité ma-
tic E;) psat jako
A=LU (2.28)
kde L = (E4Ej_y - EoE)) ' =E*- - E;l. Matice L jde levné spocitat, protoze inverze E;*
jsou opét elementarni matice a tedy odpovidaji elementarnim fadkovym tpravam. Jestlize pii
Gaussové eliminaci neprohazujeme radky (tedy nepouzividme matice (2.26a)), jsou matice E;
dolni trojuhelnikove, tedy i matice L je dolni trojuhelnikova (viz Cviceni 2.23). PouZivame-li
béhem algoritmu také matice (2.26a), je L soucinem dolni trojthelnikové matice a permuta¢ni
matice. Vzorci (2.28) se ika LU-rozklad matice A. LU rozklad lze tedy vidét jako ‘maticovy
popis’ Gaussovy eliminace. Studujte matlabskou funkci 1u pomoci piikazu help 1lu!

2.6 Maticové zlociny

Pfi manipulaci s maticovymi vyrazy a rovnicemi délaji néktefi studenti hrubé chyby, kterych
se lze pii alespon minimalni snaze vyhnout. Takové chyby jsou neomluvitelné. Uvedme typické
priklady téchto zlo¢inu.

Vyraz je nesmyslny kvili rozmérim matic

Jako prvni uvedme chyby, kdy vyraz nema smysl kvili rozmérim matic a vektort. Napf.:
e Pokud A € R**? a B € R3*?, tak nasledujici vyrazy jsou chybné:

A+B, A=B, [AB], ATB, A7'| detA, A%

e Zcela odstrasujici je pouziti zlomku pro matice, napf. % ‘Zlomkova ¢ara’ neni pro matice
definovéna. Nebyla by totiZ jednoznac¢na, protoze miize znamenat bud AB~! nebo B7'A.
Abyste méli jasnou pfedstavu o rozmérech matic v maticovych vyrazech, pod matice a
vektory si malujte obdélnicky s rozméry matic!

e Piedpoklad, Ze existuje prava inverze tizké matice, nap¥. QQT =1 pro Q € R>*3,

o Inverze &tvercové, ale evidentnd singularnf matice, napt. (AB)~! pro tizkou A. Kdyby totiz
inverze existovala, bylo by AB(AB)™! =1, tedy A by méla pravou inverzi B(AB)~!. Ale
to neni mo#né, protoze A je tzki. Extrémnéjsi piiklad stejného zlocinu je (ww?)~! kde w
je vektor.

Priklad 2.4. Vidime-li vyraz (ATB)~!, musi ndm ve zlomku vtefiny hlavou probéhnout tyto
avahy o rozmérech matic:
e Aby matice bylo mozné nasobit, musi mit stejny pocet radk.

e Protoze nelze invertovat obdélnikovou matici, musi byt sou¢in ATB ¢tvercovy. Tedy obé
matice musi mit stejny pocet sloupcii. Ted vime, Ze ob& matice musi mit stejny rozmdr.

e Pokud by AT byla tizkd nebo B giroka, ATB by byla singularni, a tedy by neméla inverzi.
Tedy musi byt ob& matice étvercové nebo tzké. ¢
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Abyste nedélali chyby v rozmérech matic, pod maticové vyrazy si piSte rozméry matic, napf.

Pouziti neexistujicich maticovych identit

Pro manipulaci s maticovymi vyrazy je uzitetné mit v paméti zasobu maticovych identit. Ovsem
nesmi byt chybné. Typické priklady:
e (AB)" = ATBT (pokud v maticovém souc¢inu ATBT je vnitini rozmér rfizny, je to chyba
uz kvili rozméram matic)
e (AB)™! = A"!B~! (podobna situace)
e (A +B)? = A% + 2AB + B2. Tato identita vyplyva z neexistujici (aviak velice uziteéné)
identity AB = BA. Spravné je (A + B)?2 = A% + AB + BA + B2
Pracujte nejen s papirem, ale i s Matlabem! Hypotézy o platnosti ¢ neplatnosti maticovych
rovnic lze asto testovat na ndhodnych maticich. Nap¥. nejste-li si jisti rovnosti (AB)T = BTAT,
zkuste A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’*A’ (coZ ale samoziejmé neni dikaz).

Neekvivalentni apravy rovnic

Zde pachatel udéla neekvivalentni upravu rovnice, ale mysli si, ze udélal ekvivalentni. Ekvi-
valentni a neckvivalentni tpravy skalarnich rovnic zname jiz ze zakladni skoly. Napf. tprava
‘pricti k rovnici jedni¢ku’ je ekvivalentni, nebot a =b < a+1 = b+ 1. Uprava ‘umocni rovnici
na druhou’ je neekvivalentni, nebot sice a = b = a? =%, ale a®> = b* % a = b. Priklady:
e Student z rovnice alx = a’'y odvod{ rovnici x =y (neplati, ani kdy% vektor a je nenulovy).
e Student si mysli, 7e pokud A € R3® a AX = AY, pak X =Y (neni pravda, protoze A
nema linedrné nezavislé sloupce, tedy nema levou inverzi).
e Student z ATA = BTB odvodi A = B (neplati dokonce ani pro skalary).
Soustavy rovnic (linedrnich ¢i nelinearnich) se ¢asto snazime fesit (nebo aspoil zjednodusit)
eliminaci nékterych proménnych. To obvykle znamend, Ze v nékteré rovnici osamostatnime
jednu proménnou a dosadime za tuto proménnou do ostatnich rovnic. Napf. ze soustavy

2+y?=1, z—-2y=1 (2.29)

eliminujeme proménnou z tak, ze druhou rovnici prepiSeme na x = 2y + 1 a pravou stranu
dosadime do prvni, coz d&

(2y+1)2 +y* =1. (2.30)
Ov8em je nutné, aby upravena soustava byla ekvivalentni pavodni soustavé, tj. pro vSechna
x,y € R musi platit (2.29) < (2.30). To je pravda, protoze © — 2y = 1 < z = 2y + 1. Pokud
bychom ale chtéli “vyjadrit” z z prvni rovnice jako x = 1/1 — y2 a dosadit do druhé rovnice, sice
r=+1—-1y? = 22+’ =1lalez?+y2 =1 % x = +/1—y2 Nasledkem toho by vysledna
rovnice /1 — 3% — 2y = 1 nebyla ekvivalentni ptuvodni soustavé (2.29).
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Toto dobfe znate ze skalarni algebry, ale ne tak dobfe v maticové algebfe. Student Fesi napt.
soustavu rovnic

alx=0, x'x=1

(kde a € R" je ddno a x € R" je neznamd) tak, Ze se snazi “vyjadiit” x z prvni rovnice a

dosadit ho do druhé. To je tézky zlocin, protoze rovnice a

Tx = 0 mé nekonefné mnoho FeSeni

(pro n > 1) a tedy z ni neplyne, Ze x je rovno jakémukoliv jednomu vektoru.

2.7 Cviceni

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

Vyfeste tyto rovnice a soustavy rovnic pro neznamou matici X (predpokladejte, ze kazda
potFebna inverze existuje):

a) AX+B=A%2X

b) X-A=XB

c) 2X—-AX+2A=0
Reifme soustavu rovnic b; = Xa; (kde i = 1,...,k) pro neznamou matici X € R™*™,
Napiste soustavu jako jedinou maticovou rovnici. Jaké musi byt k, aby soustava méla
stejny pocet (skalarnich) rovnic jako neznamych? Za jaké podminky mé soustava jediné
reSeni?

Chceme vyfesit soustavu rovnic

Ax+ ("B =al
Ay+c=0

kde A, B jsou zndmé matice, ¢ je zndmy vektor, x, y jsou neznamé vektory a a je
neznamy skalar. Soustavu prepiste do tvaru Pu = q, kde matice P a vektor q obsahuji
znamé konstanty a vektor u obsahuje vSechny neznamé.

Mé&jme soustavu rovnic pro nezndmé vektory x a y:

Ax+By=a
Cx+Dy=b

a) Vyjadiete soustavu ve tvaru Pu = q.
b) Jestlize a,x € R™ a b,y € R", eliminujte ze soustavy neznamy vektor y a najdéte
vzorec pro neznamy vektor x. Predpokladejte pfitom, Ze potfebné inverze existuji.
V naésledujicich soustavach rovnic malé pismena znaci vektory a velkd matice. Jaké jsou
nejobecnéjsi rozméry matic a vektoru, aby rovnice byly syntakticky spravné? Jaky je
pocet rovnic a neznamych v kazdé soustavé? Které z téchto soustav rovnic jsou linearni?
a) Ax = b, neznama x.
b) xTAx = 1, neznama x.
¢) aTXb = 0, neznama X.
d) AX 4+ XAT = C, neznama X
e) {XTY =A, XY? =B}, nezndmé X, Y
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2.6.

2.7.

2.8.
2.9.
2.10.
2.11.

2.12.

Zobrazeni vec: R™™ — R™" (vektorizace matice, v Matlabu oznaceno A(:)) je defi-
novano tak, ze vektor vec A € R™ je matice A € R™*" pferovnand po sloupcich do

vektoru. Napt. vec B Z] =(1,3,2,4) = [1 3 2 4]T. Kroneckeriv soucin dvou matic

je definovan jako
CLHB alnB
A®B= :

amlB amnB

v Matlabu kron(4,B). Pro libovolné matice (s kompatibilnimi velikostmi) plati

vec(ABC) = (CT ® A) vec B. (2.31)

Pouzijte tohoto vzorce pro transformaci nasledujicich soustav rovnic s neznamou matici X
do tvaru (2.22). Predpokladejte, Ze matice a vektory maji nejobecnéjsi mozné rozméry,
které jsou kompatibilni s maticovymi operacemi v soustavé.

a) Soustava b’ Xa; =0Vi = 1,...,k, kde nezndm4 je matice X.
b) Soustava AX + XTB? = C, kde nezndm4 je matice X.
¢) Soustava z Prikladu 2.3.

Komutdtor dvou matic je matice [A, B] = AB — BA. Doka’te:
a) Komutéator symetrickych matic je antisymetrickd matice.
b) [A,[B,C]]+ [B,[C, A]] + [C, [A, B]] = 0 (Jacobiho identita)
¢) [A,BC] =[A,B|C +BJ[A, C]
Dokazte, 7e matice A je sama sobé& inverzi pravé tehdy, kdyz A% = 1.
Dokazte pro regularni matice A, B, Ze (AB)™! = B~tA~L
Dokazte, Ze inverze regularni symetrické matice je symetrickd matice.
Za predpokladu, Ze invertované matice jsou invertovatelné, dokazte identity:
a) AAA+B)"'B=(A"'+B)"'=B(A+B)'A
b) I+ AB)'=1-A(I+BA)"'B
c) I+ AB)'A=A(I+AB)!
d) A-A(A+B)"'A=B-B(A+B)'B
Dokazte
a) vzorec Shermana a Morrisonové
A luvTA!
A+uwD) T =A lfm
za predpokladu, Ze A je regularni a viA~lu+1 # 0.
b) wvzorec Shermana, Morrisonové a Woodburyho neboli lemma o maticové inverzi

(A+UCVT) 1= A1 - A 'U(C! + VIAIU) IVTAL

za predpokladu, ze A, C a C™' + VTA~'U jsou regulérni.
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2.13.
2.14.
2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.
2.21.
2.22.
2.23.

2.24.

¢) Vzorec pro inverzi blokové matice

-1
A B _ Q! -Q 'BD! _ 1
{c D] - {—D*CQ” Dl +D-lcQ'BD!| K¢ Q@=A-BDC
za predpokladu, ze D a Q jsou regularni. (Matice Q je znama jako Schuriv doplnék
invertované blokové matice.) Srov. Cviceni 2.4.
Kdy je diagonalni matice regularni? Co je inverzi diagonélni matice?
Ukazte, ze ¢tvercové diagonalni matice komutuji (tj. AB = BA).
Jisty student tvrdi, Ze kdyZ matice A méa levou inverzi (ozna¢me ji B), tak soustavu rovnic
Ax = b lze vyfesit jednoduSe vynasobenim zleva matici B. Dostaneme BAx = Bb, a
jelikoz BA = I, mame tedy x = Bb. Méa student pravdu? Vysvétlete.
Dokaite, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A plati:
a) A+ AT je symetricka,
b) A — AT je antisymetricka,
¢) existuje pravé jedna symetrickd B a pravé jedna antisymetrickd C tak, ze A =
B+C,
d) ATA je symetricka.
Pro vektory a, b a matice A, B dokazte:
a) [la+bl|* = [|a]|* +2a"b + ||b||?
b) (a+b)"(a—b)=|al* —|b|?
c) [|A+BJ* = [|A|*+2(A,B) + |B|*
d) (A+B,A-B)=|A|*—|B|?
(x) Necht étvercové matice A, B, C,D jsou takové, ze ABT a CDT jsou symetrické a
plati ADT — BCT = I. Dokaite, ze ATD — C'B = 1.
Dokaite, ze pro kazdé A € R™*™ a B € R™™ m4a matice
I-BA B

L=19A_ABA AB-I

vlastnost L2 = I (kde L? je zkratka pro LL). Matice s touto vlastnosti se nazyva involuce
(viz §1.1.2).
Dokazte, ze rovnice XY — Y X = I nema FeSeni pro zadné matice X,Y.
Dokazte identitu (2.10) bez pouziti (2.8), tj. pfimo z definic (2.7) a (2.2).
Mate matici A € R™*" a znate det A. Jak najdete det(—A)?
Dokazte, ze:
a) Inverze horni/dolni trojihelnikové matice je horni/dolni trojihelnikova matice.
b) Souéin hornich/dolnich trojihelnikovych matic je horni/dolni trojahelnikova matice.
Dokazte tyto jednoduché vlastnosti elementarnich matic (2.26):
a) Transpozice elementarnich matic jsou opét elementarni matice. Jakym elementarnim
radkovym tpravam odpovidaji?
b) Inverze elementarnich matic jsou opét elementarni matice. Jakym elementarnim rad-

kovym upravam odpovidaji? Inverze najdéte nejprve pomoci uvah o elementérnich
radkovych upravach a pak pomoci vzorce Shermana a Morrisonové ze Cviceni 2.12.
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Napovéda a reseni
21a) X=(A2-A)"'B=(A-1)"'A"'B
2.1b) X=A(I-B)!
2.1c) X=2(A-2)1A=(A/2-1)"1A
2.2.  Lze napsat jako B = XA, kde a; € R” jsou sloupce A € R™** a b; € R™ jsou sloupce B € R™**,

Neznamych je m X n, rovnic je m X k, tedy musi byt n = k. Pro jediné feSeni musi byt vektory
a; linedrné nezéavislé.

X
A BT -1 0
23. u= Z,P—{O A O}qf{fc}

24.2) P = {é g},q= {ij’“: m

2.4.b) Diky rozmértm vektori a,b,x,y vime, Ze matice A, D jsou &tvercové. Tedy ze druhé rovnice
vyjadifme y a dosadime do prvni rovnice. Dostaneme x = (A — BD~!C)~!(a — BD~'b).
2.5.a) Rovnic je m, neznamych n, kde A € R™*". Je linearni.
2.5.b) Rovnice je jedna, neznamych je n, kde x € R™. Neni linearni.
2.5.¢c) Rovnice je jedna, neznamych je mn, kde X € R™*". Je linearni.
2.5.d) Vsechny tii matice A, C,X musi byt ¢tvercové velikosti n x n. Rovnic i neznamych je n2.
2.5.¢) Rovnic je m? +n?, neznamych je 2mn, kde X,Y € R™*™. Nenf linearni.
T T
a; ® by
vec X = 0.
al @ bl
2.6.b) Musi byt X € R™*" je neznama a A,B € R"™™ a C € R™ " jsou dany. Jedna se tedy o
linearni soustavu n2 rovnic s mn neznamymi. Neznamé oviem nejsou soustiedéné do vektoru, ale
do matice, tedy soustava neni ve tvaru (2.22). Je vec(AX) = vec(AXI,) = (I, ® A)vecX a
vec(XBT) = vec(I,,XBT) = (B ® I,,) vec X. Tedy soustavu miizeme napsat jako ((I, ® A) +
(B®1IL,))vecX = vecC.
2.6.c) Je vec(X1,) = vec(I,,X1,) = (17 @ I,) vec X a vec(1] X) = vec(1,,X1,) = (I, ® 1,,) vec X.

T
L ®Im] vec X =

2.6.a) Je bl Xa; = vec(b! Xa;) = (al @b} vec X. Tedy soustavu lze napsat jako

In ® 1m
I, al, ®1,, Ze je to totéz jako soustava (2.25).

2.7.a) [A,B]T = (AB-BA)" =BTAT - ATB” = BA - AB = —[A,B]

2.7.c) Mame dokazat, ze ABC — BCA = (AB — BA)C + B(AC — CA), coZ zjevné plati.

2.8. Mame dokézat, 7e A1 = A pravé kdyz A% = I. Zjevnéd A~! = A implikuje A% = I, protoze
A? = AA = AA! = 1. Dokazme, 7Ze A2 = I implikuje A~! = A. Protoze z A2 = I plyne, 7e
A je regularni, a tedy miizeme rovnici A2 = I vynasobit matici A~!, &imZ dostaneme A = A~L.

2.9. 7 definice inverze staci ukazat, 7e ABB7'A~! = 1. To je o¢ividné, protoze BB~ = AA™1 =1

2.10. Necht A je symetricka (tedy je ¢tvercova a plati AT = A) a regularni. Necht BA = I, tedy B je
leva inverze A. Z toho ATBT = AB” =1, tedy BT je prava inverze A. Ale pro regularni matici
jsou si leva a prava inverze rovny (viz §2.1.4), tedy BT = B.

2.11.a) Sta&i dokézat prvni rovnost, druha plati symetricky. Mame ukizat A(A+B) 'B(A~!+B~!) =
L.JeAA+B) ' BA'+B ) =AA+B)"'BA '+ AA+B) ' = A(A+B)"{(BA~' +1).
Vynasobeni rovnosti A(A + B)"1(BA™! +1) = I zleva matici (A + B)A~! (coz je ekvivalentni
tdprava) da (BA™! +1) = (A + B)A ™}, coz zjevné plati.

al, Zkontrolujte vypocitanim vyrazu 1£®

Tedy soustavu muzeme psat jako b
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2.12.a) Mame dokazat, Ze néasledujici sou€in je roven I, coZ je cvieni na tpravu maticovych vyrazii:

A luvTA? uvlA1 4+ uvTA-luvT A
A+uv’ (A*l - 7> —I+u’Al -
(A+uv?) 1+vTA-1u tuv 1+vTA-1u
_ 1+vIA-Tu)vTA!
-1 TA-L _ u(
tuv 1+vTA-1u

=I+uv’AlT—uwlA =1

2.13. Matice diag(ay, ..., ay) je regularni, pravé kdyz ay, . . ., ay, jsou vechny nenulové. Je diag(ay, ..., a,)

diag(1/aq,...,1/ay). Oboji plyne pfimo z definic regularity, inverze a diagonalni matice.
2.14. Plyne snadno z definice diagonalni matice a maticového soucinu.
2.15. Napovéda: Nema pravdu, protoZe (za podminky BA = I) sice plati Ax = b = x = Bb, ale

neplati Ax = b < x = Bb. Zkuste si to tieba pro A = B} ab= {ﬂ .

2.16.a) Mame dokazat, ze (A + AT)T = A + AT. To je jasng, protoze (AT)” = A, tedy (A + AT)T =
AT + A,

2.16.b) Analogické jako minule.

2.16.c) Mame dokazat, Ze pro libovolnou danou &tvercovou matici A ma soustava A = B+C, B = B,
C = —C7 pravé jedno feseni pro B, C. Tuto soustavu t¥i maticovych rovnic snadno vyfesime
napf. takto. Transpozici prvni rovnice ziskime A7 = BT 4 CT = B — C. Setteni a odecteni s
prvni rovnici da A + AT =2B a A — AT =2C, z toho B= (A + AT)a C=1(A - AT).

2.16.d) Plyne okamzité z identity (AB)T = BTAT (viz §2.1.3).

2.19. Opét pouhé cviceni na tpravy maticovych vyrazu.

2.20. Pouzijte cykli¢nost stopy.

2.22. Mame det(—A) = det(—I,A) = det(—1I,)det A = (=1)" det A, kde jsme uZili vzorec pro deter-
minant soudinu matic (§2.1.5). Plati det(—I,) = (—1)", nebot determinant diagonalni matice —I,,
je roven soucinu prvki na diagonale.

Think geometrically, prove algebraically.

— John Tate

Kapitola 3

Linearita

Mnozina R" spolu s operacemi s¢itani vektori a nasobeni vektort skalarem tvoii linedrni prostor
(také zvany vektorovy prostor)' nad télesem R. ProtoZe budeme pracovat pouze v prostoru R™
(a obé&as v prostoru R"*"), nebudeme uvadét definici (pomoci axiomu) linedrniho prostoru ani
odkazovat se na ni — urcité si ji ale najdéte a zopakujte! To nam sice ob¢as zabrani vyuzit celou
silu a kréasu linearni algebry, ale zkrati a zjednodusi to vyklad.

3.1 Podprostory

Linearni kombinace vektort xy,...,x; € R" je vektor
X = a1X1 + -+ -+ Xy (3.1)
pro né&jaké skalary aq,...,ax € R. Vektory X, ..., X} jsou linearné nezavislé, jestlize
X+ topx, =0 = a;=---=q, =0. (3.2)
V opa¢ném piipadé (tedy kdyz pro néjaka aq,. .., ax, aspoi jedno z nich nenulové, plati ayx; +
<o+ agpxg = 0) jsou vektory Xi,...,x; linearné zavislé. Lze dokazat (viz Cvideni 3.4), Ze

jestlize jsou vektory linearné zévislé, tak je aspon jeden z nich linearni kombinaci ostatnich.

Tvrzeni 3.1. Jsou-li vektory Xy, ..., Xy linedrné nezavislé, koeficienty as, ..., v (3.1) jsou
urfeny jednozna¢né (tj. soustava (3.1) s neznamymi ay, ..., g ma pravé jedno feseni).

Diitkaz. Necht kromé (3.1) plati také x = f1x1 + -+ + BxXg. Odectenim obou rovnic mame

0= (oqy—f1)x1+ -+ ( — Br)xk. Ale z (3.2) plyne o; — 5; = 0, tedy oy = 5. [ ]
Linearni obal vektori x, ..., X, je mnoZina
span{xy, ..., Xx} = {oaxs1 + -+ uxp | a1,...,ap ER}

LJaky je vlastné rozdil mezi mnozinou a prostorem? MnoZina je ‘pytel’ prvka (‘véci’) bez jakékoliv struktury.
Prostor je neformalni nazev pro algebraickou strukturu, kterd ma n&jaky geometricky vyznam. Algebraickd
struktura je mnoZzina (nékdy i vice mnozin) spolu s operacemi definovanymi na této mnoziné (piiklady: grupa,
téleso, linearni prostor, linearni prostor se skalarnim soucinem). Operace a jejich vlastnosti urcuji vlastnosti
algebraické struktury, tedy i prostoru. Operace se ale v matematickém textu Gasto explicitné nezminuji (je z
kontextu jasné, které to jsou) a tak se misto o algebraické struktufe mluvi jen o mnozing.
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vSech jejich linearnich kombinaci. Zde mlcky predpokladame, Ze vektorii je konetny pocet (li-
nearni obal nekoneéné mnoziny vektort se definuje trochu jinak, vice o tom pozdgji v §13.2).

Neprazdnd mnozina X C R" se nazyva linearni podprostor? (Gasto se piivlastek ‘line-
arni’ vynechava a fikime tedy jen podprostor) linearniho prostoru R", jestlize kazd4 linearni
kombinace kazdé (konetné) mnoziny vektort z X lezi v X (neboli mnozina X je uzaviend na
line4rni kombinace):

X,..., Xk €X, a1,...,0,. € R = ax3+ - +axcX. (33)
Tvrzeni (3.3) je ekvivalentni dvéma tvrzenim

x,yeX = x+yeX, (3.4a)
xeX, aeR = axelX, (3.4Db)

kde implikace (3.3) = (3.4) je oCividna a implikace (3.4) = (3.3) by se dokézala napf. indukei.
Snadno se ukéaze, ze linearni obal libovolné mnoziny vektoru je linearni podprostor.

Kazdy podprostor je neprazdny, protoZze sam o sobé to musi byt lineédrni prostor, a ten ze své
definice musi obsahovat nulovy vektor 0 (kterému se z historickych divoda také ¥ika pocdtek).
Podprostor X = {0} se nazyva trivialni..

Baze linearniho podprostoru X C R™ je linearné nezavisla mnozina® vektort, jejichZ linearni
obal je X. Plati tato zésadni tvrzeni (dikazy nejsou kratké a neuvadime je, najdete je v kazdé
ucebnici linearni algebry):

Véta 3.2 (vlastnosti baze).
e Kazdy linearni podprostor ma (alespon jednu) bazi.
o Kazda baze linedrniho podprostoru ma stejny pocet vektoru.
e 7 kazdé mnoziny vektoru lze vybrat bézi jejich linearnfho obalu.

e Kazdou linedrné nezavislou mnozinu vektort z linedrniho podprostoru lze doplnit na jeho
bazi.

Pocet vektorti baze linearniho podprostoru X se nazyvéa jeho dimenze, zna¢ime ji dim X.
Je-li x1,...,x baze podprostoru X a x € X, pak (jednoznaéné uréené) skalary aq,...,
v (3.1) se nazyvaji soufadnice vektoru x v bazi xy, . .., Xg.

Tvrzeni 3.3. Pro kazdé podprostory X, Y C R” plati:
e X C Y implikuje dim X < dimY.
e X CYadimX =dimY implikuje X =Y.

Dikaz. Jestlize X C Y, kazda béze podprostoru X patii do Y. Dle Véty 3.2 lze tuto bazi
doplnit na bazi podprostoru Y, odtud prvni tvrzeni. Jestlize navic dim X = dimY, kazda
baze X je uz bazi Y (tedy doplnéni neptida zadny vektor), odtud druhé tvrzeni. ]

2Kratce budeme fikat, 7 X C R" je podprostor. To nemize zpisobit zmateni, nebot aby mnozina byla
podprostor prostoru R”, musi viechny jeji prvky patiit do R™. Napi. mnozina X C R? tedy nemiZe byt
podprostor prostoru R?, to by byl nesmysl.

3Nékdy (napi. kdyZz mluvime o soufadnicich vektoru vzhledem k bazi) nam zalezi na pofadi prvki baze. Pak
musime bazi povazovat ne za mnozinu, ale za usporddanou mnoZzinu nebo posloupnost vektoru.
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Pfiklad 3.1. Uvedme jednoduché pifklady podprostort prostori R™:

e Trivialné, mnozina X = R? je podprostorem prostoru R®. Jeho dimenze je 3. Jeho béze je
napf. mnozina {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} (standardni baze) nebo {(1,1,1), (1, —1,0), (2,0,0) }.

e Mnozina X = span{(1,2,3)} = {«a(1,2,3) | « € R} C R® je podprostor dimenze 1
prostoru R3. Jeho baze je napf. mnoZina {(1,2,3)}, jina baze je {(2,4,6)}. Je to p¥imka
prochéazejici pocatkem.

e Mnozina X = span{(1,2,3),(1,0,—-1)} = {«(1,2,3) + 8(1,0,—1) | o, 8 € R} je podpro-
stor dimenze 2 prostoru R3. Jeho baze je napi. mnozina {(1,2,3), (1,0, —1)}, jind baze je
{(3,2,1),(0,2,4)}. Je to rovina prochézejici pocatkem. VSimnéte si, Ze tato mnozina nema
zadnou ‘prirozenou’ nebo ‘standardni’ bazi, jako maji prostory R".

e MnoZina viech trojic (z1,72,73) € R? splitujicich rovnici z; + 229 — 23 = 0 je pod-
prostor dimenze 2 prostoru R?. Jeho baze je libovolna dvojice linearné nezavislych vek-
tort { (a1, az,as), (by, ba, b3)} spliwjicich a; + 2a3 — az = 0 a by + 2by — b3 = 0, napf.
{(1,0,1),(0,1,2)}. Je to rovina prochazejici pocatkem.

e Mnozina X = span{(1,2,3,0),(0,1,2,-1),(0,2,4,—2)} C R? je podprostor R* dimenze
2. Vsimnéte si, ze vektory jsou linedrné zavislé. Baze podprostoru X je napf. mnozina
{(17 27 37 0)7 (0, la 27 71)}

e Viechny mozné podprostory prostoru R? jsou pocatek 0 (dimenze 0), viechny p¥imky pro-
chazejici pocatkem (dimenze 1), vSechny roviny prochazejici pocatkem (dimenze 2), a ko-
neéné cely prostor R? (dimenze 3).

e Mnozina X = { (1+a,a) | « € R} C R? (primka neprochazejici po¢atkem) neni podprostor,
protoze napf. (1,0) € X ale 2(1,0) = (2,0) ¢ X. ¢

3.2 Linearni zobrazeni

Zobrazeni f: R” — R™ je linearni, jestlize pro kazdé x;,...,x; € R" a ay,...,a; € R plati
flogxy + -+ axy) = arf(xy) + -+ + apf(xg). (3.5)

Tato podminka je ekvivalentni dvéma podminkam, pro kazdé x,y € X a a € R,

fx+y)=£x)+f(y), (3.6a)
f(ax) = af (x). (3.6b)

Véta 3.4. Zobrazeni f: R — R™ je linearni, pravé kdyz existuje matice A € R™*™ spliu-
4
jici

f(x) = Ax (3.7)

pro vSechna x € R"™. V tom piipadé je matice A zobrazenim f uréena jednoznaéné.

4Mozna se ptate, pro¢ tedy nedefinujeme linearni zobrazeni rovnou vztahem (3.7). Pro zobrazeni f: R™ — R™
je to opravdu mozné a definici (3.5) vlastné nepotfebujeme. Pfesto definici (3.5) uvadime, protoZe jednak jste na
ni zvykli z linearni algebry a jednak funguje i pro zobrazeni mezi obecnymi (tj. axiomy definovanymi) linearni
prostory.
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Diikaz. Zobrazeni (3.7) je linearni, protoze f(x +y) = A(x+y) = Ax+ Ay =f(x) +f(y) a
flax) = A(ax) = aAx = af(x).

Necht f: R” — R™ je linearni zobrazeni. Necht ey,...,e, € R" je standardni béze pro-
storu R"™. Pro kazdé x = (z1,...,2,) € R” mame x = z1€; + - - - + x,€,. Z (3.5) plyne
f(x) = f(z1e1 + - + zp€,) = maf(e1) + - + 2o (e,) = [f(e1) -+ f(e,)] x.
—_—
A |

Plati-li (3.7), fikame, Ze matice A reprezentuge linearni zobrazeni f.
Pokud m = 1, linearni zobrazeni je funkce f: R™ — R a obvykle se mu fika linedrni funkce
nebo linedrni forma. Pak je zvykem ji psat jako

f(x)=aTx=ayz, + -+ aptn, (3.8)

coz je skalarni soucin vektori a,x € R™ neboli maticovy soudin matice A = a7 € R*" a
vektoru x.

Priklad 3.2. Zobrazeni f: R? — R? definované jako f(z1,20) = (71 + @2, 21 — 32,211) je
linearni. To bychom dokazali ovéFenim podminky (3.5). OvSem je to patrné na prvni pohled,
protoZe jej lze vyjadiit ve tvaru (3.7):

1 1 T T, + To
f(xy,20) = |1 —1 [27;]: x1 — 2| = (T1 + T2, Ty — T2, 227).

Vyraz Ax ve vzorci (3.7) je maticovy sou¢in matice m x n s matici n x 1, tj. se sloupcovym
vektorem (viz §2.2). Je dilezité se s timto vyrazem beze zbytku seznamit, protoze ho v rizném
znaceni budeme potkévat znovu a znovu. Oznaéime-li y = Ax, podle (2.2) je

Y1 = an + -0+ Ay,
: (3.9)
Ym = Q11 + -+ + Qpply.
Napiseme-li matici A pomoci sloupci, mame
T
Ax = [a1 an] | =ma -+ Ay, (3.10)
Tn

tedy vektor Ax je linedrni kombinace sloupcii matice A s koeficienty x. Tohle si dobife uvédomte!
Plyne z toho naptiklad, Ze definice linearn{ nezavislosti (3.2) pro sloupce matice A zni

Ax=0 = x=0 (3.11)
(nedejte se poplést tim, Ze x v (3.11) oznacuje koeficienty linearn{ kombinace, zatimco v (3.2)

oznatuje kombinované vektory!).
NapiSeme-li matici A pomoci fadki, mame

af af'x
Ax=|:|x=]| : |, (3.12)
al alx

tedy slozky vektoru Ax jsou skaldrni souciny fddki matice A a vektoru x. Vsimnéte si, Ze (3.10)
a (3.12) jsou specialni pifpady (2.21) a (2.20).

Zde je snadny ale dulezity fakt o skladani (viz §1.1.2) linearnich zobrazeni:
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Tvrzeni 3.5. SloZeni linearnich zobrazeni je opét linearni zobrazeni, pfi¢em?Z matice sloZe-
ného zobrazeni je souc¢inem matic jednotlivych zobrazeni.

Drikaz. Tvrzeni staci dokdzat pro dvé zobrazeni, pro vice plyne z asociativity skladani zobrazeni.
Je-li f(x) = Ax a g(y) = By, pak (gof)(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x = BAx. |

Vsimnéte si, Ze v dikazu jsme pouzili asociativitu maticového souéinu (viz §2.1.2). Protoze je
skladani zobrazeni asociativni, musi byt i maticovy soucin. To je velmi pfirozeny duvod, proé¢
maticovy soudin musi byt asociativni.

3.2.1 Prostor obrazi a nulovy prostor

S linearnim zobrazenim jsou spjaty dva linearni podprostory, prostor obrazu a nulovy prostor.
Je-li zobrazeni reprezentovano matici jako f(x) = Ax, hovofime o prostoru obrazi a nulovém
prostoru matice A.

Prostor obrazii (angl. range) matice A € R™ " (pi¥ip. zobrazen{ f) je mnoZina®

mgA ={Ax|xeR"}. (3.13)

7 této definice plyne, Ze prostor obrazi je
e mnozina f(R") vSech hodnot, jichz mtze zobrazeni f(x) = Ax nabyt,
e mnozina vSech vektort y, pro které ma soustava rovnic Ax =y feSeni,
e linearni obal sloupcti matice A (viz (3.10)), tedy je to linearni podprostor prostoru R™.

Nulovy prostor (ang. null space) matice A (pFip. zobrazeni f) je mnoZina
millA = {x €R" | Ax=0}. (3.14)

Z této definice plyne, Ze nulovy prostor je
e mnozina vSech vektort, které se zobrazi do nulového vektoru.

e mnozina viech vektort, které jsou ortogonalni na kazdy radek matice A (viz (3.12)). Z toho

je vidét, ze je to linearni podprostor R”.

Pro prostor obrazii a nulovy prostor se ¢asto pouzivaji i jiné nézvy. Prostoru null A se fika
také jddro nebo kernel, coZ se Castéji pouZiva pro linearni zobrazeni mezi obecnymi (axiomy
definovanymi) linedrnimi prostory. Prostoru rng A se ¥ika také sloupcovy prostor matice A,
protoZe je to linearni obal sloupcii. Linearnimu obalu fadkt rng(AT) se pak iika #ddkovij prostor
matice A. Podobné, prostortim null A resp. null(AT) se presnéji ¥ka pravij nulovij prostor resp.
levyj nulovy prostor matice A. CtyFem podprostorim

mgA, rg(AT), nullA, null(AT) (3.15)

se nékdy Fika zdkladni (nebo fundamentdln?) podprostory generované matici A. Uvidime pozdéji
v §4.2, Ze tyto podprostory jsou po dvojicich svéazény operaci ortogonalniho dopliku.

®Nékdo radéji pise rng(A) nez rng A, ale prece je normaln{ psat napi. sinz a ne sin(z).
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3.2.2 Hodnost

Hodnost matice je definovana jako dimenze linearniho obalu jejich sloupci,

rank A = dimrng A. (3.16)

Véta 3.6. Pro kazdou matici A € R™*™ hodnosti r existuji matice B € R™*" a C € R™*"
tak, ze A = BC.

Diikaz. Zvolme libovolnou bazi prostoru rng A. Necht tato béze tvofi sloupce matice B € R™*",
tedy r = rank A = dimrng A. Nyni j-ty sloupec a; matice A je linedrni kombinaci sloupct
matice B, neboli a; = Bc; pro néjaké c; € R". Je tedy A = BC, kde matice C € R"™" m4
sloupce cq,...,Cp,. [ ]

Rozkladu dle Véty 3.6 se fika rozklad matice podle hodnosti (angl. rank factorization).
Lze jej vidét jako ‘kompresi’ matice A, coz p¥i r < min{m,n} miZe byt znafna tspora. Napf.:
o UloZeni matice A do paméti zabere mn €isel, ulozeni matic B a C jen (m + n)r isel.
e Primy vypocet maticového souc¢inu Ax vyZzaduje O(mn) operaci. Spocitame-li ale nejdiiv
vektor z = Cx a pak vektor y = Bz, potfebujeme jen O((m + n)r) operaci.
e Piedstavime si zobrazeni f(x) = Ax jako prenosovy kanal, jehoZ vstupem jsou proménné
Z1,...,Ty & Vystupem yi, ..., Y. PTenos mizeme realizovat jen po r ‘dratech’ zy, ..., z.

S pomoci Véty 3.6 dokdzeme zéasadni fakt, Ze dimenze linearniho obalu sloupcu je rovna
dimenzi linearniho obalu radkui:

Véta 3.7. Pro kazdou matici A plati rank A = rank(AT).

Diikaz. Pisme A = BC ve Vé&ts 3.6 jako AT = CTBT. Z Tvrzeni 3.10 je tng(AT) C mg(CT).
Mame tedy
rank(AT) = dimrng(AT) < dimrng(C”) < r = rank A, (3.17)

kde prvni nerovnost plyne z Véty 3.3 a druha nerovnost z toho, ze matice CT ma r sloupci.
Nerovnost (3.17) plati pro kazdou matici A. MiZeme ji tedy pouZit na matici AT misto A,
¢imZ dostaneme rank A < rank(AT). Ob& nerovnosti dohromady daji rank A = rank(AT). m

Z Véty 3.2 plyne, Ze dimenze linearntho obalu mnoziny vektori nemutze byt vétsi nez pocet
téchto vektorta. To spolu s Vétou 3.7 znamend, Ze pro kazdou matici A € R™*™ je

rank A < min{m,n}. (3.18)

Kdyz rank A = min{m, n}, fikdme, Ze matice ma plnou hodnost. Je rank A = n, pravé kdyz
A mé linearné nezavislé sloupce, a rank A = m, pravé kdyz A maé linearné nezavislé radky.
Z Véty (3.18) plyne, ze kazda mnozina vice nez n vektort v R™ je linearné zavisla. Tento
znamy fakt se miize zdat ocividny, ale pro jeho dikaz jsme potfebovali (netrivialni) Vétu 3.7.
Je uziteéné si pamatovat horni mez na hodnost sou¢inu matic (dikaz viz Cviceni 3.15):

rank(AB) < min{rank A, rank B}. (3.19)
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3.2.3 Matice s plnou hodnosti

Matice s plnou hodnosti, tj. s linedrné nezavislymi sloupci nebo linearné nezavislymi radky,
jsou dulezité a ‘hezké’. Uvedeme fadu vlastnosti, které jsou tomu ekvivalentni. Dikazy vét jsou
jednoduché, spise jde o to shrnout a usporadat dosavadni poznatky (a nezamotat se v tom).

Véta 3.8. Pro matici A € R™*" jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
1. mgA =R"

Soustava Ax =y ma FeSeni pro kazdé y.

rank A =m

Zobrazeni f(x) = Ax je surjektivni, tj. f(R") = R™ (viz §1.1.2).

Radky matice A jsou linearné nezavislé.

Matice A méa pravou inverzi, tj. AB = I pro néjakou matici B.

Matice AAT € R™™ je regularni.

A

Driikaz.
e 1 & 24 3 < 4 plyne piimo z definic.

3 & 5 plyne z definice hodnosti a z Véty 3.7.

2 = 6 plati, nebot soustava Ab, = e; ma FeSeni b; pro kazdé i (kde e; resp. b; je i-ty
sloupec matice I resp. B). Pro dikaz 6 = 2 polozime x = By.

e Tvrzeni 1 < 7 plyne z rovnosti (5.6a), uvedené pozdéji. |
Véta 3.9. Pro matici A € R™*” jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
1. null A = {0} (tj. nulovy prostor je trivialni).
2. Soustava Ax = 0 mé jediné feSeni x = 0.
3. rank A = n.
4. Zobrazeni f(x) = Ax je injektivni (viz §1.1.2).
5. Sloupce matice A jsou linearné nezavislé.
6. Matice A mé levou inverzi, tj. BA = I pro né&jakou matici B.
7. Matice ATA € R™" je regularni.
Driikaz.

e Ekvivalence 1 < 2 plyne z definice nulového prostoru (3.14).
e Ekvivalence 2 < 5 plyne z definice linearni nezavislosti (3.2), tj. Ax =0 = x=0.
e Ekvivalence 3 < 5 plyne z definice hodnosti (3.16).

e Tvrzeni 4 iika, Ze pro kazdé x,y je Ax=Ay = x=y,tj. Ax—y)=0 = x—y=0.
Ale to je definice (3.2) linearni nezavislosti sloupci A. Tedy plati 2 < 4.

e Tvrzeni 6 je ekvivalentni tomu, Ze matice A” ma pravou inverzi, tj. ATBT =I. Tedy 3 < 6
plyne z ekvivalence 3 < 6 ve Vété 3.8.

e Tvrzeni 1 < 7 je plyne z rovnosti (5.6b), uvedené pozdéji. [
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Z techto v&t plyne, Ze ¢tvercova matice ma plnou hodnost, praveé kdyz je regularni (viz §2.1.4).
Nakonec uvedeme snadné tvrzeni, které se bude pozdéji mockrat hodit:

Tvrzeni 3.10. Pro libovolné matice A, B plati:

e mg(AB) CmgA.
e mg(AB) =rng A, jestlize fadky matice B jsou linedrné nezavislé.
e null(AB) D null B.
e null(AB) = null B, jestlize sloupce matice A jsou linearné nezavisle.

Diikaz.

e Mame dokézat, Ze jestlize soustava z = ABx ma4 TeSeni, pak soustava z = Ay ma feSeni.
To je ale jasné, protoze vezmeme y = Bx.

e Druhé tvrzeni navic fika, Ze jestlize ma A linedrné nezavislé fadky a soustava z = Ay méa
feSeni, pak soustava z = ABx ma FeSeni. To plati, nebot dle Véty 3.8 méa soustava Bx =y
feSeni pro kazdé y.

e Vynésobime-li rovnost Bx = 0 matici A zleva, dostaneme ABx = 0.

e Druhé tvrzeni 1iké, Ze kdyz A ma linearné nezavislé sloupce, pak ABx =0 = Bx = 0.
To plati, nebot dle Véty 3.9 plati Ay =0 = y =0. [ ]

3.2.4 Véta o hodnosti a nulité

Zatimco dimenze prostoru obrazii matice se jinak nazyva hodnost, dimenzi nulového prostoru
matice se nékdy fikéa nulita matice. Zopakujeme nyni veleduleZitou vétu o vztahu hodnosti a
nulity, zndmou jako rank-plus-nullity theorem.

Véta 3.11. Pro kazdou matici A € R™*™ plati

dimrng A +dimnull A = n. (3.20)
—_————

rank A

Diikaz. Necht baze prostoru rng A jsou sloupce matice B € R™*". Tedy existuje matice C &
R™*" tak, ze B = AC. Necht béaze prostoru null A jsou sloupce matice D € R™*4.

Protoze sloupce B jsou baze rng A, pro kazdy vektor x € R™ existuje pravé jeden vektor
y € R” tak, ze Ax = By, to jest Ax = ACy, to jest A(x — Cy) = 0. To ale znamena
x — Cy € null A, proto existuje pravé jeden vektor z € R? tak, ze x — Cy = Dz.

A jsme hotovi. Ukazali jsme totiz, ze pro kazdé x € R™ existuje pravé jedno y € R" a pravé
jedno z € R? tak, Ze x = Cy + Dz. To ale znamena, Ze sloupce matice [C D] € R™(+9) jsou
béze prostoru R". Tedy musi byt r + ¢ = n, coZ je rovnost (3.20). [ ]

Interpretace véty 3.11:

e Kazda dimenze na vstupu zobrazeni f(x) = Ax se bud ‘splacne’ do nulového vektoru nebo
se objevi na vystupu.

e Pocet linearné nezavislych feSeni linearni homogenni soustavy Ax = 0 je n — rank A.
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e Dle Véty 3.7 je rovnost (3.20) ekvivalentni rovnosti
dimrng(A”) + dim null A = n. (3.21)

Zde tng(AT) je linedrni obal Fadkd matice A (fadkovy prostor A) a null A je mnoZina
vSech vektort ortogonalnich na Fadky A. V §4.2 ukdZeme, Ze tyto dva podprostory jsou
ortogonalni doplnék jeden druhého. Rovnost (3.21) tedy Fik4, Ze soucet dimenzi podprostoru
a jeho ortogonélniho doplitku je n (Véta 4.1).

3.3 Afinni podprostor a zobrazeni

Afinni kombinace vektora x, ..., x; € R" je linearni kombinace ayx; + - - - + apXy, ve které
koeficienty kombinace spliiuji
o+ ap =1

Afinni obal vektori xj, . . ., X; je mnozina vSech jejich afinnich kombinaci. Mnozina A C R" je
afinni podprostor® linearniho prostoru R”, jestlize kazda afinni kombinace kazdé (konecné)
mnoziny vektort z A leZi v A (neboli mnozina A je uzaviené na afinni kombinace):

Xi,.., X, €A, a1 +--+a,=1 = oxXi+---+apX, € A. (3.22)

Afinni kombinace nezdvisi na pocatku. To znamena, Ze afinni kombinace vektora posunutych
o libovolny vektor x¢ je rovna afinni kombinaci vektoria posunuté o xg. To snadno dokézeme:

()él(Xl—Xo)+' . ~+ak(xk—x0) = O[1X1+' . '+aka—(O[1+' . -+ak)x0 = (a1x1+~ . '-‘rOéka)—X().

Naproti tomu obecné linearni kombinace na poc¢atku zavisi.

Neformélné lze tedy afinni podprostor vnimat jako ‘podprostor, u néhoz jsme zapomnéli
pocatek’. Proto si jeho prvky staéi predstavovat/kreslit jako body (puntiky). Poloha poéatku
neni dilezita, protoZe afinni kombinace na ném nezavisi. Afinni kombinaci bodt na papite lze
sestrojit pomoci pravitka a méritka bez znalosti polohy pocéatku. Naproti tomu, jestlize s prvky
linearntho (pod)prostoru provadime operace linearni kombinace, tyto prvky si predstavujeme
jako sipky spojujici po¢atek s koncovym bodem (pfesnéji jako volné vektory), protoze linearni
kombinaci vektori muZeme sestrojit pouze se znalosti polohy pocatku. To je duvod, pro¢ se
prvkim afinntho (pod)prostoru ¥ika body, zatimto prvkim pouhého linearniho (pod)prostoru
vektory. Casto lze oviem prostor, ve kterém pracujeme (obvykle R™), nazirat obojim zptusobem.

Piiklad 3.3. Afinni obal dvou bodii x;,x, € R? je mnozina
aff{x;,x0} = {aux) +aoxa |y + g =1}

Pokud x; # Xg, je touto mnozinou piimka prochézejici body xi,xs. Tato pfimka je afinni
podprostor R®. Na obrazku dole vlevo je nékolik bodii na pfimce a p¥islusné koeficienty (o, o).
Naproti tomu, linedrni obal dvou vektori xi, Xy (pokud jsou linedrné nezévislé) je rovina
prochéazejici témito dvéma body a pocatkem 0.
Afinni obal tif bodt x1, X5. x3 € R? je mnoZina

aﬁ{X17X27X3} = {()éle + X9 + 3X3 | (e 5] + Qg + a3 = 1}

6Vsimnéte si, Ze definujeme afinni podprostor linearniho prostoru, ale uz ne afinni prostor sam o sobé. Definice
afinniho prostoru bez odkazu k ngjakému linedrnimu prostoru (tj. pomoci axiomi) existuje, ale neuvadime ji.
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Pokud body x1, X2, x3 nelezi v piimce, je touto mnozinou rovina jimi prochazejici. Tato rovina
je afinni podprostor R3. Na obrazku vpravo je nékolik bodii v této roving a piislusné koeficienty
(Oé] , (2, &5) .

(Protoze afinni kombinace nezavisi na poloze pocatku, do obrazkt jsme pocatek ani nekreslili
a prvky prostoru R? jsme kreslili jako body, viz poznamka vyse.) ¢

Pro mnozinu X C R" a vektor x € R" ozna¢me

X+x=x+X={x+y|lyeX} (3.23)

Véta 3.12.
e Je-li X linearni podprostor R™ a x € R™, pak mnozina X + x je afinni podprostor R".

e Je-li A afinni podprostor R” a x € A, pak mnoZina A — x je linearni podprostor R™.

Diikaz. Prvni tvrzeni: Chceme dokézat, ze afinni kombinace bodti z mnoziny X + x lezi v této
mnoziné. Necht tedy ay + -+ -+ ai = 1 a chceme dokazat implikaci

Xi,.., Xz €EX+X = ax1+---+ax; € X +x,
neboli”
X1 —X,.., X —XEX = X1+ F+apxg—Xx=0o(x; —X)+ -+ ap(xp —x) € X.

Tato implikace plati diky linearité X.
Druhé tvrzeni: Chceme dokazat, Ze linedrni kombinace vektort z mnoziny A — x lezi v této
mnozing. Necht tedy aq, ..., ar € R a chceme dokazat implikaci

X1, ., Xk €EA = o(xg—xX)+ - F+ag(xp—x) € A—x.

Prava strana této implikace jde psat jako

a(x)—x)+-taxp—x)+tx=ax;+ - Faxp+(l—a— - —ap)x € A.
To je ale pravda, nebot a; + -+ -+ + (1 —ay — -+ — ag) = 1, a tedy posledni vyraz je afinni
kombinace vektort z A, ktera podle pfedpokladu lezi v A. [ |

"Zde pouzivame skutecnost, Ze k vyroku typu x € X miizeme piicist libovolny vektor a vyrok se tim nezméni.
Presngji, pro kazdé X CR" ax,y € R" platix € X < x+y € X +y. To snadno plyne z (3.23).
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Véta 3.12 fika, Ze afinni podprostor neni nic jiného, nez ‘posunuty’ linearni podprostor
(tedy nemusi prochazet pocatkem, na rozdil of linedrniho podprostoru). Tteti tvrzeni véty
navic ukazuje, Ze tento linearni podprostor je afinnim prostorem uréen jednoznacneé:

A:X+X0

X0
X

Dimenze neprazdného® afinniho podprostoru je dimenze tohoto linearniho podprostoru.
Afinnimu podprostoru R™ dimenze 0, 1, 2 a n — 1 se fikd po fadé bod, p¥imka, rovina, a
nadrovina.

Véta 3.13. Mnozina A C R™ je afinni podprostor pravé tehdy, kdyZz je mnozinou feSent
néjaké soustavy linearnich rovnic, tj. existuji A a b spliwjici A={x€R" | Ax=b}.

Diitkaz. Predpokladejme, 7e mnozina A je neprazdna (pro A = ) v&ta zjevné plati, protoze
prazdna mnoZina je afinni podprostor a je to také feSeni néjaké soustavy linearnich rovnic).

Ditkaz <: Necht A = {x € R" | Ax = b}. Necht x1,...,xx € Aaa;+ -+ o = 1.
Dokazme, Ze ayx; + - - - + apXy € A:

A(aixy + -+ agpXp) = gAx; + -+ apAxy = ajb+ -+ b = b.

Jiny dikaz <: Necht X = null A a xq je libovolny bod spliwjici Axg = b (tzv. partikuldrni
TeSend soustavy Ax = b). Pak

A={x|Ax=b}={x|Ax—%0)=0}={x'+x | AX' =0} = X + x0. (3.24)

Tedy dle Véty 3.12 je A afinni podprostor.

Dikaz =: Necht A je afinni podprostor a necht x, € A. Pak (dle Véty 3.12) je mnoZina
X = A — xo linearni podprostor, tedy (viz poznamka v §3.2.1) existuje matice A tak, Ze
X =null A. Necht b = Axg. Pak dle (3.24) je X +xo={x| Ax=Db}. ]

Diky Vété 3.13 se afinnimu podprostoru fika také linedrni varieta. Je to specialni piipad
algebraické variety, coz je mnozina feSeni soustavy polynomidlnich rovnic. Jejich studiem se
zabyvé algebraickd geometrie.

Shriime: kazdy linearni podprostor 1ze reprezentovat bud jako rng B pro n&jakou matici B,
nebo jako null A (tj. jako mnoZzinu FeSeni soustavy Ax = 0) pro néjakou (jinou!) matici A.
Kazdy afinni podprostor lze reprezentovat bud jako x + X pro né&jaky vektor x a linearni
podprostor X, nebo jako mnozinu feSeni soustavy Ax = b pro néjaké A b.

Body x1,...,%x; € R” jsou afinné nezavislé, jestlize zadny neni afinni kombinaci ostatnich.
Afinni nezévislost 1ze ovem definovat i jinak (dikaz véty neuvadime, i kdyZ neni tézky):

8Na rozdil od linearniho podprostoru miize byt afinni podprostor prazdny. Dimenze prazdného afinniho
podprostoru se nékdy konvenci definuje jako —1.
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Véta 3.14. Pro body xy,...,x, € R" jsou nésledujici vyroky ekvivalentni:
1. Zédny bod neni roven afinni kombinaci ostatnich bodi.
2. Plat{ (srov. se (3.2))

(11+"'+0&k:0, X+ +aux,=0 = a=---=a,=0. (325)

3. Vektory x9 — x1,X3 — X1, ...,X; — X1 jsou linedrné nezévislé.
X1 Xkl . P PETIR P, X n+l v, e
4. Vektory 1o 1| dsou linedrné nezavislé (kde 1 e R znadi vektor x s pfi-

danou jednitkou jako (n + 1)-ni soutadnici?).

Piiklad 3.4. Dva body x;,%x2 € R" jsou afinné nezavislé, pravé kdyz x; # xo (neboli nejsou
identické). TFi body xi,Xs,x3 € R" jsou afinné nezavislé, pravé kdyz nelezi v jedné piimce
(neboli nejsou kolinedrn?). Viz Priklad 3.3. Ctyfi body X1, X2, X3, %4 € R” jsou afinné nezavisleé,
pravé kdyZ nelezi v jedné roving (neboli nejsou koplandrni). ¢

Zobrazeni f: R™ — R™ nazveme afinni, pokud (3.5) plati pro viechna oy +- - -+« = 1. Lze
dokézat (provedte!), Ze zobrazeni f je afinni, pravé kdyZ existuje matice A € R™ ™ a vektor
b € R™ tak, ze

f(x) = Ax + b, (3.26)

Pro m = 1 se zobrazeni (3.26) nazyvé také afinni funkce 1 f: R"* — R a m4 tvar
fx)=a"x+b=az + -+ az, +b, (3.27)
kdeacR"abeR.

Priklad 3.5. Zobrazeni f: R? — R? definované jako f(z1,z2) = (z1 + za + 1,71 — 29 — 2,271)
je afinni. To bychom mohli dokazat ovéfenim podminek (3.5) pro oy + - -+ o = 1. Ale je to
patrné i z toho, ze zobrazeni lze vyjadrit ve tvaru (3.26):

Lo, 1
f(z,20) = |1 -1 L}} +|-2].
2 0|7 0 ¢
Piiklad 3.6. Casto potkadme zobrazeni ve tvaru
f(x) = A(x — xo). (3.28)
To je afinni zobrazeni (3.26), kde b = —Axq. Zatimco v (3.26) eplicitné vidime posunuti v
hodnoté (vektor b), v (3.28) explicitné vidime posunuti v argumentu. ¢

9Tento vektor dobie znaji pocitadovi grafici jako homogenni souiadnice bodu x.

10V linearni algebie znamena ‘linearni funkce’ néco jiného nez v matematické analyze. Napf. funkci jedné
proménné f(z) = ax + b znate ze zakladni skoly jako linearni, v linearni algebfe vSak linearni neni — je afinni.
Ov8em soustavé rovnic Ax = b se fika ‘linearni’ i v linearni algebfe.
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Priklad 3.7. Pro dané body xi,...,xx € R* a yi,...,yx € R™ méame za kol najit afinni
zobrazeni f takové, aby platilo y; = f(x;) pro vSechna i = 1,... k. Resime tedy linedrni
soustavu y; = Ax;+b,i=1,...,k, pro neznamé A € R™*" a b € R™. Tuto soustavu mtzeme
napsat v maticovém tvaru

ol = (A B[y Y]

Je-li k=n+1abody x1,...,X; jsou afinné nezéavislé¢, matice {Xll Xlk} je regularni, tedy

soustava mé jediné feSeni. ¢

Shriime: kazdé linearni zobrazeni lze reprezentovat jako f(x) = Ax pro néjakou A a kazdé
afinni zobrazeni jako f(x) = Ax + b pro n&jaké A, b.

3.4 Cviceni

3.1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou linedrni nebo afinni podprostory R a kdyz
ano, urcete jejich dimenze:
a) {x€R"|aTx =0} pro dané a € R"
b) {xeR"|aTx =0} prodan¢ a € R", b € R
¢) {xeR"|xTx=1}
d) {xeR"|ax” =1} pro dan¢ a € R"
e) {xeR"| X", z;=0}
f) a+ span{b,c}, kde a,b,c € R" jsou znamé vektory takové, Ze b, c jsou linearné
nezavislé.
3.2. Je mnozina { (r1, 72, v3,24) € R*| 21 +23 = 0} linearni podprostor? Pokud ano, najdéte
jeho libovolnou bazi.
3.3. Mame podprostor X C R3 s bazi {(1,2,3),(—1,0,1)}. Necht x = (2,2,2). Plati x € X?
Pokud ano, najdéte souradnice vektoru x v této bazi.
3.4. Dokazte, ze jestlize jsou vektory Xi,...,x; linedrné zavislé, pak je asponn jeden z nich
linearni kombinaci ostatnich.

3.5. Necht X je linearni podprostor R" a f: R" — R™ je linearni zobrazeni. Je mnozina f(X)
linearni podprostor R™? Odpovéd dokazte.

3.6. Je dano zobrazeni f(x) = x x y, kde y € R® je pevny vektor a x oznatuje vektorovy
soucin dvou vektori!!. Jde tedy o zobrazeni R?* — R3. Je toto zobrazeni linearni? Pokud
ano, najdéte matici A tak, aby f(x) = Ax. Cemu je rovho AT? Jakou hodnost ma A?

3.7. Mame zobrazeni f: R? — R® definované jako f(z,y) = (v +vy, 22 — 1, z — y). Je toto
zobrazeni linearni? Pokud ano, napiste ho ve formé (3.7). Je toto zobrazenf afinni? Pokud
ano, napiste ho ve formé (3.26). Obé odpovédi dokazte z definic.

HTedy x zde neoznacuje kartézsky soucin mnozin, jako jinde ve skriptech.

48



3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.
3.16.

3.17.

Mame nehomogenni soustavu linearnich rovnic

r+2y+ z=1
—r+ y+2z2=2

dvou rovnic o tfech neznamych. Napigte mnoZinu fegenf soustavy jako X +xg, kde X C R3
je linearni podprostor (napiste jeho béazi) a xo € R3.

Zjistéte, zda existuje linearni funkce f spliujici tyto podminky:

a) f(1,2) =2, f(3,4) = 3.
b) f(1,2) =2, f(3,4) =3, f(5,6) = 4.
) £(1,0,1) = —1, £(0,1,2) =1, f(1,1,3) = 2.
Najdéte bazi prostoru obrazu a bazi nulového prostoru nésledujicich linearnich zobrazeni:
a) f(21,22,23) = (21 — 22, B2 — 23 + 211)
b) f(x1,x2) = (221 + X2, T — T2, 229 + 21)
Tvrdime, Ze sloupce matice A € R™™ jsou béze podprostoru X C R" pravé kdyz
dim X =m a X =rngA. Je to pravda? Pro¢?
Necht matice A a B maji stejné rozméry a obé maji linearné nezavislé sloupce. DokaZte,
Ze sloupce matic tvori baze stejného podprostoru (tj. rng A = rng B), pravé kdyz B = AC
pro né&jakou reguldrni matici C.
Pro matice A, B se stejnym poc¢tem fadkia dokaZte tvrzeni:
a) rng A C rng[A B]
b) rng A = rng[A B] jestlize rng B C rng A
¢) rng A = rng[A B] jestlize rank A = rank[A B]
d) rng A = rng B pravé kdyZ rank A = rank[A B] = rank B
Mame matici A a vektor x # 0 takové, ze Ax = 0. MiZze mit matice A linedrné neza-
vislé Ffadky? Muze mit linearné nezavislé sloupce? Odpovédi dokazte z definice linearni
nezavislosti.
Dokazte, Ze pro libovolné dvé matice plati nerovnost (3.19).
Navrhnéte postup, jak spocitat afinni zobrazeni f: R? — R2, které zobrazi trojihelnik

s vrcholy p1, P2, Ps € R? na trojihelnik s vrcholy qi, qs,qs € R2. Zobrazeni méa zobrazit
bod p; do bodu q; atd.

Které z téchto vyroku jsou pravdivé? Kazdy vyrok dokazte nebo najdéte protipiiklad.
Nékteré vyroky mohou platit jen pro urcité rozméry matic — najdéte co nejobecnéjsi
podminky na rozméry matic, aby vyroky byly pravdivé.
a) Pokud AB mé plnou hodnost, pak A a B maji plnou hodnost.
b)
¢) Pokud A a B maji trivialni nulovy prostor, pak AB mé trivialni nulovy prostor.
)

d) (x) Pokud A a B jsou tizké s plnou hodnosti a plati ATB = 0, pak matice [A B] je
uzka s plnou hodnosti.

e) (x) Pokud matice ﬁ; ]g} mé plnou hodnost, pak A i B maji plnou hodnost.

Pokud A a B maji plnou hodnost, pak AB mé& plnou hodnost.
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3.18. V §2.1.4 jsme zminili a v §3.2.3 dokazali, Ze jestlize néjaké matice A, B spliuji AB =1,
pak A ma lin. nezavislé fadky a B mé lin. nezéavislé sloupce. Dokazte obecnéjsi tvrzeni:
jestlize matice AB je regularni, pak A m4 lin. nezavislé fadky a B ma lin. nezavislé

sloupce.
3.19. (%) M&jme vektory Xy, ...,Xy. Vektor x; nazveme klicovy, neni-li linedrni kombinaci vek-
tort Xy, . . ., X;—1. DokaZte, Ze mnoZina klicovych vektort je baze podprostoru span{xy, .. .,

Vsimnéte si, ze vlastné dokazujete prvni tvrzeni Véty 3.2.

3.20. (%) Mame linearné nezavislé vektory ai,...,a, € R" a hledame vektory a,41,...,a, €
R" tak, aby vektory a;,...,a, byly linedrné nezévislé. Dokazte, Ze to jde udélat na-
sledovné. Necht A € R™ " je matice s fadky af,...,al. Vybereme mnoZinu J C
{1,...,n} linearné nezavislych sloupcii matice A (viz predchozi cviceni). Pak zvolime
vektory a1, .., a, jako n —m vektoru standardni baze e; € R kde j € {1,...,n}\ J.

3.21. (x) Dokazte Vétu 3.14.

Napovéda a reseni

3.1.a) Linearni podprostor, dimenze n —1 pro a# 0 a n pro a = 0.

3.1.b) Afinni podprostor dimenze n —1 proa # 0 an proa =0, b= 0. Pro a =0, b # 0 je mnozina
prazdna (tedy neni afinni podprostor).

3.1.c) Neni linearni ani afinni podprostor (je to sféra).

3.1.d) Pron =1 aa # 0 je mnozinou jediny bod, tedy afinni podprostor prostoru R. Pron=1aa=0
je mnozina prazdna (tedy neni afinni podprostor). Pro n > 1 je mnozina také prazdn4, protoze
soustava ax’ = I nema feeni pro zadné a,x (mozny ditkaz: je rankI = n, ale rank(ax”) < 1).

3.1.e) Linearni podprostor dimenze n — 1.

3.1.f) Je to rovina v R", ktera prochazi prochézi body a, a+ b a a + c¢. Tyto tii body jsou razné
(protoze vektory b a c jsou linearné nezavislé), tedy rovinu definuji. Tato rovina je afinni (pro
a = 0 dokonce linearni) podprostor dimenze 2.

3.2.  Ano. Je to vlastnd mnozina {x € R" | al’x = 0} (tedy nadrovina prochazejici pocatkem s
normélovym vektorem a), kde n =4 a a = (1,0, 1,0). Bazi ziskime FeSenim homogenni soustavy
a’x = 21 + 23 = 0. Baze ma tii prvky, napi. (1,0, —1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1).

3.3. Jex € X, pravé kdyz x = aa + b pro néjaké «, 8 € R. Pokud tato soustava linearnich rovnic
ma FeSeni, pak (a, 8) jsou soufadnice vektoru x v bazi (a,b) (zde je drobné nesrovnalost: nékdy
jsme o bazi mluvili jako o mnoZiné vektori, protoze nam na potradi vektora baze nezalezelo.

3.4. Jsou-li vektory lin. zavislé, pak a1x; + -+ + apxp = 0 kde aspon jedno z Cisel aq,...,ax je
nenulové. Je-li napf. oy # 0, pak aixq + - - + aixy = 0 lze napsat jako x; = ahxs + -+ + Xy,
kde of = a;/en.

3.5.  Ano. Ditkaz: Dle (3.3) mame dokézat, Ze pro kazdé yi,...,yr € £f(X) plati >, ayy; € £(X).
Protoze f(X) = {f(x) | x € X }, je y € f(X), pravé kdyZ existuje x € X tak, ze y = f(x). Tedy
méame dokazat, Ze pro kazdé x1,...,x, € X existuje x € X tak, ze Y, a;f(x;) = f(x). To je ale
pravda, protoze Y, a;f(x;) = £(3; ix;) ax = > ayx; € X.

0 w3 —u2
3.6. Je linearni, A = | —y3 0  yp| je antisymetrickd hodnosti 2 pro y # 0.
Y2 —h 0
1 1 0
3.7. Je afinni. Je f(x) = Ax+b, kde A= |2 0| b=(0,-1,0)= |-1|, x=(z,9) = m
1 -1 0



3.8. Napt. (1,-1,2) +span{(1,-1, )} ={(1+a, -1 —a,24+a) |a e R }.

3.9.a) Je f(z1,22) = a1z1 + azxs. Resime soustavu aj + 2as = 2, 3a; + 4ay = 3. Tato soustava ma
feSeni, tedy linearni funkce existuje.

3.9.b) Ano.

3.9.c) Ne.

3.10.a) rng A = R?, tedy béaze rng A je napt. (0,1),(1,0). Béze null A je napf. (1,1,3).

3.10.b) Baze rng A je napt. (2,1,1),(1,—1,2). Baze null A je napt. (0,0).

3.12. Implikace <: Necht C je regularni, tedy ma l.n. fadky. Pak dle Tvrzeni 3.10 jerng B = rng(AC) =
rng A.

Implikace =: Necht A,B maji Ln. sloupce a rng A = rngB. To znamend, Ze sloupce A, B
tvori dvé razné baze toho samého podprostoru. Matice C je tedy matice prechodu mezi témito
dvéma bazemi. Mame dokazat (coz byste méli védét z lin. algebry), Ze matice prechodu existuje
a je regularni. Abychom ji nali, feSime rovnici B = AC pro neznamou C. Tu rozepiSseme po
sloupcich jako a; = Bc; kde aj,c; je j-ty sloupec matice A, C. Kazda tato rovnice ma jediné
feSeni pro c;, protoze a; € rngB (coz plyne z rng A = rngB) a nullB = {0} (protoze B ma Ln.
sloupce). Zbyvéa dokazat, ze C je regularni: protoze rank A = rank B = n kde n je pocet sloupct
matic A, B, C, dle (3.19) nemiize byt rank C < n.

3.13.a) Vime (viz §3.2.1), Ze mnozina rng A je linearni obal sloupct matice A. Inkluze plyne okamzité
z toho, Ze rng[A B] je linearni obal sloupct matice A a navic sloupcii matice B.

3.13.b) Predpokladejme rng B C rng A. Dle definice prostoru obrazi (3.13) to znamené, Ze pro kazdé y
existuje x tak, ze By = Ax. Mame dokazat rng A = rng[A B], tj. Ze pro kazdé u,v existuje z
tak, ze [A B {3} = Au+ Bv = Az. 7 pfedpokladu vime, Ze existuje x tak, ze Bv = Ax. Tedy
zbyvé dokéazat, ze pro kazdé u existuje z tak, ze Au+ Ax = Az. To plati: polozime z = u + x.

3.13.c) Ozna¢me pro piehlednost X = rng A a Z = rng[A BJ. Z podikolu (a) vime, ze X C Z. Protoze
dim X = dimrng A = rank A = rank[A B] = dimrng[A B] = dim Z (kde jsme uzili definici
hodnosti (3.16)), dle Tvrzeni 3.3 mame X = Z.

3.13.d) Plyne snadno z podtkoli (a) a (b). Ozna¢me X = mgA, Y = rmgB, Z = rng[A B]. Mame
dokazat, 7e X =Y < dimX =dimZ =dimY.

Dikaz implikace =: Z podikolu (b) vime, Ze Y C X = X = Z. Jestlize X = Y, pak tedy
X=Z=Y atedyidimX =dimZ =dimY.

Dikaz implikace <: jestlize dim X = dim Z = dim Y, pak z podikolu (a) mame X = Z =Y.
3.14. Vime, Ze vektor Ax je linedrni kombinace sloupci matice A s koeficienty x. Definice linearni

nezavislosti (3.2) fika, Ze linearni nezéavislost sloupct implikuje x = 0. Protoze x # 0, sloupce

musi byt linearné zavislé.

Radky oviem mohou byt linearns nezavislé, pitkladem je A = [11] a x = (1, —1).

3.15. Dle Tvrzeni 3.10 je rng(AB) C rng A, z toho rank(AB) < rank A. Dle Véty 3.7 je rank(AB) =
rank((AB)T) = rank(BTAT) < rank(B”) = rank B.

3.16. Viz Priklad 3.7.
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Kapitola 4

Ortogonalita

4.1 Délky, tuhly, vzdalenosti

Na prostoru R" pfirozené mame standardni skaldrni soucin
X'y=ay+ -+ Ty, =y (4.1)

Ten uZ jsme uvedli v (2.12) a pro matice v §2.1.7, kde jsme ho znadili (x,y). Znaceni (,-)
je nutné, kdyz jde o obecny (axiomy definovany) skaldrni sou¢in na obecném (axiomy defino-
vaném) linearnim prostoru (ktery se pak nazyva linedrni prostor se skaldrnim soucinem)!, na
prostoru R™ ale miZzeme psat jednoduse x”y. Standardni skalarni souc¢in indukuje eukleidov-
skou normu

x|l = VxTx = (2} + - - + 23)"/2. (4.2)
Norma méfi délku vektoru x. Uhel ¢ dvojice vektorii se spoéita ze vzorce

xTy

Cosp = T———r. (4.3)
Iyl

Vektory jsou navzijem ortogonalni?, jestlize xTy = 0, coZ znadime také x L y. Eukleidovska
norma indukuje eukleidovskou metriku

dx,y) =[x =yl (4.4)

kterd méii vzddlenost bodi x a y.

Protoze pro n = 3 takto definované pojmy délky, thlu a vzdalenosti dobfe modeluji prostor,
ve kterém zijeme, prostoru R” se standardnim skaldrnim soucdinem se Casto 1ika Eukleidovsky
prostor.

!Standardni skalarni soucin na R, definovany vzorcem (4.1), se anglicky obvykle nazyva dot product, zatimco
obecny skalarni souc¢in na obecném linearnim prostoru je inner product.

2 Ortogondlni vektory znamena skoro totéz jako kolmé vektory (angl. perpendicular). Relace ortogonality se
definuje pro dvojice prvki z libovolného linearniho prostoru (tedy napf. pro dvojice funkei, posloupnosti, atd.).
Relace kolmosti se pivodné definovala v geometrii pro dvojice piimek. Je mozné ji rozsitit na dvojice nenulovgch
vektori x,y, které vlastné chapeme jako pfimky span{x} a span{y}. Vektory ale museji byt nenulové, nebot
span{0} neni p¥imka. Naproti tomu nulovy vektor 0 je ortogonalni s kazdym vektorem, nebot x70 = 0 pro
kazdé x.



4.2 Ortogonalni podprostory

Vektor y € R” je ortogonalni k podprostoru X C R”, je-li y | x pro kazdé x € X. Znacime
y L X nebo X 1 y. Pro testovani této podminky staci ovéfit, ze y je ortogonélni na kazdy
béazovy vektor podprostoru X, nebot (dokazte!)

y Lspan{xy,...,xx} <= yLlx; ...,y Llx (4.5)

Podprostory X, Y C R" jsou ortogonalni, je-li x L y pro kazdé x € X ay € Y. Znac¢ime
X LY (pficemz zjevne X 1Y < Y L X). Plati

X1Y = XnY={0}, (4.6)

nebot jediny vektor ortogonalni saim k sobé je nulovy vektor 0.
Ortogonalni dopln&k podprostoru X C R™ je mnozina

Xt={yeR"|y L X} (4.7)

viech vektorti z R ortogonalnich na podprostor X. Rozdil mezi tvrzenimi ¥ 1 X aY = X je
tedy v tom, Ze v prvnim pfipadé Y nemusi obsahovat v§echny vektory kolmé na X a ve druhém
pripadé ano. MnoZina (4.7) je podprostor prostoru R (dokazte!).

Piiklad 4.1. Nasledujici pifklady jsou v prostoru R3. Dvé k sobé& kolmé p¥imky prochazejici
pocatkem jsou ortogonalni podprostory, jedna piimka neni ale ortogonélnim doplitkem druhé
primky. Ortogonélni doplnék k pfimce prochazejici poc¢atkem je rovina prochézejici poc¢atkem,
kterd je na tuto pifmku kolma. Ortogonalni doplnék celého R* (minéného jako podprostor
prostoru R?) je trividlni podprostor {0}. ¢

Priiklad 4.2. Pozor, sténa mistnosti neni ortogonalni k podlaze. Opravdu, existuje dvojice
vektori, jeden v podlaze a jeden ve sténg, které nejsou ortogonalni (kde jsou?)3. ¢

Véta 4.1. Pro kazdy podprostor X C R” plati dim X + dim(X*1) = n.

Diikaz. S ortogonalnim doplitkem jsme se vlastné uz setkali v definici nulového prostoru: nulovy
prostor matice je tvoren vektory ortogonalnimi na vSechny fadky matice. Dle (4.5) je vektor
ortogonalni na fadky matice pravé tehdy, kdyz je ortogonélni na linearni obal fadka matice.
Tedy pro kazdou A € R™*™ je

(rng(AT))* = null A. (4.8)

Dokazovana rovnost je tedy rovnost (3.21) pro X = rng(AT). ]

3Jak jsme uz poznamenali, kolmost se v elementarni geometrii definuje pro dvojice p¥imek. Tento pojem se
v prostorové (v R3) rozsifuje i na dvojice pfimka-rovina ¢ rovina-rovina. V tomto pojeti sténa a podlaha k
sobé kolmé jsou (s ¢imz by jisté souhlasil napf. pan zednik). Vidime tedy, Ze prostorech R™ relace kolmosti a
ortogonality splyvaji pro dvojice podprostort dimenze 1 (tj. pfimek), ale lis{ se pro dvojice podprostort jinych
dimenzi.
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Véta 4.2. Pro kazdy podprostor X C R” plati (X1)! = X.

Drikaz. Kazdy vektor je zfejmé ortogonalni na vSechny vektory k nému ortogonalni, tedy plati
X C (XH)* (rozmyslete!). Z Véty 4.1 pouzité jednou na X a jednou na X+ mame

dim X + dim X* = n = dim X+ + dim(X+)*.
Z toho plyne dim X = dim(X*)*. Z Véty 3.3 proto méme X = (X1)*. ]

Véta 4.2 ukazuje, Ze relace ‘byti ortogonalnim doplitkem’ je symetricka: ¥ = X+ o X =Y+,
Proto muzeme fikat, ze podprostory X a Y jsou ortogondlnim dopliikem jeden druhého.

4.2.1 Vztah k prostoru obrazi a nulovému prostoru
Rozvifime nase pozorovani (4.8) z diikazu Véty 4.1. Vzpomenme z §3.2.1, Ze kazda matice
A € R"™*" definuje ¢tyti zakladni podprostory:

e mg A ={Ax|x € R*} CR™ je linearni obal sloupcii A,

e null A = {x€R"| Ax =0} C R" je prostor viech vektori kolmych na fadky A,

e mg(AT) = {ATx | x € R™} C R" je linedrn{ obal Fadkt A,

e null(AT) = {x e R™ | ATx = 0} C R™ je prostor vSech vektori kolmych na sloupce A.

Véta 4.3. Pro kazdou matici A plati

(g A)* = null(AT), (4.9a)
(null A)* = rng(AT). (4.9b)

Diikaz. Rovnost (4.9a) plyne z prvniho a étvrtého radku, je to vlastné rovnost (4.8) pouZita na
matici AT. Rovnost (4.9b) ziskame pouzitim (4.9a) na matici AT a rovnosti (X1)t =X. m

4.3 Ortonormalni vektory

Vektor u € R™ nazveme normalizovany, pokud ma jednotkovou délku, tj. ||ul| = 1. Mno-
zinu vektortt {uy, ..., u;} nazveme? ortonormalni?, jestlize kazdy vektor z této mnoZiny je
normalizovany a kazdé& dvojice vektord z této mnoziny je ortogonalni, tedy

(4.10)

T — §r —
U, u; = 0i5 =

0 kdyzi#j,
1 kdyzi=j.

4Pro vektory z ortonormalni mnoziny je obvyklé pouzivat pismena u,v,q misto x,y,a, jak jste zvykli.
Podobné, matice ortonormalnimi sloupci (§4.4) je obvyklé znacit U, V,Q misto A, B. To ale neznamend, ze
toto znaceni pouziva kazdy vzdycky!

5Casto Fkime zkracené, ze vektory uy, ..., uy jsou ortonormdlni. To je ale nepfesné, protoZze ortonormalita
neni vlastnost jednoho vektoru, ale mnoziny vektoru.



Tvrzeni 4.4. Ortonormalni mnozina vektoru je linedrné nezavisla.

Diikaz. Vektory uy, . .., ug jsou linearné nezévislé, je-li splnéna podminka (3.2), kde tedy misto x;
mame u;. Vynasobme levou stranu implikace (3.2) skalarné vektorem u;, coZ s pouzitim (4.10)
da

aluZ-Tul + -+ akuiTu;c =q; = 0.

To plati pro kazdé i, tedy a; = --- = a4 = 0. To je prava strana implikace (3.2). ]

Tvrzeni 4.5. Necht vektor x je linearni kombinaci ortonormalnich vektora wuy, . .., ug:
X = iUy + -+ + QpUg. (411)

Pak koeficienty linearni kombinace se spoéitaji jednoduse jako ; = ulx (i = 1,..., k).

Diikaz. Vynasobenim rovnice (4.11) skaldrng vektorem wu; dostaneme ul'x = ul'u;0; = oy, kde

jsme opét pouzili (4.10). ]

Skalary avq, ..., ap v Tvrzeni 4.5 jsou soufadnice vektoru x v ortonormélni bazi uy, ..., u,
podprostoru span{uy, ..., u;}. Pozd&ji v §5.2 uvidime (znéte to uz ze stfedni skoly), Ze o je
délka (se znaménkem) ortogonalni projekce vektoru x do pifmky span{u;}, za predpokladu
|lu;|| = 1. Uvédomte si vyhodu oproti situaci, kdy vektory uy,...,u, jsou linearné nezavislé
ale ne ortonormalni (Tvrzeni 3.1): pak koeficienty «; musime pracné pocitat feSenim soustavy
linearnich rovnic.

Z Tvrzeni 4.5 plyne, Ze pro kazdé x € span{uy, ..., u;} plati

x = (ufx)u; + - + (uf x)uy. (4.12)

Toto mé souvislost s ortogonalnimi projektory, o kterych se dozvite pozdéji.

Ortonormalni baze linearniho (pod)prostoru odpovida tomu, co ze zakladni Skoly znate
pod pojmem kartézskd souradnicovd soustava. Soufadnice bodu vici jeho ortonormalni bézi
(viz §3.1) pak znéte jako jeho kartézské souiadnice.

4.4 Matice s ortonormalnimi sloupci

Necht sloupce matice U € R™ ™ tvorii ortonormélni mnozinu vektori. Dle Tvrzeni 4.4 jsou
sloupce U linearné nezavislé, tedy nutné m > n (tj. U je &tvercova nebo tzka). Podminku
ortonormality (4.10) sloupci matice U lze psat struéné jako

UuTu=1 (4.13)

Opravdu, skalarni souéin i-tého sloupce a j-tého sloupce matice U je (i,7)-ty prvek matice

UTU (ovéite rozndsobenim blokovych matic) a (4, )-ty prvek matice I je d;;. Rovnost (4.13)

také ki, ze U7 je leva inverze matice U a U je prava inverze matice U7 (viz §2.1.4).
Linearni zobrazeni f(x) = Ux (zobrazeni R" — R™) zachovava skalarni sou¢in, nebot

f(x)"f(y) = (Ux)"(Uy) =x"U"Uy =x"y. (4.14)

Pro x = y dostaneme ||f(x)|| = |Ux| = [|x||, tedy zobrazeni zachovava také eukleidovskou
normu. Zobrazeni tedy zachovava vzdélenosti a thly (viz §2.1.7). Takova zobrazeni se nazyvaji
isometrieS.

Obecnéji, skalarni sou¢in matic (viz §2.1.7) je invariantni vici skladant s isometrif zprava i
zleva: jsou-li A, B libovolné matice a U, V matice s ortonormalnimi sloupci, z (2.10) mame

(UAVT UBVT) = (A, UTUBVTV) = (A, B). (4.15)
Tedy i Frobeniova norma (2.11) je invariantni vié¢i isometrii,

[UAVT| = ||A]l. (4.16)

Tvrzeni 4.6. Pro kazdou &tvercovou matici U plati

U'U=1 < U'=U"' «— Uuu'=L (4.17)

Diikaz. Necht UTU = I. Pak jsou sloupce U ortonormalni a tedy linedrné nezavislé. To ale
znamend, 7e U je regularni, protoZe je ¢tvercova. Vynasobenim rovnosti UTU = I matici U™}
zprava ziskame UT = U~!. Vynasobenim rovnosti U7 = U~! matici U zleva ziskdime UU” = 1.
Zbylé implikace dokdZeme podobné. ]

Véta fika, ze mé-li étvercova matice ortonormalni sloupce, mé ortonormalni i fadky, a inverze
takové matice se spocita jednoduse transpozici. Ctvercové matici splijici podminky (4.17) se
iika ortogonalni matice.

Zduraznéme, ze pokud U je obdélnikové s ortonormélnimi sloupci, neplati UUT = I. Déle,
pokud ma U ortogonalni (ne vSak ortonormalni) sloupce, nemusi mit ortogonalni ¥adky”.

Necht U je ortogondlni matice. Vezmeme-li determinant obou stran rovnice UTU = 1,
méme det(UTU) = det(UT) det U = (det U)? = 1. Tedy det U € {—1,1}.

e Pokud det U = 1, matici se fikd specialni ortogonalni nebo také rotaéni, protoZze trans-
formace f(x) = Ux (zobrazeni z R" do sebe) znamena otocent vektoru x okolo pocatku.

Kazdou rotaci v prostoru R" lze jednozna¢né reprezentovat rotacni matici.

e Pokud det U = —1, transformace f je slozenim otoceni a ortogondins reflexe neboli zrcadleni
(viz §5.2.2).

Priklad 4.3. VSechny rotacni matice 2 X 2 lze napsat jako

U= |:C.OS(,9 —sin @}
sinp  cose

pro néjaké . Nasobeni vektoru touto matici odpovidéd otoceni vektoru v roviné o thel .
Zkontrolujte si, ze UTU =1 =UUT adetU = 1. ¢

SObecndji, isometrie je zobrazeni mezi dvéma metrickymi (ne nutné linearnimi) prostory, které zachovava
vzdalenosti. V naSem piipadé bychom mohli pfesnéji mluvit o linedrni isometrii, tedy o isometrii, ktera je
zaroven linearni zobrazeni.

"To je mozna divod, pro¢ se Gtvercové matici s ortonormalnimi sloupci (tedy i fadky) nefika ‘ortonormalni’
ale ‘ortogonalni’. Obdélnikova matice s ortonormalnimi sloupci a ¢tvercova matice s ortogonalnimi (ne vSak
ortonormalnimi) sloupci zvlastni jména nemaji.



Piiklad 4.4. Zrcadleni (neboli reflexe) v R? kolem pifmky prochézejici pocatkem a smérnici
tan(y/2) je reprezentovano ortogonalni matici

cos sin ¢
sinp —cosp|”

¢

Priklad 4.5. Permutac¢ni matice je ¢tvercova matice, jejiz sloupce jsou permutované vektory
standardni béaze. Napft.

010
[63 e eg] =10 0 1
100

Permutaéni matice je ortogonalni (dokazte!) a jeji determinant je rovny znaménku permutace. ¢

Na zavér uvedeme jedno hezké tvrzeni, které nam bude uzitecné pozdéji. Jeho druha ¢ast
ma uzky vztah k Tvrzeni 5.3 o ortogonalnich projektorech z pfisti kapitoly.

Tvrzeni 4.7. Necht [U V] € R™™ je ortogonalni matice vodorovné rozdélena do dvou
blokiit U € R™*" a V € R™*(m=n) Pak (rgU)* =rmgV a UUT + VVT = 1.

Diikaz. NapiSeme rovnosti z Véty 4.6 a roznasobime blokové matice:

{UTU UTV} 3 {UT U’

VT

v vrv] = [ve| 0 V== o v

} =UU" +vv’ (4.18)

Porovnanim blokii matice vlevo s bloky jednotkové matice I mame UTU =1, VIV =1 a
UTV = 0. T¥eti rovnost znamena rng U L rng V, neboli rng V C (rng U)*. Z rozméri matic
a Véty 4.1 je ale dimrng V = dim(rng U)*, tedy dle Tvrzeni 3.3 plati rng V = (rng U)*L. [ ]

4.5 Gramova-Schmidtova ortonormalizace

Gramova-Schmidtova ortonormalizace je algoritmus, ktery pro dané linedrné nezavislé
vektory ay,...,a, € R™ najde vektory qy,...,q, € R™ takové, ze

® qi,...,q, jsou ortonormélni,

e pro kazdé k =1,...,n plati span{q,...,qr} = span{a,...,a;}.

Myslenka algoritmu je jednoduchéa. Piedpokladejme, Ze mame ortonormélni vektory qi, . .., qr_1
spliwijici span{qy, ..., qr_1} = span{ay,...,a,_1}. Spocitame vektor
k-1
4. =ar— Y _(a/ar)a: (4.19)
i=1
Tento vektor je kolmy na kazdy z vektort qu,...,qr_1, protoze kdyz skalarné vynasobime

vyraz (4.19) jakymkoliv z nich, tak diky ortonormalité dostaneme nulu® (ovéite!). Podle pred-
pokladu je a; ¢ span{ay,...,a;_1} = span{qy,...,qx_1}, tedy qj # 0. Z (4.19) plyne g}, €
span{qi,...,qx_1, a5} = span{ay, ..., a;}. Ted stadi vektor qj, znormalizovat, q, = q,/|d|-

8Pozdgji uvidime, Ze suma v (4.19) je ortogonalni projekce (5.16) vektoru aj na ortogonalni doplnék pod-
prostoru span{qu, . .., qr-1}-
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span{qy, ..., qe-1}"

ak 7q§€ Spa‘n{q17""qk—1}

ay,

Algoritmus provede iteraci (4.19) postupné pro k = 1,...,n. Zde je béh algoritmu pro n = 3:

d, = a, a =qy/|q]
q/2 = as — (qlTag)qh q2 = q’2/Hq/2H
q; =az — (qlTag)q1 - (qua‘s)Qm a3 = qs/[|as|

Gramiiv-Schmidtiv algoritmus dokazuje nepfekvapivé ale nesamoziejmé vlastnosti ortonor-
malni baze (analogie Véty 3.2):

Véta 4.8 (vlastnosti ortonormalni baze).
e Kazdy linearni podprostor ma (alespon jednu) ortonormalni bézi.

e Kazdou ortonormalni mnozinu vektora z linearniho podprostoru lze doplnit na ortonor-
maélni bézi tohoto podprostoru.

Diikaz. Dle Véty 3.2 ma kazdy podprostor bazi, ozna¢me ji ay,...,a,. Algoritmus z téchto
vektor vyrobi vektory qu, ..., qn, které tvoii ortonormalni béazi stejného podprostoru.

Pro druhé tvrzeni uvazujme ortonormélni mnozinu vektoru ag,...,a, z n&jakého podpro-
storu. Dle Véty 3.2 tuto mnoZinu doplnime na (ne nutné ortonormalni) bazi a, ..., a, tohoto
podprostoru, kde n > k. Algoritmus z vektora ai,...,a, vyrobi vektory qu,...,q,, kde ale
podle definice algoritmu bude q; = a; pro kazdé i < k. [ |

4.5.1 QR rozklad

Véta 4.9 (QR rozklad). Kazdou matici A € R™*™ lze rozlozit na souc¢in
A=QR, (4.20)

kde matice Q € R™*™ je ortogonalni a matice R € R™*" je horni trojihelnikova.

Rozkladu matice (4.20) se fikdi QR rozklad matice A. Gramova-Schmidtova ortogonalizace
umoziuje dokazat Vétu 4.9 pro piipad, kdy matice A ma linedrné nezavislé sloupce:

Diikaz. Rovnosti (4.19) lze napsat jako

k-1 k
a, = th% + TerQe = Zh‘th (4.21)
i=1 i=1
kde 7 = qlay, pro i < k a i, = ||d} . Soustava rovnic (4.21) pro k = 1,...,n se d& napsat
v maticovém tvaru jako A = QR, kde ay, . .., a, jsou sloupce matice A, qu, ..., q, jsou sloupce
matice Q a matice R = [ry] je horni trojihelnikova (rozmyslete!). |
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Gramuv-Schmidtiv algoritmus je silny teoreticky nastroj, ale v uvedené podobé je nesta-
bilni vadéi zaokrouhlovacim chybam. Jeho modifikacemi lze tuto nevyhodu odstranit a navic
ho zobecnit na poé¢itani QR rozkladu libovolné matice. éastéji se oviem QR rozklad pocita
algoritmy zalozenymi na Householderovijch reflexich nebo Givensovijch rotacich (neuvadime).

Rozlisujeme dvé verze QR rozkladu:

e Véta 4.9 popisuje plnou verzi QR rozkladu.

e Pokud m > n, je poslednich m — n fadkd matice R nulovych (protoZe R je horni troji-
helnikova). Tyto fadky jsou nasobeny poslednimi m — n sloupci matice Q. MuZeme tedy
vynechat z matice R poslednich m —n rfadki a z matice Q poslednich m — n sloupct, tedy
bude Q € R™*™ a R € R"*". Toto je redukovand verze QR rozkladu.

Pro m < n obé verze splyvaji. V Matlabu spocitite plny QR rozklad pfikazem [Q,R]=qr(A) a
redukovany piikazem [Q,RI=qr(A,0). Zkoumejte v Matlabu piikaz help qr!

Priiklad 4.6. Zde je ptiklad plného a redukovaného QR rozkladu matice 3 x 2:

0 2/3
1/vV2 —1/v/6
1/v2

0 1 1/V3] [V2 1/V2 0 2/3
1 0| = 1/V3 0 3/2| = [1/vV2 —-1/V6 {‘/g Vﬁ.
11 1/vV6 —1/V3 0 0 1/vV2  1/V6 ¢

QR rozklad je velmi uziteény. Uvedme jeho pouZiti na feSeni linearnich soustav. Resime-li
soustavu Ax = b, rozlozime A = QR a vynasobime soustavu zleva QT coz da

Rx = Q”b. (4.22)

Pokud jsme pouzili plny QR rozklad, je toto ekvivalentni uprava, nebot Q je regularni. Ale
protoze je R trojuhelnikova, soustavu jsme velmi zjednodusili. Nap¥. pokud je A CEtvercova
regularni, jediné TeSeni soustavy (4.22) lze levné najit zpétnou substituci.

4.6 Cviceni

4.1. Mame vektory x = (1,2,3) ay = (—1,0, 1). Spo¢itejte (a) délku vektoru x, (b) vadalenost
bodii x a 'y, (c) thel mezi vektory x a y.

4.2. Dokazte, 7ze eukleidovskd norma (4.2) splije trojihelnikovou nerovnost ||x + y|| <
Ix||+]ly]- Pro jaké vektory x,y plati tato nerovnost s rovnosti, tj. || x+y|| = ||x[|+]y]l?

4.3. Najdéte bazi ortogonalniho doplitku prostoru span{(0, 1, 1), (1,2,3)}.

4.4. Jsou dany mnoziny X = span{(1,0,1,0)}, Y = { (21, 22,73,24) € R* | z; +23=0}a
Z ={(z1,29,73,74) €ER*| m, + 23 =0, 23 = 14 }. Jsou to linearni podprostory? Pokud
ano, najdéte jejich dimenze. Rozhodnéte, které z nésledujicich vyroku plati: X 1 Y,
X 12 Y1Z X=YY =X+ X=_27' Najdéte libovolnou bézi podprostoru Z+.

4.5. Pro dva vektory x,y € R™ dokazte nésledujici tvrzeni, nakreslete obrazek a uvédomte si,
jaké znamé stredoskolské poucky jste to vlastné dokézali.

a) Jestlize ||x|| = ||y, pak (x+y) L (x —y).
b) Jestlize x Ly, pak |jx|* + [ly[|* = [lx — y|I*.
c) Jestlize x Ly, pak [Ix|* + |ly[|* = [[x + y]*.
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4.6.

4.7.
4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.
4.17.

4.18.

4.19.

d) Jestlize vektory xy, ..., X jsou po dvojicich ortogonalni (pfesné: kazda dvojice riz-
nych vektori je ortogonalni), pak ||x1 + -« - 4+ xx||? = [|x1]|® + - - + || x&||>.

Najdéte ortonormalni bazi podprostoru span{ (1, 1,1, —-1), (2,—-1,-1,1), (—1,2,2,1) } po-
moci QR rozkladu (pouZijte Matlab).

Dokazte, Ze soucin ortogonalnich matic je ortogonalni matice.

Pro jaké n je matice diag(—1,) (tedy diagonalni matice se samymi minus jednickami na
diagonale) rotaéni?

a+b b—a
a—b b+a

Existuje isometrie f: R® — R* tak, ze f(1,—1,2) = (1,2,—1,1) a f(1,1,0) = (0,1, —1,0)?

Za jakych podminek na ¢isla a, b je matice { } ortogonalni?

Isometrie (rotace+zrcadleni) v prostoru R™ jsou reprezentovany ortogonalnimi maticemi.
Pro n > 3 ovSem nemame o rotacich a zrcadlenich intuitivni predstavu.

a) Pocet nezavislych parametri (‘stupiitt volnosti’) ortogonalni matice je rozdil poctu
prvki matice a po¢tu nezavislych (v naSem pfipadé riznych) rovnic v podmince
UTU = I. Neformélné fe¢eno udavé, kolika ‘knofliky’ mtiZeme nezavisle ‘kroutit’ pii
rotaci v R™. Jaké je toto €slo pro n = 2, 3,47 Najdéte vzorec pro obecné n.

b) Je znamo, Ze velmi malé rotace jsou v prvnim fadu aproximovany matici I+ S pro
né&jakou antisymetrickou matici S. Ukazte, ze to tak je. Spocitejte pocet nezavislych
parametr antisymetrické matice n x n a ovéfte, ze je stejny jako v podikolu (a).

Mame vektory x; = (1,—1,0,2), xo = (1,1,1,0), x3 = (—1,-1,2,0).
a) Ovéite, Ze vektory X, Xa, X3 jsou po dvojicich ortogonalni.
b) Najdéte libovolnou bazi podprostoru span{xi, Xa, x3}*.

Najdéte dva ortogonalni vektory x,y takové, ze span{x,y} = span{(0, 1,1), (1,2,3)}.
-1 2 2
Spoctéte co nejjednodussim zplisobem inverzi matice = | 2 —1  2].
2 2 -1

(x) Necht X,Y jsou podprostory R”. Definujme X +Y ={x+y|x€ X, y €Y } (tzv.
Minkowského soucet vektorti). DokaZzte:

a) XCY = XtDv+t

b) X + Y je generovan sjednocenim libovolné baze X a libovolné baze Y. Tedy je-li

{x1,...,%x,} baze X a {y1,...,y:} baze Y, pak X+Y = span{xy,...,Xp, ¥1,.-.,¥1}

c) (X+Y)t=XtnYyt,

d) (XnNY)t=Xt+v+
Jak byste levné spocitali absolutni hodnotu determinantu matice z jejitho QR rozkladu?
Pro nékteré (&tvercové) matice plati (rng A) = null A. DokaZte, Ze to plati pro (a)
symetrické matice, (b) antisymetrické matice.
Necht UTU = I = VTV, kde matice U a V maji stejny rozmér. Dokazte, ze rngU =
rmg 'V (tedy sloupce U a V jsou ortonormalni baze téhoZ podprostoru) pravé tehdy, kdyz
V = UC pro néjakou ortogonélni matici C.
Necht UTU = I. Dokaite, ze
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a) Prvky matice U spliji |a;;] < 1.
b) Eukleidovska norma kazdého fadku matice U nenf vétsi nez 1.
4.20. Necht zobrazen{ F: R™™ — R™*" m4 hodnoty F(X) = (I-X)(I+X)!. Pfedpokladejte,
ze X je takova, Ze I+ X je regularni. Dokazte, ze:
a) Pro kazdou X je (I—-X)I+X) = (I+X)(I-X).
Pro kazdou X je (I— X)(I+X)™! = (I+X)"}(I-X).
Pro kazdou antisymetrickou X je F(X) ortogonalni.

=

Qo
= 2

Pro kazdou ortogonalni X je F(X) antisymetricka.

Zobrazeni F je inverzi sama sebe (tedy je to involuce, viz §1.1.2), tj. F(F(X)) =X
pro kazdou X.

@
~

Pred dukazy na papife se presvédéte v Matlabu, Ze tvrzeni plati pro nahodné matice.

Napovéda a feseni

41, (a) x|l = V14, (b) x —y| = 2V/3, (c) ~ 1.1832 radiéni

4.2.  Aby platila s rovnosti, vektory musi byt rovnobéZné a shodné& orientované, tj. jeden musi byt
nezapornym nésobkem druhého. Tento vysledek byste méli také uhodnout tivahami nad obrazkem.
Algebraicky to lze dokazat tpravou rovnost ||x + y| = [|x|| + |ly]| @ porovnanim vysledku se
vzorcem (4.3).

4.3. Napt. (1,1,-1)

4.4. Regeni ‘hrubou silow by bylo najit baze podprostori X,Y,Z a jejich ortogonalnich doplnkt
a pomoci nich na dané otazky odpovédét. To by ale zabralo zbyteéné mnoho prace. Jedno-
dussf je vyuzit vztahi (4.9). Z definice mg a null je X = mg([1010]7), Y = mull[1010] a
Z =null[§9§ %] Ziejmé je dimX = 1, dimY = 3 a dimZ = 2. Dle (4.9) tedy Y+ =
(mull[1010])+ = mg([1010]7) = X. Toto je dle Véty 4.2 ekvivalentni X+ = Y. Z definice
ort. doplihku ihned plyne X | Y. Protoze podprostor Z je omezen jednou rovnici navic oproti Y,
je Z C Y. Z toho ihned X L Z (protoze kdyZ je kazdy vektor z Y kolmy na kazdy vektor z X,
tak urcité je kazdy vektor z Z kolmy na kazdy vektor z X). Ale uz neni X = Z+, protoze to by
dle Véty 4.1 muselo platit dim X = 4 — dim Z, coz neplati. Protoze {0} # Z C Y, nemuZe byt
Z LY, protoze Z a'Y ur¢ité sdili néjaky nenulovy vektor (a nenulovy vektor neni kolmy sam na
sebe). Je Z4 = (null [§ 9§ Pl])l =mg([§9} Pl]T), tedy baze Z+ je (1,0,1,0),(0,1,0, —1).

4.5.a) Dokazujeme, Ze thlopiicky kosoCtverce jsou na sebe kolmé.

45b) x -yl = (x —y) (x —y) =x"x —y"x —x"y +yTy = [|x|* = 2x"y + [[y|* = [x]* + [y [
protoze x'y = 0. Dokézali jsme Pythagorovu vétu.

4.5.d) Tvrzeni je zobecnéni Pythagorovy véty.

4.6. Béze vyjde {(1,1,1,-1)/2, (3,—-1,-1,1)/v/12, (0,1,1,2)/V6 }.

47. Necht UTU=1I=VTVaW=UV.Pak W'W =VTUTUV =VTV =1

4.8.  Musi byt det diag(—1,) = (=1)" > 0, tedy pro suda n.

4.10. Ne, protoze isometrie zachovavéa eukleidovskou normu, ale ||(1,—1,2)| # ||(1,2, —1,1)]|.

4.11.a) Podminka UTU = I je soustava rovnic aiTaj =0;;proi,j =1,...,n,kdea,...,a, jsousloupce
matice U. Tato soustava obsahuje jen (Z) + n raznych rovnic (napiste si ji napi. pro n = 4). Tedy
potet stupiiit volnosti je n? — (3) —n = (3) =n(n—1)/2.

4.11.b) Napovéda: dokazte, ze matice I + ¢S je pro velmi malé ¢ v prvnim fadu blizkd rotacni, tedy
(I+tS)TA+tS)~ 1
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4.13. Zvolime y = (1,2,3)—rx, kde 7 € R spocitame zxTy = 0. Tedy r = 3 ay = (1,3, 1). (V duchu
Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace.)

4.14. Neni matice ndhodou ortogonalni?
4.15.c) Plyne z (b).
4.15.d) Plyne z (c) s pouzitim (X+)+ = X.

4.17. Dle (4.9a) je (g A)*+ = null(AT). Ale pro symetrické matice je null(A”) = null A, pro antisy-
metrické je null(AT) = null(—A) = null A.

4.18. Implikace < plyne z Tvrzeni 3.10, protoze C je ortogonalni a tedy regulérni.

4.19.b) Dopliime matici U na ortogonéalni matici C = [U V]. -ty fadek této matice je CIT = [al-T bﬂ
7 ortogonality C je vsak cchi = a,L-Tai + blTbi = 1. Z toho aiTai <1.
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Kapitola 5

Linearni tiloha nejmensich ¢tverci

Méjme soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych
Ax =b, (5.1)

kde A € R™" x € R", b € R™. Soustava mé (aspoii jedno) feSeni, pravé kdyz b € rng A (tedy
b je linearni kombinaci sloupci A), coz lze psat také jako rank [A b] = rank A (Frobeniova
vétal). MnoZina fefenf soustavy je afinni podprostor R (dle Véty 3.13).
V této kapitole se zaméiime pouze na nehomogenni soustavy (tj. b # 0). RozliSme tii
piipady:
e Soustava nemé FeSeni. To nastane pravé tehdy, kdyZ b ¢ rng A. Takova soustava se nazyva
preurcena. V tom piipadé muzeme chtit fesit soustavu piiblizné, coz je tématem §5.1.
e Soustava ma pravé jedno FeSeni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A méa
linearné nezavislé sloupce (tedy jeji nulovy prostor je trivialni).
e Soustava mé nekone¢né mnoho feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A
maé linearné zévislé sloupce. Takové soustava se nazyva nedourcéena. V tom piipadé miizeme
chtit z mnoZiny feSeni vybrat jediné, ¢imZ se budeme zabyvat v §5.4.

5.1 Priblizné reSeni ve smyslu nejmensich c¢tverca

KdyZ soustava (5.1) nema feSeni, ¢asto je uZitetné nalézt takové x, aby rovnost (5.1) platila
aspoil piiblizné (coz miZeme zapsat jako Ax ~ b). Presngji, hledejme takové x, aby euk-
leidovskda norma vektoru r = b — Ax zbytka (neboli rezidu?) byla co nejmensi (jednotliva
residua jsou r; = alx — b; kde al jsou fadky matice A a b; jsou slozky vektoru b). Uloha se
nezméni (viz Cvifeni 1.2), kdyZ misto eukleidovské normy budeme minimalizovat jeji ¢tverec
Ir)|> =xTr = r? + - - 4+ r%. Tuto tlohu lze napsat jako

: _ 2
min [[Ax — bl|". (5.2)

ProtoZe minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, mluvime o pfiblizném feSeni soustavy (5.1) ve
smyslu nejmensich &tverci (least squares solution)?.

Refeni tlohy (5.2) najdeme nésledujici ivahou, patrnou z obrazku (zatim ignorujte vyrazy
s P, ty budeme potfebovat pozdéji):

1Frobeniova véta je v jinych zemich nez Cesku znama pod nézvem Rouché-Capelli theorem nebo Kronec-
ker—Capelli theorem.
2Piesné by se mélo fikat least sum of squares, protoze existuje i metoda zaloZena na least median of squares.
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Pro rizna x vyraz Ax nabyva vSech hodnot z podprostoru rng A (viz definice (3.13) prostoru
obrazil). Substituci y = Ax tedy miZeme tlohu (5.2) zapsat jako
. bl )
Jmin, fly bl (5:3)

Vzdalenost ||y — b|| bodii y a b je minimalni, pravé kdyZ vektor b — y je kolmy na prostor
g A,® tedy na kazdy sloupec matice A. Tuto podminku lze zapsat jako AT(Ax —b) = 0, tj.

ATAx = A"b. (5.4)

Soustava (5.4) ma n rovnic a n neznamych a nazyva se soustava normalnich rovnic (protoze
‘norméla’ znamena ‘kolmice’).

Poznamenejme, Ze feeni (5.4) lze také snadno odvodit pomoci analyzy, poloZenim parci-
alnich derivaci (diferencovatelné) funkce ||[Ax — bl|? rovnych nule. To udélame az pozdéji v
Prikladu 10.5, protoZe nyni jeSté neumite tsporné derivovat maticové vyrazy (srov. také Pri-
klad 6.15). Jednoduché instance tlohy (jako Ptiklad 5.1 nebo Piklad 1.9) je ov§em pohodIngjsi
fesit derivacemi nez prevodem do mativové formy a pouZitim vzorce (5.4).%.

Priklad 5.1. Méjme soustavu tfech rovnic o dvou nezndmych

T +2y==6
-z + y=3
r+ y=4

coz lze napsat jako Ax = b kde

A

1 2 6
-1 1|, b=|3], x=m.
11 4 y

Tato soustava je preurcend, tedy nema reseni. VyfTesit ji pfiblizné ve smyslu nejmensich ¢tverci
znamené najit takova Cisla x,y, kterd minimalizuji funkci

[Ax —b[]> = (z+2y — 6)* + (—z+y —3)° + (z +y — 4)%. (5.5)

3Toto tvrzeni (ndkdy nazyvané Véta o kolmici) je sice intuitivné ziejmé, ale mélo by se dokazat. Jeho ditkaz
by ovsem vedl na dikaz toho, Ze optimalni feSeni tlohy (5.2) jsou pravé feSeni soustavy (5.4), coz, jak jsme
rekli, se snadno dokaze pomoci analyzy.

4Mnoha studentiim tohle z néjakého divodu unika, zamotaji se do matic a vektort a jednoduchou linearni
tlohu né&jmensich ¢tverca nevyiesi.
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Soustava (5.4) zni (po vynasobeni matic)

v +2y= 7

2z 4+ 6y =19
coZ také dostaneme poloZenim parcialnich derivaci funkee (5.5) rovnych nule (provedte!). Tato
soustava ma pravé jedno Feseni (z,y) = (2, ‘]*—Z)A ¢

Pojdme zkoumat Fesitelnost této soustavy. K tomu potiebovat nasledujici vétu®:

Véta 5.1. Pro kazdou matici A plati

mg(ATA) = mg(AT), (5.6a)
null(ATA) = null A. (5.6b)

Diikaz. Dokazme nejprve rovnost (5.6b), tj. ATAx = 0 < Ax = 0. Implikace < je snadna,
vynasobenim Ax = 0 zleva matici AT. Implikace = se dokaZe takto:

ATAx=0 = x"ATAx=(Ax)T(Ax)=0 = Ax=0,

nebot pro libovolny vektor y plati y’y =0 = y = 0 (pro¢?).
Dokazme (5.6a). Z definice (3.13) je jasné (viz Tvrzeni 3.10), Ze rng(ATA) C rng(AT). Nyni
pouzijeme Vé&tu 3.11 jednou na matici A a jednou na matici ATA:

dimmg A + dimnull A = n = dimrng(ATA) + dimnull(ATA).

Diky (5.6b) z toho mame dimrng(ATA) = dimng A = dimrng(AT), kde druh4 rovnost plyne
z Véty 3.7. Z Véty 3.3 tedy mame (5.6a). ]

Ted snadno ukiZeme, Z%e soustava (5.4) ma (aspon jedno) feSeni pro kazdé A, b. Opravdu,
soustava m4 Yefeni pravé tehdy, kdyZz ATb € rng(ATA) = rng(AT), kde rovnost je (5.6a). Ale
z definice prostoru obrazti je A”b € rng(A”) pro libovolna A, b.

Zkombinujeme-li (5.6a) a Vétu 3.7, mame

rank(AAT) = rank A = rank(A”) = rank(ATA). (5.7)

Dle (5.7) je matice AT A regularni, prave kdyZ A mé linedrné nezévislé sloupce. V tom pripadé
muZeme soustavu (5.4) Fesit pomoci inverze. ReSenim je vektor x = A*b, kde

At = (ATA) AT (5.8)

Matice (5.8) se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi sloupci. Je to jedna
z levych inverz{ matice A, nebot ATA = (ATA)ATA = I. Pozdgji ukézeme (v P¥ikladu 11.5),
7e AT ma ze viech levych inverzi matice A nejmensi (Frobeniovu) normu® [[A*].

Mé-li matice A linedrné z4vislé sloupce, matice AT A nema4 inverzi a proto vzorec (5.8) nelze
pouzit. Potom soustava (5.4) a tedy i tloha (5.2) maji nekoneéné mnoho (afinni podprostor)
optimalnich FeSeni (pozor, to je néco jiného, nez Ze soustava (5.1) ma nekoneéné mnoho fesenil).

SMatice tvaru ATA & AAT se asto objevuji v riiznych situacich. Oznaéme jako ay,...,a, € R™ sloupce
matice A. Matici ATA € R™*™ se fikd Gramova matice nebo Gramidn vektori aj,...,a, a jeji prvky jsou
skalérni sou¢iny al'a; (viz (2.21)). Matici AAT € R™*™ lze zase vidét (aZ na skalarni ndsobek) jako empirickou
kovarianéni matici n pozorovani ai, ..., a, m-tice ndhodnych proménnych.

6Toto tvrzeni je disledek tzv. Gaussovy-Markovovy véty o LS estimétoru.

5.1.1 Regeni pomoci QR rozkladu

I kdyz ma matice A linearné nezavislé sloupce, feSeni pomoci explicitniho FeSeni normalni
rovnice (5.4) nebo pomoci vzorce (5.8) neni nejvhodnéjsi pro numerické vypocty. Jeden davod
je, ze vypocet souc¢inu ATA mize byt pracny. Druhy dtvod je, ze v aritmetice s kone¢nou
piesnosti (kterou na poéitacich pouzivime) miZe p¥i vypoétu soucinu ATA dojit ke zbyteéné
ztraté presnosti.

Priklad 5.2. ReSme soustavu Ax = b pro
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A= {1 2.01} , b= {3.01} '

Matice A je regularni. Dejme tomu, Ze pouzivadme aritmetiku s pohyblivou fadovou carkou
s presnosti na 3 platné cifry. Gaussova eliminace najde pfesné feseni soustavy x = (1,1). Pokud
oviem v této aritmetice zformulujeme normalni rovnici AT Ax = ATb, dostaneme

r [10 20 [ 30
AA7{20407Ab7 .

I kdy? v presné aritmetice je matice AT A regularni, v na&f p¥iblizné aritmetice doglo v souéinu
ATA k zaokrouhleni a vysledna matice je singularni. Tedy soustava ATAx = ATb nema
FeSeni. ¢

Numericky vhodngjf zptisob je Fesit normalni rovnici bez explicitniho vypoctu soucinu ATA.
To lze udélat pomoci redukovaného QR rozkladu A = QR. Po dosazeni do normalni rov-
nice mdme RTQTQRx = RTQ”b neboli RTRx = RTQ”b. Jestlize A ma linearnd nezavislé
sloupce, matice R je regularni. Vynasobeni matici R~7 zleva (coZ je ekvivalentni tiprava) dé

Rx = Q"b. (5.9)

Zduraznéme, Ze pokud A neni ¢tvercova, pak soustava (5.9) nenf ekvivalentni piivodn{ soustavé
Ax =b.

rozkladu. V Matlabu je feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic implementovéno v ope-
ratoru \ (zpétné lomitko). Pokud je soustava preurcend, vysledkem je priblizné feSeni ve smyslu
nejmensich ¢tvercil, pficem?Z pouZity algoritmus pouziva QR rozklad. Pochopte vSechny funkce
operatort lomitko a zpétné lomitko pomoci studia piikazi help mrdivide a help mldivide!

5.2 Ortogonalni projekce na podprostor

Nage tvaha o feSeni tlohy (5.2) nAm umozije zavést nasledujici dilezity pojem: vektor y € X
spliwjici (b—y) L X se nazyva ortogonalni projekce bodu b na podprostor X. Vektoru y’ =
b — y se nékdy fik4 ortogonalni rejekce bodu b z podprostoru X. Rejekce z podprostoru X
je zjevné totéz jako projekce na jeho ortogonalni doplnék X+ a naopak. Ve promyslete na
obrazku v §5.1.

Necht podprostor X je reprezentovan bazi tvorici sloupce matice A, tj. A ma linearné
nezavislé sloupce a X =g A. Pak z (5.8) mame y = Ax = A(ATA)"'ATb, kde x je (jediné)
feSen{ rovnice (5.4). To lze napsat jako y = Pb, kde matici

P=AAT=A(ATA)'AT (5.10)
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fikdme ortogonalni projektor na podprostor X. Vztah y = Pb fik4, Ze ortogonalni projekce
je linearni zobrazeni, reprezentované matici P. Lze ukézat (ve Cviceni 5.13), Ze matice (5.10)
nezavisi na bazi podprostoru X. Tedy ortogonalni projekce existuje a je jedina’.

Ze vzorce (5.10) plyne (ovéite!), Ze kazdy ortogonalni projektor spliiuje rovnosti
P?=P =P (5.11)

Rovnost P? = P iikd o¢ividnou véc: kdyz vektor jednou promitneme na né&jaky podprostor,
tak opétovné promitnuti na tentyz podprostor ho uz nezméni. Jinymi slovy, linedrni zobrazeni
f(b) = Pb je idempotentni, tj. f o f = f (viz §1.1.2). Rovnost PT = P fika, %e matice P je
symetrické.

Co je prostorem obrazii a nulovym prostorem ortogonalniho projektoru? Uvahou (Kam se

promitne kazdy vektor? Které vektory se promitnou do pocatku?) snadno vidime, Ze
mgP = X, nllP = X+ (5.12)

Algebraicky to plyne z Véty 3.10.
Existence a jednoznac¢nost ortogonalni projekce ma dulezity dusledek:

Tvrzeni 5.2. Pro kazdy vektor b € R™ existuje pravé jedna dvojice vektori y € X a
y' € Xt tak, Zey +y' =b.

Diikaz. Ve je vidét z obrazku vyse. Rovnost b = y + y’ napiSeme jako y’ = b — y. Podminku
y' € Xt Ize psat jako y’ 1 X neboli (b—y) L X. Tedy y je ortogonaln{ projekce bodu b
na X, ktera existuje a je jediné. [ ]

Protoze y € X, jey L X+ atedy (b —y') L X*. Z definice ortogonalni projekee je tedy
vektor y’ ortogonalni projekce vektoru b na podprostor X+. Z toho ihned tato uZzitetna véc:

Tvrzeni 5.3. Je-li P ortogonalni projektor na podprostor X, pak ortogonalni projektor na
podprostor X+ je I — P.

Ditkaz. OkamZité z rovnosti yy =b—y =b—Pb = (I-P)b. |

V nékterych specialnich pripadech se vzorec (5.10) zjednodusi:
e Ma-li matice A jediny sloupec, ktery ozna¢me A = a € R™, promitdme na jednorozmérny
podprostor (pfimku prochézejici po¢atkem) X = span{a}. Pak

aaT

Viimnéte si, 7e vyraz aal € R™*™ je matice (dyada) zatimco aTa € R je skalar (viz §2.2).

Ortogonalni projekce bodu b na pifmku span{a} je

y=Pb=—b=—-a (5.14)

Vidime, Ze y je skalarni nasobek vektoru a. To je vzorecek pro primét vektoru na pfimku,
ktery znéte ze st¥edni gkoly. Skalar o = (aTb)/(aTa) je délka primétu, srov. Tvrzeni 4.5.

"Tim nefikame, Ze normalni rovnice (5.4) ma jediné FeSen (coz nastane pravé tehdy, kdyz A ma lin. nezavislé
sloupce). Ale pro kazdé takové FeSeni x je vektor y = Ax stejny (coz plyne z (5.6b)).
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e Je-li vektor navic normalizovany, tj. X = span{u} kde u"u = 1, mdme P = uu’ a8

y =uu’b = (u’b)u.
e Pokud X = mgU kde UTU = I (tj. podprostor X je reprezentovan ortonormdlni béazi
tvofenou sloupci matice U) vzorec (5.10) se zjednodusi na

P =UU". (5.15)
Oznacime-li sloupce matice U jako uy,...,u, € R™, ortogonélni projekce je
y =UU'b=uu’b+---+u,u’b = (u'b)u; +---+(ulb)u, = ayu; +- - - +ayu,, (5.16)

kde a; = uly jsou soufadnice vektoru y v ortonormalni bazi u, ..., u, (viz Tvrzeni 4.5).
Vidime, Ze kazdy vektor wyulb = (u/b)u; = q;u; je sém o sobé ortogonalni projekee
vektoru b na pfimku rngu; = span{u;}. Uvédomte si souvislost s Tvrzenim 4.5: (5.16) je
vlastné zkracena suma (4.12).

5.2.1 Vzdalenost bodu od podprostoru

Uvazujme tlohu
i -b 1
min [ly - b] (5.17)

kde b € R™ a X C R™ je libovolnd mnoZina. Jestlize ma tloha optimalni feSeni (coZ nemusi,
viz §1.2, najdéte piiklad!), pak jeji optiméalni hodnota je wvzddlenost bodu b od mnoziny X.
Optimalni feSeni (argument) tlohy (5.17) pak pfirozené muZeme nazvat ortogondlni projekci
bodu b na mnozinu X. Tento nazev je ale smysluplny jen tehdy, jestlize optimalni FeSeni je
pravé jedno. To nastane napi. kdyZ X je podprostor nebo afinni podprostor’. ZaméFme se nyni
na tyto dva piipady.
Je-li X podprostor, vzdalenost bodu b od podprostoru X je rovna délce vektoruy’ =b—y
a vzdalenost bodu y od podprostoru X+ je délka vektoru y, kde y piip. y’ je ortogonalni
projekce bodu b na X piip. X*. Je-li P projektor na podprostor X, pak tedy
e vzdalenost bodu b od podprostoru X (neboli délka ortogonalni projekce bodu b na pod-
prostor X) je rovna [ly’[ = |[b — y|| = [|(T - P)b]|,
e vzdalenost bodu b od podprostoru X+ (neboli délka ortogonalni projekce bodu b na pod-
prostor X) je rovna ||y|| = |[|Pb]|.

Je-li podprostor X reprezentovén ortonorméalni bazi tvorenou sloupci matice U (tj. X = rng U
kde UTU = 1), pro vzdalenost bodu b od podprostoru X+ = (rng U)* = null(U7T) dostaneme
obzvlast jednoduchy a uziteény vzorec

Iyl = [OU"b]| = [U"D], (5.18)

kde prvni rovnost plyne z (5.15) a druha rovnost plati, protoze isometrie zachovava eukleidov-
skou normu (viz §4.4). M4-li matice U jediny sloupec, tedy U = u € R™ kde u’u = 1, mame
llyll = |luTb||, coZ je tedy vzdalenost bodu b od nadroviny {x € R™ | u’x = 0} s normalou u.

8Zavorka ve vyrazu (u”b)u je nutni, protoze souéin vyrazi u’b a u neni maticovy soucin, ale nisoben{
vektoru skalarem (viz poznamka v §2.1.2). Oproti tomu, vyraz uu”b je maticovy sou¢in tif matic, takze zavorky
v ném byt nemusi.
90becndji plati, Ze tloha (5.17) ma pravé jedno optimalni feSent, jestlize X je uzaviena konvexni mnoZina.
" ’ p 9’ B
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Chceme-li spoéitat vzdalenost bodu b C R™ od afinniho podprostoru X C R™, zvolime
libovolny vektor by € X a bod b i podprostor X posuneme o vektor —by. Tim se vzdélenost
nezméni, ale tlohu tim pfevedeme na vypodet vzdalenosti bodu b — by od mnoziny X — by,
které je dle Véty 3.12 linearni podprostor.

Je-li nas afinnf podprostor mnoZina feseni soustavy UTx = ¢ (srov. Véta 3.13), pak by
zvolime jako libovolné partikularni feseni soustavy, tedy splitujici UTbg = c. Je-li UTU = 1,
vzdalenost bodu b od tohoto afinniho podprostoru dostaneme pouzitim vzorce (5.18) jako

U (b —by)|| = [[UTD —c|. (5.19)
Speciélng, necht nas afinni podprostor je nadrovina s rovnici u’x = ¢ kde |Jul| = 1 (coz
vidy jde zajistit vydélenim celé rovnice skalarem ||ul|). Pak vzdalenost bodu b od nadroviny je
[u”b — ¢|. Vidime zde geometricky vyznam vektoru u a &isla ¢: u je (normalizovany) normélovy
vektor nadroviny a |¢| je vzdélenost nadroviny od pocatku.

5.2.2 (x) Ortogonalni zrcadleni a reflektory

Je-li y € X ortogonalni projekce vektoru b € R™ na podprostor X C R™, pak vektor 2y — b
nazveme ortogonalni reflexi (zrcadlenim) vektoru b okolo podprostoru X. Promyslete si
na obréazku, jak tento vektor vznikne:

XL

y—(b-y)=2y-b=(2P-I)b=Rb

Je-li P ortogonalni projektor na X, mame 2y —b = 2Pb — b = (2P — I)b. Matice
R=2P 1 (5.20)
se nazyva ortogonalni reflektor. Z podminek (5.11) lze ovérit, Ze reflektor spliuje
R?=1, R =R. (5.21)

Opravdu: R? = 2P —I)2 = 4P2 — 2P — 2P + 1 = 4P — 2P — 2P + I = I, symetrii dokdZeme
jests snadngji. Rovnost R? = I 1ika, 7e linearni zobrazeni f(b) = Rb je involuce (viz §1.1.2),
tj. f of je identické zobrazeni. To méa piirozené vysvétleni: jestlize ozrcadlime libovolny vektor
okolo podprostoru, pak opétovné ozrcadleni okolo stejného podprostoru da puavodni vektor.
Podminky (5.21) charakterizuji ortogonalni reflektory: kazda matice R spliwjici (5.21) je orto-
gonalni reflektor (okolo néjakého podprostoru).

Rovnice (5.20) tedy piifazuje kazdému ortogonalnimu projektoru ortogonélni reflektor. Ob-
racené ovéite, je-li R libovolna matice spliwjici (5.21), pak matice P = 1(I+R) splituje (5.11),
tedy je ortogonalni projektor.
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Spliwje-li n&jakd matice R podminky (5.21), pak matice —R je také spliwje. Z obrazku je
patrno, ze je-li R ortogonalni reflektor okolo podprostoru X, pak —R je ortogonalni reflektor
okolo podprostoru X*.

Nejznaméjsi je pripad, kdy ortogonalné zrcadlime okolo nadroviny. M&-li tato nadrovina
normalovy vektor a s jednotkovou normou, pak ortog. projektor na nadrovinu je P =I—aa’ a
ortog. reflektor kolem nadroviny je tedy R = I — 2aa”. Tato matice je zndma jako elementdrni
reflektor neboli Householderova matice.

5.2.3 (%) Obecné projektory a reflektory

Ortogonélni projekce a projektory lze elegantnim zptsobem zobecnit, coZ zde uvedeme jako
roz§ifujici nepovinnou poznamku.
Dvojice podprostori X, X' C R™ se nazyva komplementdrni, splinje-li podminky

XnX' = {0}, (5.22a)
dim X + dim X’ = m. (5.22b)

V tom pripadé pro kazdy vektor b € R™ existuje pravé jedna dvojice vektoriy € X ay’ € X’
tak, Ze b = y + y’ (diikaz tohoto tvrzeni neuvadime). Vektor y nazveme (obecna) projekce
vektoru b na podprostor X ve sméru podprostoru X’. Symetricky, y’ je projekce vektoru b
na X' ve sméru X.

Piikladem projekce v R? je stin vrZeny na zem predmétem osvétlenym sluncem. Podpro-
stor X je rovina zemé a podprostor X’ je piimka rovnobéZna se sluneénimi paprsky (pied-
pokladame, Ze slunce je nekoneéné daleko a tedy vechny paprsky jsou rovnobézné). V tomto
prikladu zanedbavame zakryty, predstavte si napf., ze pfedmét je mrak izolovanych bodu.

(Obecny) projektor se v linearni algebre definuje jako ¢tvercova matice P splitujici

P2 =P. (5.23)

Plati nasledujici tvrzeni o projektorech (uvadime bez dikazii, pokuste se o né!):

e Pro kazdy projektor jsou podprostory rngP a null P komplementarni a plati nullP =
rmg(I—P).

e Tedy y = Pb je projekci vektoru b na podprostor rng P ve sméru podprostoru null P.

e Pro kazdou komplementarni dvojici podprostorti X, X’ existuje prave jeden projektor tak,
ZetngP =X amullP = X'

e Matice P je projektor, pravé kdyz P = BA pro né&jaké matice A, B spliujici AB =1. V
tom pripadé plati rng P = rng B a null P = null A.
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Podobné jako projektory lze zobecnit i reflektory. Je-li P projektor na podprostor X ve
sméru podprostoru X', pak matice (5.20) je (obecny) reflektor okolo X ve sméru X'. Reflektory
jsou charakterizovany podminkou

R?’=1 (5.24)
Tedy zrcadleni je involutorni linedrni transformace.

Specialnim p¥ipadem projekce a reflexe jsou ortogonalni projekce a reflexe, kdy X’ = X+,
Ortogonélni projektor je definovan jako projektor spliwujici null P 1 rng P. Pro kazdy projek-
tor P plati, ze null P L rng P pravé kdyz P” = P. Z toho plyne, Ze projektor je ortogonalni
pravé kdy# kromé (5.23) navic splituje PT = P. Projekce, ktera neni ortogonalni, se pak nazyva
§ikmd (ang. oblique).

5.3 Neékteré aplikace tlohy nejmensich ¢tverci

5.3.1 Linearni regrese

Regrese je modelovani funkéni zavislosti néjaké proménné na jiné proménné. Modelujme za-
vislost proménné y € R na proménné = € X (kde X je libovolna mnoZina) regresni funkei

Y= f(x70)7

ktera je zndma az na parametry @ € R". Je dan soubor dvojic (z;,y;), ¢ = 1,...,m, kde méfeni
yi; € R jsou zatiZena chybou. Ukolem je najit parametry 6, aby y; ~ f(z;,0) pro viechna i.
Minimalizujeme soucet ¢tverct rezidui, tedy Fesime tlohu

m

min > (y: — f(2:,0))" (5.25)
=1

Casto je regresni funkce takovéa, ze pro kazdé x je linearni funkci parametra 6. V tom piipadé
mluvime o linearni regresi. Takova funkce jde vZdy napsat jako linearni kombinace
f(2,0) = 0ip1(x) + -+ Oipn(z) = ‘P(z)Tg (5.26)

néjakych danych funkei®® p;: X — R. Pak

m

S (- flw00)) = Iy — A6,
i=1
kdey = (y1,.--,Ym) &
pi(z1) - oalan)
A= : :
o1(Tm) 0 on(Tm)
Tedy prevedli jsme alohu (5.25) na tvar (5.2).

Priklad 5.3. Nejjednodussi piipad je pron = 1 a konstantni funkei ;(z) = 1. Funkee (5.26) je
tedy f(z,0) = 6. Uloha (5.25) zni minger Y, (y; — )% Snadno spoé¢itdme (udélejte!), Ze fesenim
je aritmeticky pramér § = Sy Cisel yi, . Y ¢

m

OFunkee ; se ¢asto nazyvaji bazové funkce (pokud jsou oviem lineArné nezévislé).
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Priklad 5.4. ProloZeni bodii polynomem?™. Necht X = R a p;(x) = 2771, Pak regresnf funkce
f(.T/', 0) = 91 + 923’,’ + 9333'2 + -+ 9,,’1}”71

je polynom stupné n — 1 proménné x. Matice

1oz 22 - 2!

1 oy a3 --- ap!
A=

1z, 22, - ant

je znamaé jako Vandermondova matice.
Tento p¥ipad jde snadno zobecnit na polynomy vice proménnych: mame X = R a bazové
funkce jsou monomy proménnych z1, ..., x4 (viz §6) aZ do néjakého stupné. ¢

Y2 X

5.3.2 Vicekriteridlni nejmensi ¢tverce, regularizace

V nékterych tlohach se hodi minimalizovat vice kritérii tvaru ||Ax — b|| ‘soucasné’. K tomu se
da piistoupit tak, Ze minimalizujeme (nezaporng) vazeny soudet kritérii'?, tedy funkci'3

NlHAlx_ble+"'+//4kHAkX_bk”2 (527)
kde pu; > 0, A; € R™*"™ a b; € R™. Minimalizace této funkce neni nic nového pod sluncem,

protoZze se da pfevést na tvar (5.2). Opravdu, vyraz (5.27) je roven (viz Cvifeni 5.17)
2 2

\/M_l(Alx - bl) \/,U_IAI \/,U_lbl

= X —

: : : = [|A'x - b'|]%, (5.28)
VER(Arx — by) ViEAL Vb

kde A’ € R™>*" a b € R™ kde m' = my + - - - + my,. Jestlize jsou sloupce matice A’ linearné
nezavislé, optimalni x je rovno (ovéfte roznasobenim blokovych matic!)

x=(ATA)TATY = (ATA, + -+ i ATAY) (1 ATby + -+ ATy, (5.29)

Specialné, nékdy chceme piiblizné fesit soustavu Ax = b a zarovenn chceme, aby norma
FeSeni x nebyla moc velka. To lze formulovat jako

. _hl2 2

min ([ Ax —b[* + px|*). (5.30)

pro zvolenou vahu p > 0. Pfidan{ ¢lenu p||x]||? se ¥ka (Tichonovova) regularizace tlohy (5.2).

Dosazenim do vzorecku (5.29) ukézeme (provedte!), Ze optimalni feSenf je rovno x = Atb kde
+ T —1AT

A = (ATA+uD) A (5.31)

je ‘regularizovana pseudoinverze’'* matice A. Diilezité je, Ze matice ATA + pI regularni pro
kazdé 1 >0 a A € R™" (viz Cvicen 5.18), tedy A} je vidy definovana.

' Nedejte se zmdst tim, Ze polynom nenf linedrn{ funkce a pfesto jde o linearni regresi. DiileZité je, Ze regresni
funkce (5.26) je linearni v parametrech 6.

2Minimalizaci vice kritérif sou¢asné se zabyva obor vicekriteriding optimalizace (multiobjective optimization,).

3Matematicky elegantngjsi by samoziejmé bylo ‘schovat’ skalary u; do matic A; a vektord b; a tedy je tam
nepsat. Odvozeni minima funkce (5.27) by pak bylo krati.

4 Symbol AI zde neoznacuje pseudoinverzi néjaké matice A ,, takova matice A, totiz neexistuje. Zachovavame
ale znaceni kiizkem v hornim indexu, abychomn zdtraznili souvislost s pseudoinverzi.
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5.4 Reseni s nejmensi normou

Predpokladejme nyni, Ze soustava (5.1) je nedourden4, tj. ma nekone¢né mnoho feSeni. Je ¢asto
uziteéné z této mnoziny feSeni vybrat jediné podle néjakého kritéria. Prirozenym kritériem je
minimalizovat eukleidovskou normu Feseni (tedy jeho vzdalenost od poc¢atku), coZ vede na ilohu

min{ |x|? | x € R", Ax =b}. (5.32)

Misto normy [|x|| opét minimalizujeme jeji ¢tverec. Tato tloha je znama jako FeSeni nehomo-
genni soustavy linearnich rovnic s nejmensi normou (least norm solution). Podotknéme, Ze
nékdy je vhodné pouzit jina kritéria nez nejmensi eukleidovskou normu, viz napf. Cviceni 11.18.

Priklad 5.5. Soustava dvou rovnic o tfech neznamych

r+2y+ z=1
-+ y+2z=2

je nedourcend, tj. mé nekoneéné mnoho feeni. Jeji feSeni s nejmensi normou je takové feSeni,
které minimalizuje &islo 2% + 3% + 22. ¢

MnoZinu feSeni soustavy (5.1) lze psat (viz dikaz Véty 3.13) jako
{x€R"|Ax=b} = null A + x,, (5.33)

kde x je libovolné (partikularni) feSeni soustavy, tedy Axy, = b. Mnozina (5.33) je afinni
podprostor R™, je to linearni podprostor null A posunuty o xg. Viz obrazek:

{x]|Ax=b}

(null A)* = rng(AT)

nllA={x|Ax=0}

Vektory x a xg jsou dvé rizna feSeni soustavy, ale pouze x ma nejmensi normu. Refeni x ma
nejmensi normu pravé tehdy, kdyz x | null A, tj. x € (null A)* = rng(AT) (viz (4.9b)). Neboli
musi existovat vektor y € R™ tak, ze x = ATy. Pro vyfeseni tlohy (5.32) tedy musime vyfesit
soustavu rovnic

ATy =x, (5.34a)
Ax =b. (5.34b)

To je soustava m + n rovnic o m + n neznamych x,y.

Vyfesme tuto soustavu za predpokladu, ze matice A méa linearné nezavislé radky. Dosaze-
nim x do druhé rovnice obdrzime AATy = b. Tato soustava ma Tfefeni, jestliZe mé soustava
Ax = b Yefeni, protoZe pak b € rng A = mg(AAT). ProtoZze A ma linedrné nezavislé adky,
dle (5.7) je matice AAT regularni a tedy y = (AAT)~'b. Dosazenim do prvni rovnice dosta-
neme x = A*b, kde

AT = AT(AAT)! (5.35)
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se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi fadky. Je to jedna z pravych inverzi
matice A (ovéite!).

Je poucné odvodit tento vysledek i trochu jinak. Z obrazku je patrno, Ze feSeni x ma nejmensi
normu pravé tehdy, kdy? je ortogonéln{ projekei vektoru x na podprostor (null A)* = rng(A”).
Ortogonalni projektor na podprostor reprezentovany svou bazi je dan vztahem (5.10), zde oviem
promitame na rng(AT), tedy musime vzorec pouzit s AT misto s A. Tedy

x = AT(AAT)'Axy = AT(AAT) b = A'D. (5.36)

ProtoZze ortogonalni projekce je urcena jednozna¢ng, vidime, Ze tloha (5.32) méa pravé jedno
optiméalni feseni (pokud je piipustnd, tj. soustava Ax = b m4 aspoii jedno feSeni).

Zminfme jest& tieti tvahu, jak dospét ke vzorecku (5.35). Ulohu (5.32) si lze neformélné
pledstavit jako minimalizaci vyrazu ||x|* + %”AX — b||? pro velmi malé kladné u (tedy velmi
velké 1). To je ale totéz, jako regularizovana tloha nejmengich &tverci (5.30) pro velmi malé
kladné p. Tedy mtzeme ocekavat, ze

AT = lim A;, (5.37)

p—0t
kde matice A} je definovina v (5.31). Ale pro kazdé p > 0 plati
T C1AT T T -1
A= (ATA +pu)TTAT = AT(AAT + D) (5.38)

To dokazeme snadno: pro u > 0 jsou obé matice ATA + ul a AAT + ul regularni (dle Cvi-
Ceni 5.18) a tedy jimi miZeme rovnost (5.38) vynésobit; zbytek diikazu je pak jen roznasobeni
zavorek. M4-li oviem matice A linedrné nezavislé radky, je matice AAT reguldrni a limita (5.37)
je proto rovna (5.35).

Slovem ‘pseudoinverze’ jsme dosud oznadili dvé riizné operace: jednu pro matice s linedrné
nezavislymi sloupci (tj. hodnosti n) dle vzorce (5.8) a druhou pro matice s linearné nezavislymi
fadky (tj. hodnosti m) dle vzorce (5.35). Tyto dva vzorce tedy dohromady definuji pseudoinverzi
libovolné matice s plnou hodnost{ min{m, n}:

. {(ATA)lAT jestlize rank A = n, (5.39)

| AT(AAT)™ jestlize rank A = m.

Pssudoinverzi lze oviem definovat pro matici libovolné hodnosti, kde se pak (5.39) jevi jako
specialn{ pifpady. To zminime (nepovinng) v §5.5.

5.5 (x) Pseudoinverze obecné matice

Zatim jsme oddélené diskutovali piipady, kdy soustava m4 zadné, jedno, nebo nekoneéné mnoho
feSeni. Prekvapivé, tyto tfi piipady lze spojit do jediné formulace. Zopakujme, Ze optiméaln{
feSeni ulohy (5.2) jsou pravé TFeSeni soustavy normalnich rovnic (5.4). Co kdyZ je ale sama
soustava (5.4) nedour¢ena? Pak miizeme hledat jeji feSeni s nejmensi normou, tj. fesit ulohu

min{ |x||? | x € R", ATAx = ATb}. (5.40)

Jelikoz soustava (5.4) ma vzdy TeSeni, uloha (5.40) ma vzdy pravé jedno feSeni (jak jsme ukézali
v §5.4). Toto feSeni, x*, ma nasledujici vlastnosti:
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e Ma-li soustava Ax = b jediné feSeni, x* je toto FeSeni.

e Nemaé-li soustava Ax = b TeSeni, x* je jeji priblizné feSeni ve smyslu nejmensich ¢tverca, tj.
optimalni feSeni ulohy (5.2). Pokud ovSem tloha (5.2) mé vice nez jedno (tedy nekonecné
mnoho) optimalnich FeSeni, x* je optimalni FeSeni ulohy (5.2) které ma nejmensi normu.

e Ma-li soustava Ax = b nekoneéné mnoho FeSeni, x* je feSeni této soustavy s nejmensi
normou, tj. optimélni FeSen{ problému (5.32).

Podle §5.4 je x optimalni feSeni tlohy (5.40) pravé tehdy, kdyZ existuje y takové, Ze

ATAy =x, (5.41a)
ATAx = A"b. (5.41b)

Tuto soustavu obecné nejde feit pomoci inverze, protoze AT A nemusi byt regularni. Z tvaru
soustavy (5.41) ale plyne, Ze x = A™b pro n&jakou matici A*, kterd nezavisi na b. Tutu matici
nazyvame pseudoinverze (presndji Moore-Penroseova pseudoinverze) matice A. Kdyz A ma
linearné nezavislé sloupce, A" je (5.8). KdyZz A m4 linearné nezavislé fadky, At je (5.35).
KdyZ oviem A nem4 plnou hodnost, AT je nutno poditat jinak. Elegantné se to udéla pomoci
singularniho rozkladu (SVD), coz ukadZeme uz zde (vratte se k tomu po precteni §7.4):

Véta 5.4. Necht A = USVT je rank-minimalni SVD matice A, tj. U, V maji ortonormalni
sloupce a S je diagondlni regularni. Pak

AT =vs~iuT. (5.42)

Diikaz. Stadi dokazat, ze x = ATb = VS™IUTb a y = VS2VTx splituji (5.41):

ATA = vSTUTUusvVT = vs?vT,
ATAy =VS8?VTy = VS*VI'VS2vTx = x,
ATAx = VS2VTx = VS2VIVS—'UTb = VSU™b = ATb. m

K pseudoinverzi obecné matice lze dospét také pomoci ivah o regularizaci. Vsimnéte si,
Ze regularizovana tloha (5.30) je ‘néco mezi’ tlohami (5.2) a (5.32). Lze dokazat (coz udélate
pozdé&ji ve Cvicen{ 7.18), Ze pseudoinverze obecné matice je rovna limité (5.37), kde A; je
definovéno v (5.38). Zdiraznéme rozdil oproti §5.4, kde jsme predpokladali linearni nezavislost
fadkii matice A a tedy regularitu matice AA”. Zde nové tvrdime, Ze limita existuje i v pfipadé,
kdy matice A nemé plnou hodnost a tedy ani jedna z matic ATA a AAT neni regularni.

Nakonec uvedme, ze pseudoinverze obecné matice A je jednozna¢né uréend podminkami
AATA=A, ATAAT=AT (AANHT=AAT (ATA)T =ATA. (5.43)

Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, ale aspon ovéfte, Ze matice (5.8), (5.35) a (5.42) tyto pod-
minky spliiuji (vice viz Cvifeni 5.21).

Pro praktické feSeni linearnich soustav se pseudoinverze obecné matice moc nepouZiva,
protoZe A7 je nespojitd funkce matice A.

5.6 Cviceni

5.1. Mame soustavu Ax = b, kde A € R™" a b # 0. Dokazte nebo vyvratte nasledujici
tvrzeni:
a) Pokud m < n, pak soustava ma vzdy FeSeni.
b) Pokud m > n, pak soustava nemé nikdy FeSeni.
¢) Pokud m < n a A méa plnou hodnost, pak soustava ma vzdy nekone¢né mnoho
feSeni.

5.2. VyfFeste (moZno pouZit pocitac) soustavu

10 -1 1
12 1 [ |t
11 —3]|™ 1
01 1| L™ 1

pribliZzné ve smyslu nejmensich ¢tverci pomoci (a) pseudoinverze, (b) QR rozkladu.

5.3. Formulujte jako piiblizné feSeni soustavy Pu = q ve smyslu nejmensich ¢tverct, tedy jako
tilohu min,, ||Pu — q|?. Jako vysledek napiste matice P, q, u. Pokud existuje jednoduchy
vzorec pro Fefen{ (jak pro optimalni hodnotu tak optimalni argument), napiste je.

a) Priklad 1.12.

b) Hled4 se vzdéalenost bodu y € R™ od pfimky {a+ts |t € R} kde a,s € R"™.

c¢) Priklad 1.9.

d) Mame mnoZinu m pifmek v R™, kde i-ta4 pfimka je mnozina { a; +ts; | t € R} pro
dané a;,s; € R™. Hleda se bod y € R", jehoz soucet ¢tverct vzdalenosti od primek
je minimalni.

e) Mame m nadrovin v prostoru R", kde i-t4 nadrovina ma rovnici alx = b; pro dané

a; € R"ab; € R. Hleda se bod y € R", ktery minimalizuje soucet ¢tverct vzdalenosti
od jednotlivych nadrovin.

f) V prknu je n dér o soufadnicich 1, ..., x, € R, viechny v jedné piimce. NaméFime
metrem vzdélenosti d;; = x; — x; pro vybrané dvojice (i,j) € E, kde mnozina
E C {1,...,n} x {1,...,n} je déna. Pritom dvojice jsou vybrané tak, ze vidy
xj > x;. Ze vzdalenosti d;; chceme spoéitat soufadnice zy,...,x,. Odpovézte dale
na otéazky:

1. Kolik Feseni ma soustava Pu = q? Odpovéd dokazte a interpretujte.

2. Jsou sloupce P linearné nezavislé?
Diskutujte obé otazky pro pfipad, Ze méfeni jsou presné, a pro pfipad, Ze méfeni
jsou zatizena nepfesnostmi.

g) Zavislost vykonu P kotle na pritoku G plynu a prifezu S diry na p¥ivod vzduchu
je modelovéna funkei P(G,S) = G(ay + a8 + az105 + a410~5). Odhadujeme
koeficienty ay, ..., a4 z naméfenych trojic (Gy, S1, P1), ..., (Gn, Sn, P).

h) Znamy prubéh ceny akcie jisté firmy po dnech je dany posloupnosti pi,...,py.
Chceme predpovidat cenu akcie den dopfedu. Tuto cenu modelujeme autoregresni
funket Py = B1 + Bapr + Pspi—1. Odhadnéte koeficienty f; tak, aby celkova chyba
predikce Ef:s (ps — P¢)? byla na onom zndmém pribshu ceny minim4lni.
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5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.
5.13.

5.14.
5.15.

V problému vdZengch nejmensich ctverci chceme najit x = (24, . ..

zujici funkei
m n 2
f(x) = ZW(Z%;‘%‘ - bi)
1

i=1 j=

,T,) € R" minimali-

kde w; jsou nezaporné vahy. Napiste funkci v maticovém tvaru, k ¢emuz zavedte diago-
nalni matici W = diag(wy, ..., wy,,). Napiste normalni rovnici a pseudoinverzi pro tento
pripad.

Ctvercova matice A se nazyva normdlni, kdyz ATA = AAT. Piikladem je symetricka
nebo antisymetrickd matice. Dokazte, Ze pro normalni matice plati (rng A)*+ = null A.

Jaké bude FeSeni normélnich rovnic (5.4) v piipadé, ze A ma linedrné nezavislé sloupce a
b L rng A? Vyfeste geometrickou uvahou (vzpomeiite si na ortogonalni projekei a hledte
na obrazek v §5.1!) a pak zkuste dokazat algebraicky.

Ortogonaln{ projekci y vektoru b na pfimku span{a} miiZete naivné spoditat tak, ze
nejdifve spocitdme projektor P vzoreckem (5.13) a pak spocitdme y = Pb. Je to dobry
napad, kdyz vektor b ma mnoho komponent? Kolik potifebujeme paméti a FLOPa? Jde
to délat Gsporngji? Jak s tim souvisf rovnost (aa”)b = (aTb)a? Zobecnéte na p¥ipad, kdy
promitdme na podprostor rng A s pouzitim projektoru (5.10) pifpadné (5.15).

Mame vektory u = (2,1, =3) av = (1, —1, 1). Najdéte ortogonalni projekci vektoru (2,0, 1)
na podprostor (a) span{u}, (b) (span{u})*, (c) span{u,v}, (d) (spanfu, v})*.

Necht X = span{(—2,0,%,0), (0,0,0,1), (3,0
stor X a podprostor X+.

1 20

2 4 1|. Najdéte ortogonalni projekci vektoru (1,1,1) na podprostor
120

(a) rng A, (b) null A, (c) rng(AT), (d) null(AT).

Nulovy prostor projektoru je typicky netrividlni, tedy projektor P je singularni matice.
Kdy je P regularni? Jaka je v tom pifpadé matice A ve vzorci (5.10) a podprostor X =
rng A7 Jaky je geometricky vyznam této situace?

7g,O) }. Najdéte projektory na podpro-

Necht A =

Najdéte projektor na podprostor null A, kde A ma lin. nezavislé radky.
Béze podprostoru, na ktery promita ortogonalni projektor (5.10), jsou sloupce matice A.
Dokazte, ze projektor se nezméni, vezmeme-li jinou bézi podprostoru.
Je sloZeni dvou ortogonélnich projekei ortogonalni projekce? Odpoved dokazte.
Necht P € R™" je ortogonélni projektor. Dokazte, ze
a) Prvky matice P splilji |p;;| < 1.
b) Diagonalni prvky matice P jsou nezéporné.

c) ||P||? =n (kde || - || je Frobeniova norma matice).'s

.V tomto cviceni predpokladejte, Ze matice A ma linedrné nezavislé fadky a matice U méa

ortonormalni sloupce (tj. UTU = I). Najdéte (co mozné jednoduchy) vzorec pro

a) vzdalenost bodu v od afinniho podprostoru A =y 4+ X, zname-li ortogonalni pro-
jektor na podprostor X,

15Tato vlastnost je ponékud nepfirozena. Je zptisobend tim, Ze Frobeniova norma nespliiuje axiom maticové
normy ||AB|| < ||A]|||B| (viz zponamka pod ¢arou v §2.1.7). Pro maticové normy lze ukazat, ze ||P|| = 1.

"

t
—=
© oo

t

5.20.

5.22.

5.23.

. Pro vektory a,b € R™ ukazte, Ze

b) vzdalenost poc¢atku 0 od nadroviny {x | aTx =b},

¢) vzdélenost pocatku 0 od afinntho podprostoru {x | Ax = b}, kde A mé lin. neza-
vislé radky,

o

) vzdélenost bodu v od nadroviny {x |a’x = b},

@

vzdélenost bodu v od podprostoru rng U,
vzdalenost bodu v od podprostoru null(U7) = {x | UTx =0},
vzdalenost pocatku 0 od afinniho podprostoru {x | UTx =b },

)

)
)
g)
h) vzdalenost bodu v od afinntho podprostoru {x | UTx = b }.

)

2
= [lall* + [[b]|*.

. Dokaite, 7e matice AT A + ul je regularni pro kazdou matici A a kazdé p > 0.

. Spotitejte pseudoinverzi (a) nenulového skalaru (tj. matice s jednim Fadkem a jednim

sloupcem), (b) nenulového sloupcového vektoru (tj. matice s jednim sloupcem), (¢) nenu-
lového fadkového vektoru (tj. matice s jednim radkem).

Afinni podprostor A C R™ lze reprezentovat jako A = x+mgU, kde x € A a U € R™*".
Bod x ovSem neni touto reprezentaci uréen jednoznacné: zvolime-li libovolny jiny bod
y € A, dle Véty 3.12 je y+rng U = A. Tuto nejednoznanost miizeme odstranit pridanim
podminky, Ze norma ||x|| je minimélni, tj. bod x je primétem pocatku na podprostor A.
Jsou-li dany y € A a U € R™ ", najdéte co nejjednodussi vzorec pro takovy bod x.

. Dokazte nasledujici vlastnosti pseudoinverze ze vztahi (5.8) a (5.35) pro libovolné (tzké,

siroké nebo ¢tvercové) matice plné hodnosti:
a) At = A~ praveé kdyZz A je étvercova
b) (ANt =A
0) (AT)* = (AH)T
d) AATA=A ATAAT = A"
e) (AAN)T = AA*T (ATA)T = ATA
f) AT = ATAAT = ATAAT
g) (ATA) — A*(AT), (AAT)* — (AT)*A*
V této kapitole se nam objasnil vyznam druhé ¢asti Tvrzeni 4.7 z pfedeslé kapitoly. Vy-
svétlete jeji souvislost se vzorcem (5.15) a Tvrzenim 5.3.

Dokazte nasledujici tvrzeni: soustava rovnic Ax = b mé feSeni pravé tehdy, kdyZ neexis-
tuje vektor y tak, ze y’A =0ay’b #0.

Napovéda a reseni

5.1.a)
5.1.b)

5.1.c)

5.2.

Neplati. Priklad: m =1, n=2, A = [O 0] b=1.

Neplati. Priklad: m =2, n=1, A = E} b= {ﬂ

Plati. Matice A mé hodnost m, tedy linearné nezavislé radky, tedy rng A = R™, tedy soustava
mé FeSeni. Navic ma A netrividlni nulovy prostor, tedy ma nekone¢né mnoho feSeni.

(.1'1,1'2,.13) = (2, 1,0)/3
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5.3.a) Mame napsat funkei (1.21) ve tvaru f(u) = ||[Pu — q||?. Dle Cviceni 5.17 je S°1"; [|lx — a;|* =
X —aj 2 I, a 2 I, a
= X — ,tedy u=x, P = eRM™M*" gq= | : | € R™.
X — an I, an, I, an
5.3.c) Méme napsat funkei (1.15) ve tvaru f(u) = [|[Pu — q||>. To je opét snadné: u = (a1, az), P =

[by —a; a;—by], q=a; —ay.

5.3.d) Minimalizujte pfes proménné y,ty, ..., t.

5.3.e) Nejprve si vzpomeiite ¢ odvodte, jak se spocita vzdalenost bodu y od nadroviny alx =b.

54. f(x)=(Ax—b)TW(Ax — b) = [W/2Ax — W1/2p|]2.

5.5. Dle (4.9a) a (5.6b) je (rng A)* = null(AT) = null(AAT) = null(ATA) = null A. Jedn4 se
zobecnéni Cviceni 4.17.

56. x=0

58. (a) (2,1,-3)/14, (b) (26,—1,17)/14, (c) (62,—35,17)/38, (d) (14, 35,21)/38

5.9. Pokud si vS§imneme, Ze vektory jsou ortonormélni, hodné nadm to ulehéi praci. Projektor na X je
P = diag(1,0,1,1). Projektor na X+ je P = diag(0,1,0,0).

5.10. (a) (1,1,1), (b) (0.4,-0.2,0), (c) (0.6,1.2,1), (d) (0,0,0). Pozor, A nema plnou hodnost.

5.11. A je regularni, tedy X = R". Projektor je identita.

5.12. Ozna¢ime-li nullA = X, dle Véty 4.3 je Xt = (null A)* = rng(AT). Ortogonélni projektor
na podprostor X+ je P = AT(AAT)™'A dle vzorce (5.10), do kterého jsme ovem misto A
museli dosadit AT. Projektor na podprostor X = (X1)* je dle Tvrzeni 5.3 tedy I - P =T —
AT(AAT)TA.

5.13. Dle Cviceni 3.12 jsou v8echny mozné baze podprostoru X déany sloupci matice AC pro vSechny
mozné regularni matice C € R™*" (tedy C je matice pfechodu k jiné bazi). Pak A(ATA)’lAT =
AC(CTATAC)ICTAT = ACCH(ATA)"'CTCTAT = A(ATA)'AT

5.14. Ne vzdy. Jako dikaz této odpovédi staci najit matice P, Q takové, 7e P2 = P, Q> = Q a
(PQ)? £ PQ.

5.15.2) Z (5.15) mame p;; = ala;, kde a; je i-ty fadek matice A s ortonormalnimi sloupci. Protoze
llaj]| <1 (viz Cvigeni 4.19), musi byt |ala;| < 1.

5.15.b) Je p; =ala; >0

5.15.c) Dosadte do |P||?> = (P,P) z (5.16) a upravujte.

5.16.a) Vsechno (tj. bod v i afinni podprostor A) posuneme o vektor —y, ¢imz se vzdéalenost nezméni a

z afinniho podprostoru A stane linearni podprostor X (dle Véty 3.12). Hledana vzdalenost bude
tedy vzdalenost bodu v —y od podprostoru X. Ta je rovna délce ort. projekce na podprostor X,

tj. [(T=P)(v -yl

5.16.b) [bl/llall

5.16.c) Ctverec vzdalenosti je roven optimalni hodnoté tlohy (5.32), tedy
(A*b)T(A*b) = bT(AAT)"TAAT(AAT)"'b = b7 (AAT) 'b.

5.16.d) [a’v —bl/|a]

5.16.e) ||(I—UUT)v||, vic to uz zjednodusit nejde.

5.16.f) | UTv|, viz §5.2.1.

5.16.g) |/bl|, viz §5.2.1.

5.16.h) ||[UTv —b||, viz §5.2.1.

e}
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5.17. Thned plyne ze vzorce ||a||> = a2+ - -+a2. Jen si takto rozepiste levou a pravou stranu dokazované
identity.

5.18. Je ATA + I = B"B, kde B = {#1172 I:|' Matice B ma Ln. sloupce, protoze uz matice p'/21 je

mé. Tedy dle (5.7) ma B”B plnou hodnost, tedy je regularni.

520. x = (I-UU )y

5.21.b) Kdyz A ma Ln. sloupce, dle (5.8) je AT = (ATA)"1AT. Protoze (ATA)~! je regularni, A* ma
Ln. fadky. Dle (5.35) tedy AT+ = ATT(ATATT)~1 = A(ATA) T[(ATA)TATAATA) 7)1 =
AATA)T(ATA) T = A(ATA) T(ATA)T = A. KdyZz A ma Ln. fadky, udéla se to po-
dobné.

5.23. Diikaz jedné implikace je snadny: existuje-li takovy vektor y, pak vynasobenim soustavy Ax = b
vektorem y zleva dostaneme 0 = y7 Ax = yTb # 0, tedy soustava nemé Fesen.

Pro dikaz druhé implikace predpokladejme, Ze soustava Ax = b nema Feseni (tj. b ¢ rng A), a
hledejme vektor y s pozadovanymi vlastnostmi. Tvrdime, Ze jeden takovy vektor y je ortogonalni
projekce vektoru b na podprostor (rng A)*t. Protoze y € (1ng A)*, jey L rng A neboli y” A = 0.
Protoze b ¢ rng A, vektor b nenf ortogonalni na podprostor (rng A)*-
tedy y7b # 0. Ve vyjasni pohled na obrazek v §5.1, kde ovSem nas vektor y je oznacen jako y’.

a tedy ani na vektor y,
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Kapitola 6

Kvadratické formy a funkce

Ze zakladni skoly znate polynomy jedné proménné. Co jsou ale polynomy vice proménnych?
Monom (angl. monomial) n proménnych je vyraz

.’L‘Ifl .. -xfj‘,
kde ki,...,k, € N U {0}. Stupenn monomu je pak ¢islo k; + --- + k,. Polynom (angl.
polynomial) n proménnych je linearni kombinace monomu, pficemZ stupenn polynomu je
stupefi jeho monomu (s nenulovym koeficientem) nejvyssiho stupné. Napf. funkce

flzy) =2y +zy—20+1 (6.1)

je polynom dvou proménnych tfetiho stupné, kde napt. 2%y je monom tietiho stupné a zy je
monom druhého stupné. Polynom je homogenni, pokud stupné vSech jeho monomii jsou stejné.
Polynom (6.1) nenf homogenni, ale napf. polynom f(z,y) = 2%y —5y> je homogenni stupné tii.

Vidime, Ze afinni funkee (3.27) je jen jiny nézev pro polynom prvniho stupné a linearni
funkce (3.8) (také zvana linearni forma) je jiny nazev pro homogenni polynom prvnfho stupné!.
Polynom druhého stupné se nazyva kvadratickd funkce a homogenni polynom druhého stupné
kvadratickd forma®. Cilem této kapitoly je porozumét extrémim kvadratickych forem a funkei.

6.1 Kvadratickd forma

Kvadraticka forma na R” je homogenni polynom f: R®™ — R druhého stupné. Je pohodlné
ji zapsat v maticovém tvaru

n

fx)=xTAx = Z Z 3T %5 (6.2)

j=1 i=1

kde A € R™". Reprezentace funkce f matici A je ovSem redundantni, tj. rizné matice mohou
definovat stejnou funkei. Protoze x;2; = x;x; (nasobeni ¢isel je komutativni), mame

n n 1 n n 1
x"Ax =YY aywir; = 3 DY (ay + g, = 3X (A+ATx, (6.3)

j=1 i=1 j=1 i=1

!Toto plati jen pro funkce na linearnim prostoru R™. I kdyZ polynomy lze definovat (i kdyz slozit&jsim
zpusobem) na abstraktnim (tedy definovanym axiomy) linearnim prostoru, obvykle se jim tak nefika.

2Nazvoslovi neni zcela konzistentni, coz je opét dano tim, Ze nékterd jména pochazeji z linearni algebry a
nékterd z matematické analyzy.
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Vidime, ze funkce f zavisi jen na souétech a,;; + aj;. Je proto zvykem piedpokladat a;; = aj;,
neboli 7e matice A je symetricka (AT = A). V tom p¥ipadé tedy %(A + AT) = A. Symetrickd
matice A je jiz kvadratickou formou f urcena jednoznac¢né.
Podivejme se na rovnost (6.3) jesté jinak. Kazdou ¢tvercovou matici lze jednoznaéné napsat
jako soucet symetrické a antisymetrické ¢asti (viz Cviceni 2.16):
A=(A+AT)+ (A AT).

symetricka antisymetricka

Ale pro kazdé x mame
xT(A - ATx =x"TAx —xTATx = x"Ax — (xTAx)T =0,
kde jsme pouzili skute¢nost, ze transpozice skalaru je tentyz skalar. Tedy kdyz A neni symet-
rickd, mtiZzeme ji nahradit jeji symetrickou ¢ast{ a kvadratickd forma se nezmén{.?
Priklad 6.1. Prikladem kvadratické formy dvou proménnych je funkce
ter-so-smes—te A, B¢ a2 ]
Vsimnéte si, ze prvni matice neni symetrickda a druha ano. ¢

6.1.1 Definitnost (matice) kvadratické formy

Ctvercova matice A se nazyva
e positivné [negativné| semidefinitni, kdy? pro kazdé x plati xT Ax > 0 [xTAx < 0],
e positivné [negativné] definitni, kdyZ pro kazdé x # 0 plati x* Ax > 0 [xTAx < 0],
e indefinitni, kdy# existuji x a y tak, ze xTAx >0 a yTAy < 0.

Vsimnéte si, ze matice muze mit i nékolik téchto vlastnosti najednou. Tak positivné de-
finitni matice je zaroven positivné semidefinitni. Nulovad matice je zéroven positivné i nega-
tivné semidefinitni. Matice, ktera neni positivné semidefinitni ani negativné semidefinitni, je
nutné indefinitni. Déle je jasné, ze A je positivné [semi|definitni, pravé kdyz —A je negativné
[semi]definitni.

I kdy?7 definice déava smysl pro libovolné ¢tvercové matice, obvykle je zvykem hovofit o téchto
vlastnostech jen pro symetrické matice. Nékdy se tyto vlastnosti definuji ne pro matici, ale
abstraktnéji pro kvadratickou formu.

Z definitnosti matice ihned plyne, jestli méa kvadraticka forma extrém a pripadné jaky:

Tvrzeni 6.1. Necht funkce f je dana jako f(x) = xT Ax.
o Je-li A positivné [negativné| semidefinitni, pak f v bodé 0 nabyva minimum [maximum]|.
o Je-li A positivné [negativng| definitni, pak f v bodé& 0 nabyva ostré minimum [maximum].

e Je-li A indefinitni, pak f nemé minimum ani maximum.

Diikaz. Je-li A positivné semidefinitni, funkce f neni nikde zédporna a zarovenr pro x = 0 je
nulova, proto v bodé x = 0 (i kdyZz mozné i jinde) nabyva svého minima. Je-li A positivné
definitni, je forma nulova jen v pocatku a vSude jinde kladné, tedy poc¢atek je ostré minimum. Je-
li A indefinitni a napf. xZ Ax > 0, bod x nemtZe byt maximum, protoze (2x)7A(2x) > x¥ Ax,
a zaroveil x nemiize byt minimum, protoZe pro n&jaké y je yTAy < 0. ]

3Jesté jinak feceno: je-li matice A antisymetricka, je (6.2) nulova funkce.
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6.2 Definitnost ze znamének hlavnich minorua

Jak urcit definitnost (symetrické) matice? Jedno mozné kritérium (Véta 6.2) vyuziva znaménka
determinantu jistych jejich podmatic. Determinanty ¢tvercovych podmatic néjaké matice se
nazyvaji jeji minory. My budeme potifebovat jen nékteré minory. Pro matici A € R™" a
neprazdnou mnozinu I C {1,...,n}, symbolem A; = [ay)ijer € REXH oznagime matici
vytvorenou z prvku matice A v fadcich a sloupcich s indexy I. Definujme:

e Hlavni minor matice A je ¢slo det A; pro néjakou neprazdnou I C {1,...,n}.

e Vidéi hlavni minor matice A je jeji hlavni minor pro n&jaké I = {1,...,k} al <k <n.

Priklad 6.2. Priklady matic A; pro matici A = [a;;] € R**:

ai; Q2 a13 Q14
Q21 Q22 A23 (24
agy ag2 a3z 34
Aq1 Q42 A43 Q44
1={1,2,3,4} (tj. A; = A) 1={1,2,3} 1={1,2} 1={1,3,4} 1={2,3}

aip a2

a3y agz a3q
a21  A22

41 Q43 Qg4

a21 QA2 (23

az; azz a3z

aip a2 413
{ a2 a33

aip a1z A
} {022 Gz:s}

Determinanty vSech téchto matic jsou hlavni minory matice A. Determinanty prvni, druhé a
tfeti matice jsou navic vadéi. ¢

Véta 6.2. Symetrickd matice je
e positivné semidefinitni, pravé kdyz vsechny jeji hlavni minory jsou nezaporné,
e positivné definitni, pravé kdyz vSechny jeji vidéi hlavni minory jsou kladné
(toto je znamo jako Sylvestrovo kritérium).

Diikaz (¢dstecny). Plny dikaz véty nebudeme uvadét, dokdZeme pouze jeji snadnou ast.

Za¢neme pozorovanim, Ze determinant kazdé symetrické positivné [semi|definitni matice je
kladny [nezaporny|. To lze dokdzat riiznymi zpisoby?, napi. viz Cviéeni 6.21 a 6.7.

Déle snadno vidime, Ze je-li matice A positivné [semi]definitni, pak pro kazdou neprazdnou
mnozinu I C {1,...,n} je podmatice A také positivné [semi|definitni. Opravdu, jestlize napf.
xTAx > 0 plati pro viechny vektory x € R”, pak to plati specidlné pro vektory x, které maji
slozky x; s indexy i ¢ I nulové. Pro takové vektory se ale vyraz xT Ax zjednodusf na x7 A rx;,
kde x; = (z;)ie; € RV oznacuje vektor tvoteny slozkami vektoru x s indexy I. Tedy mame
xTAyx; > 0 pro viechna x; € RV, coz znamena, Ze matice A; je positivné semidefinitni.

Kombinaci uvedenych dvou pozorovani dostaneme, Ze positivné [semi]definitni matice A ma
vSechny sve hlavni minory kladné [nezaporné|. To je ¢ast Véty 6.2. [ ]

Pozor ovSem: neplati (a véta to nefikd), Ze symetricka matice je

4(x) Uvedeme elegantni dikaz od studenta Viclava Voracka (2018), ktery bohuzel pouziva nékteré pojmy,
které neznate. Positivné definitni matice maji nenulovy determinant (protoZe jsou regularni) a tvofi souvislou
mnozinu (konvexni kuZel, viz Véta 17.2). Determinant je spojita funkce (polynom). Proto musi mit vSechny
positivné definitni matice stejné znaménko determinantu. Ale jednotkova matice je positivné definitni a méa
kladny determinant, tedy to znaménko musi byt kladné. Mnozina positivné semidefinitnich matic je uzavér
mnoziny positivné definitnich matic, proto nemohou mit jiné znaménko determinantu nez positivné definitni
matice, ale mohou mit navic determinant nulovy, protoze mohou byt singularni.
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e positivné semidefinitni, jestlize v8echny jeji viidéi hlavni minory jsou nezéporné
. . 0001 . . s s o 1w PR < .
(napf. matice [8 0 (1)} je indefinitni a ma v8echny vidél hlavni minory nezaporné),
e negativné definitni, jestlize vSechny jeji vudéi hlavni minory jsou zaporné
. —2-i-17. . o C o N Lo ) :
(napf. matice [71 2 0 } je indefinitni a méa vSechny vudéi hlavni minory zaporné),
e negativné semidefinitni, jestlize v8echny jeji hlavni minory jsou nekladné
(napf. matice [91 51] je indefinitni a ma vSechny hlavni minory nekladné).

Presto véta umoziiuje rozhodnout viech pét pripadi definitnosti (jak?).
Pro riizné mnoziny I Véta 6.2 poskytuje rizné podminky nutné (ale ne postacujici) pro
positivni (semi)definitnost matice A. Tak pro |I| =1 (tj. jednoprvkové mnoziny I) méame:

Disledek 6.3. Diagonalni prvky positivné [semi|definitni matice jsou kladné [nezaporné|.
Diagonalni prvky negativné [semi|definitn{ matice jsou zaporné [nekladné.

Diikaz. Jestlize I méa jen jeden prvek, I = {i} pro n&jaké i € {1,...,n}, pak A; je jednoduse
diagonalni prvek a; matice A a jeho determinant je tento prvek sam. Zbytek plyne z toho, ze
matice A je negativné [semi]definitni, pravé kdyZz —A je positivné semidefinitni.

Toto lze oviem vidét i bez Véty 6.2. Napf. pro positivné semidefinitni matici plati x” Ax > 0
pro kazdé x, coz specialné pro x = e; (i-ty vektor standarni baze) znf xTAx = ay > 0. ]

Pro |I| = 2 dostaneme také zajimavou podminku:

Disledek 6.4. Necht symetricka matice A = [a;;] je positivné semidefinitni nebo negativné
semidefinitni. Pak pro kazdé i,j € {1,...,n} plati a;a;; > afj

Diikaz. Pro I = {i,j} (kde i # j) je Ay = [a7 o | € R¥2 Je-li A positivné nebo negativné

Aji Ay

semidefinitni, pak A; mé také tuto vlastnost, tedy det A; = det(—A;) = aza;; — a?j >0. m

Speciélné, pro a; = 0 nerovnost a;a;; > ufj implikuje a;; = aj; = 0. Tedy kdyz symetricka

positivné nebo negativné semidefinitni matice ma néjaky diagonalni prvek nulovy, pak vSechny
prvky ve stejném radku a ve stejném sloupci ma také nulové.

Priklad 6.3. Okamzité vidime, Ze matice
9 0 1
A=10 01
119

je indefinitni. Opravdu, protoZe ass = 0, pro positivné nebo negativné semidefinitni matici by
muselo byt as; = a1 = as3 = ags = 0, coz neni. Tedy matice musi byt indefinitni. ¢

Véta 6.2 je uziteény teoreticky vysledek, ale nevede na efektivni algoritmus na urceni de-
finitnosti matice. Pocet vSech vad¢ich hlavnich minora matice n X n je n, avSak pocet vech
hlavnich minori je 2" — 1. Proto nelze na pocitaci spocitat vSechny hlavni minory pro vétsi n.
Navic pocitat kazdy (vidéf) hlavni minor zvIast je hloupé, je efektivngjsi délat to rekurzivng —
ale to je pak uz lepsi pouzit metody popsané déle.
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6.3 Diagonalizace matice kvadratické formy

Zkoumejme, jaky vliv na kvadratickou formu ma linearni tranformace souradnic. To znamena,
7e ve vzorci (6.2) nahradime vektor x vektorem x = Cy, kde C € R™ " je n&jaka regularni
matice, a zkouméame vyslednou funkci vektoru y:

f(x)=x"Ax =y"C"ACy = y"By = g(y) = f(Cy). (6.4)

Vidime, 7e nova funkce g je kvadraticka forma, reprezentovana matici B = CTAC.
To vede na nasledujici definici: matice B se nazyva kongruentni® matici A, jestlize existuje

regularni matice C tak, ze
B =CTAC. (6.5)

Snadno ukéZzeme, Ze je-li B kongruentni A, pak A je kongruentni B (viz Cvi¢eni 6.13). Proto
mé smysl fikat, Ze matice A, B jsou (navzdjem) kongruentni.

Tvrzeni 6.5. Kongruentni matice maji stejnou definitnost.

Diikaz. Matice C je regularni, tj. reprezentuje bijektivni transformaci (viz §1.1.2). Proto
f(x) >0 vxeR" = f(Cy) =0 Vy e R,

tedy A je positivné semidefinitni, pravé kdyz CTAC je positivné semidefinitni. Podobné pro
positivni a negativni (semi)definitnost a indefinitnost. u

Predpokladejme, Ze se nam né&jak podafilo najit regularni matici C tak, Ze matice (6.5) je
diagonalni — neboli diagonalizovat matici A. Definitnost diagonalni matice se uz ur¢i snadno:

Tvrzeni 6.6. Diagonalni matice je
e positivné [negativng| semidefinitni, pravé kdyz mé vsechny diagonalni prvky nezaporné
[nekladné],

e positivné [negativng| definitni, pravé kdyz ma vSechny diagonalni prvky kladné [zdporné],

e indefinitni, pravé kdyZ ma aspon jeden kladny a asponi jeden zéporny diagonélni prvek.

Ditkaz. Je-li matice B € R™" diagonalni (s diagonalnimi prvky by, ..., bs,), pak

9(y) =y By = buyi + - + banyy. (6.6)
Tento vyraz je pouhé linearni kombinace ¢tverct proménnych vy, ..., y,. Je jasné, ze vyraz je
napf. nezaporny pro vSechna y € R", pravé kdyz koeficienty byy, . . ., by, jsou nezaporné. [ ]

57 linearni algebry znite pojem piibuzny kongruenci: matice B je podobnd matici A, existuje-li regularni
matice C tak, ze B = C~'AC. Tento pojem také souvisi s linearni transformaci soufadnic, zde ovéem trans-
formujeme prostor vzori-+obrazu linearni transformace f: R” — R™ reprezentované matici A, tedy f(x) = Ax.
Opravdu, transformujeme-li tento prostor linearni transformaci x = Cy, dostaneme Cf(Cy) = ACy, tedy
f(Cy) = g(y) = C"'ACy = By. Na rozdil od toho, v piipadé kvadratické formy jsme transformovali prostor
vzoru funkce f: R™ — R. Vidime, Ze pojem ‘diagonalizace matice’ zavisi na tom, co tato matice reprezentuje.
V tensorovém poctu se toto rozlisuje: matice je sice tensor druhého fadu, ovSem reprezentuje-li linearni transfor-
maci pak ma jeden index kovariantni a jeden kontravariantni, zatimco reprezentuje-li kvadratickou formu pak
ma oba indexy kovariantni — podle toho pozname, jak se ma tensor transformovat.

Vlastnosti kvadratické formy jsou mnohem lépe patrny z jejiho diagonélniho tvaru g nez
z puvodniho f. ‘Kvalitativni’ tvar grafu a vrstevnic funkce g je dan znaménky ¢isel na diagonale.
Pro n = 2 si je snadno predstavime (viz obrazek):
e Je-li kvadratickd forma positivné definitni (oba koeficienty kladneé), jeji graf vypada jako
‘dolik’ a jeji vrstevnice (kladné vysky) jsou elipsy (nebo dokonce kruznice).
e Je-li forma negativné definitni (oba koeficienty zaporné), graf vypada jako ‘kopec’ a vrstev-
nice (zaporné vysky) jsou opét elipsy.

e Je-li forma indefinitni (jeden koeficient kladny a druhy zaporny), graf vypada jako ‘sedlo’
a vrstevnice (nenulové vysky) jsou hyperboly.
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Tvrzeni 6.5 a 6.6 napovidaji, jak urcit definitnost obecné symetrické matice A: nejprve
najdeme regularni matici C tak, ze matice B = CTAC je diagonélni, a pak zjistime definitnost
matice A ze znamének diagonélnich prvki matice B. V néasledujici dvou sekcich popiSeme dvé
metody, jak takovou matici C nalézt (¢imz zaroven dokdzeme, Ze takova matice vzdy existuje):

e symetrickou Gaussovu eliminaci (§6.3.1), ktera je rychla na vypocet (a trva jen konecny
pocet iterac),

ného feSeni potiebuje nekoneény pocet iteraci), ale najde matici C, ktera je nejen regularni
ale dokonce ortogonalni.

6.3.1 Symetrickd Gaussova eliminace

Vite, Ze na libovolné matici muZzeme provadét ekvivalentni rdadkové dpravy (pfettéte si znovu
sekei §2.5!1). Kazda takova uprava odpovida nasobeni néjakou elementdrni matici zleva. Ana-
logicky muzeme délat ekvivalentni sloupcové tupravy, které odpovidaji nasobeni elementéarni
matici zprava. My ale chceme témito elementarnimi ipravami udrzet kongruenci s puvodni ma-
tici. Proto vzdy, kdyZ na matici aplikujeme néjakou fadkovou ekvivalentni tpravu, hned poté
na ni také aplikujeme analogickou sloupcovou ekvivalentni tpravu. Tim se z matice A stane
matice ETAE, kde E oznacuje elementarni matici reprezentujici sloupcovou tpravu (a E re-
prezentuje fadkovou tpravu). Nova matice je kongruentni k matici A; navic bude symetricka,
pokud byla A symetrickd. VSimnéte si, Ze nezélezi na tom, jestli jsme nejdiive udélali fadkovou
dpravu a pak sloupcovou nebo naopak, protoze diky asociativité maticového nasobeni méame
ET(AE) = (ETA)E. Prevedeme-li matici A posloupnosti k takovych tprav na diagonalni,
ziskdme diagonélni matici

B=E!...ETAE,...E,. (6.7)
—_—— Y
cT C
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Zéakladni verze symetrické Gaussovy eliminace postupné pro ¢ = 1,...,n — 1 opakuje na-
sledujici iteraci: vynuluj (pomoci fadkovych+sloupcovych aprav) véechny prvky matice A pod
diagonalnim prvkem a;; (kterému fikdme pivot) a napravo od ngj, tedy prvky a;; = a;; pro
vSechna j > i.

Priklad 6.4. Uvedme pifklad béhu algoritmu. Kazd4 iterace je oznacena ¢islem nad Sipkou,
pivot je vzdy v ramecku. Iterace .L vzdy znadi fadkovou a .R analogickou sloupcovou tpravu.
Prvni matice je naSe vstupni symetrickd matice A:

[1] 3 -1 1] 3 -1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
304 1|50 -5 4| o [=5) 4] B |o[=5] 4| B o -5 0
-1 1 2 0 4 1 0 4 1 0o o0 2 00 %

V iteraci 1L vynulujeme prvky pod pivotem tak, Ze od druhého fadku odecteme trojnasobek
prvniho fadku a ke tfetimu fadku pficteme prvni fadek. V iteraci 1R vynulujeme prvky vpravo
od pivotu stejnymi sloupcovymi tpravami, tedy od druhého sloupce odecteme trojnasobek
prvniho sloupce a ke tfetimu sloupci pfi¢teme prvni sloupec. Vysledné (tieti) matice je opét
symetricka. V iteraci 2L vynulujeme prvek pod novym pivotem tak, ze k tfetimu fadku piicteme
% druhého a k tfetimu sloupci pfi¢teme % druhého. V iteraci 2R udélame totéz se sloupci. ¢

Kdybychom chtéli spocitat i matici C = Eq, ..., E;, miZeme to zaiidit jako pii invertovani
matice Gaussovou-Jordanovou eliminaci: sloupcové ipravy budeme misto na matice A aplikovat

na matici {A} .5 Protoze [?] C= AC

I c |'Po skonceni algoritmu se matice I zméni na matici C.

Priklad 6.5. Zde je stejny piiklad jako minuly, ale s pfidanou jednotkovou matici:

3 1 3 1] 1 0 0 1 0 0 1 0
34 1 0 -5 4 0 4 0 4 0 0
11 2| [0 4 1) w0 4 1) [0 0 F| e |0 5
1 0 0 1 0 0 1 -3 1 1 -3 1 1 5
01 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 :
0 0 1 0 0 1] 0 0 1 0 0 1 0 1
Zkontrolujeme, Ze opravdu
1 oot 3 —1][t =31 1 0 0
C'AC=|-310[|3 4 1|0 1 4 =10 -5 0|=B
I 41 [-11 2/0 0 1 00 % ¢

Tato zakladni verze algoritmu funguje, jestlize v kazdé iteraci je pivot nenulovy, a; # 0.
K tomu postacuje, aby vstupni matice A byla positivné nebo negativné definitni, nebot posi-
tivné [negativné] definitni matice ma vSechny diagonalni prvky kladné [zaporné] a definitnost
matice se béhem algoritmu zachovava. Ukazeme, jak oSetfit pripady, kdy je pivot nulovy.

Jestlize v néjake iteraci algoritmu je pivot a; nulovy a a;; # 0 pro néjaké j > 4, pak mi-
Zeme prohodit Fadky-+sloupce i, j (prohazujeme vzdy zaroven radky i sloupce, aby se zachovala
symetrie matice).

6Nebo bychom samoziejmé mohli aplikovat Fadkové tpravy na matici [A I}.
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Priklad 6.6. V prvni matici nemizeme vynulovat prvky pod pivotem agy pfi¢tenim vhodného
nasobku pivotového fadku ke tfetimu a ¢étvrtému fadku, protoze pivot je nulovy:

4.0 0 0 4 .0 0 0 4.0 0 0
0 [0] 3 —1] w |0 [Z1] 4 4| = (0 [4] 4 -1
0 3 2 4 0 3 2 4 0 4 2 3
0 -1 4 4 0 0 3 -1 0 -1 3 0

ProtoZe napf. ayy # 0, prohodime druhy a ¢tvrty fadek (iterace 1L) a druhy a étvrty sloupec
(iterace 1R). Nyni je pivot nenulovy. ¢

Jestlize je pivot a; nulovy a prvky a;; pro vechna j > i jsou také nulové, pak prohazovani
radki+sloupcti nemize ucinit pivot nenulovy. To nam ale nevadi. JestliZe je totiz prvek a;; = aj;
nenulovy pro libovolné j > i, pak matice je nutné indefinitni (viz Pfiklad 6.3) a tedy neni
t¥eba diagonalizaci dokonéit (protoZe chceme jen uréit definitnost matice). V opaéném piipadé
(a;; = aj; = 0 pro vSechna j > 4) je matice jiz diagonélni.

Priklad 6.7. Jestlize v néjaké iteraci algoritmu vypada aktudlni matice jako prvni matice
niZe (pivot je opét v ramecku), tak je dle Disledku 6.4 nutné indefinitni, protoZe v pivotovém
fadku+sloupci je aspoii jeden prvek nenulovy. V opa¢ném piipadé (vSechny prvky v pivotovém
fadku+-sloupci nulové) je jiz matice diagonalni (druhé matice).

-2 0 0 -2 0 0
0 [o] 1 0 [o] o
0 1 0 0 0 0 ¢
LDL a Choleského rozklad
Symetrickd Gaussova eliminace je zékladem pro algoritmy na rozklady symetrickych matic.
LDL rozklad rozlozi symetrickou matici A € R™*" jako
A =LDL” (6.8)

kde L € R™" je regularni dolni trojihelnikova a D € R™™" je diagonélni. To je zhruba rozklad,
ktery jsme popsali vy3e: rozklad (6.7) napiSeme jako A = C""BC™! a oznac¢ime L = C™7 a
D = B. Rozdil je jednak v detailech algoritmu (kvili zajisténi numerické stability) a jednak
v tom, Ze v naem algoritmu ne vzdy vyjde C horni trojihelnikova (tedy L dolni trojuhelni-
kova). Matice C vyjde horni trojuhelnikova tehdy, kdyz béhem algoritmu nepotkiame nulovy
pivot a nemusime tedy prohazovat dvojice Fadki+sloupci — v tom piipadé totiz pouzivime
jen ekvivalentni upravy odpovidajici dolnim trojihelnikovym elementarnim maticim (viz §2.5).
Napt. v Pfikladu 6.4 jsme nulovy pivot nepotkali a proto C vysla horni trojihelnikova. Jak
jsme podotkli vyse, nenulovy pivot urcité nepotkime v piipadé, Zze A je positivné definitni.
Choleského rozklad rozlozi symetrickou positivné definitni matici A € R"*" jako

A =LL" (6.9)

kde L € R™" je regularni dolni trojihelnikovéa. Tento rozklad se ihned dostane z LDL rozkladu
A = LDL": staci polozit L = LD/2, kde D'/? znaéf diagonalni matici, ktera méa na diagonéle
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odmocniny z diagonalnich prvki matice D (diagonéalni prvky D jsou kladné diky positivni
definitnosti A). Pak tedy LL” = LDV2(DV2)TL" = LD'/?D'/2L," = LDL" = A.

Choleského rozklad lze také ziskat jednoduchou modifikaci vySe popsané zakladni verze
synetrické Gaussovy eliminace: po kazdé iteraci bychom vynéasobili pivotovy fadek a sloupec
takovym ¢islem, abychom pivot a;; uéinili roven 1. Tj. museli bychom pivotovy fadek a sloupec
vydelit éislem /a;; (kde a; > 0 diky positivni definitnosti).

V Matlabu se LDL a Choleského rozklad spoéita piikazy 1d1 a chol. Prostudujte napovédu
k témto piikaziim a vyzkousejte si je na ndhodnych symetrickych maticich!

Typické pouziti LDL/Choleského rozkladu je pro feSeni soustavy Ax = b se symetrickou
positivné definitni matici A. Pro takové soustavy je tato metoda rychlejsi a/nebo numericky
stabilngjsi nez Gaussova eliminace / LU rozklad (viz §2.5) i QR rozklad. Takové soustavy se
vyskytuji napf. v kazdé iteraci nekterych numerickych iteracnich algoritmi (§10). Soustavu
Ax = LL"x = b vyiesime levné tak, e nejdiiv spo¢teme y ze soustavy Ly = b zpétnou
substituci a pak spocteme X ze soustavy LTx = y opét zpétnou substituci. (V piipadé LDL
rozkladu bychom dostali soustavu LDLTx = b, jak byste ji levng vyiesili?)

6.3.2 Spektralni rozklad symetrické matice

Zde popiseme diagonalizaci symetrické matice pomoci tzv. spektralniho rozkladu. Ten tzce
souvisi s teorif vlastnich ¢isel a vektoru. Tato teorie je obsdhla a ma mnoho riznych pouziti,
my z ni ale budeme potiebovat jen relativné malou ¢ast tykajici se symetrickych realnych matic.

Vlastni ¢isla a vektory

Necht pro ¢tvercovou matici A € R™™, nenulovyj vektor v € C" a skalar A € C plati”
Av = )\v. (6.10)

Pak A se nazyva vlastni €islo matice a v vlastni vektor matice pfislusny vlastnimu ¢islu .
Vlastni ¢isla a vektory mohou byt obecné komplexni, i kdyz A mé vSechny prvky realné.
Mnoziné v8ech vlastnich ¢isel matice se také 1ika jeji spektrum. VSimnéte si, Ze vlastni ¢éisla a
vektory lze opravdu definovat jen pro ¢tvercové matice, protoze jinak by rovnice (6.10) nedavala
smysl (proc?).
Rovnost (6.10) je soustava n nelinedrnich rovnic s n+ 1 nezndmymi A a v. Z této soustavy
lze eliminovat v znamym obratem, ¢imZ dostaneme jedinou rovnici pro A. PfepiSeme (6.10)
jako
(A —A)v=0, (6.11)

coZ pro pevné \ je soustava homogennich lineadrnich rovnic pro v. ProtoZe vlastni vektory nesmi{
byt nulové, A spliiuje (6.10) pravé tehdy, kdyz soustava (6.11) ma netrividlni (tj. nenulové)
feSeni. To nastane pravé tehdy, kdyZ jeji matice A — AI je singulérni, neboli

pa(A) = det(A — AI) = 0. (6.12)

Dle definice determinantu (2.5) je funkce pa: R — R polynom stupné n. Nazyva se charakte-
risticky polynom matice A. Jeho kofeny® jsou tedy pravé vlastni éisla matice A.

"Zopakujme, Ze C je mnozina komplexnich &isel, tj. éisel ve tvaru a + bi kde a,b € R ai= /—1.
8Rozlidujte pojmy kofen a eseni: kofen polynomu p: R — R je feseni rovnice p(x) = 0. Souslovi ‘kofen
rovnice’ nebo ‘feSeni polynomu’ jsou nesmysly.
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Podle tzv. zdkladni véty algebry ma kazdy polynom stupné n pravé n komplexnich kofent,
kde pocitame kazdy koten tolikrat, kolik je jeho nésobnost. Tedy

n

pa(y) =i =N, (6.13)

i=1

kde Ay,..., A\, € C je seznam kofent, pfic¢emz kazdy kofen je v seznamu tolikrat, kolik je
jeho néasobnost. V tomto smyslu ma tedy kazda matice velikosti n x n pravé n vlastnich ¢isel
(redlnych & komplexnich), kde kazdé vlastni &islo pocitame tolikrat, kolik je jeho nasobnost?.

Vlastni vektory pfislugné néjakému vlastnimu ¢islo A tvofi mnozinu feSeni homogenni line-
arnf soustavy (6.11), kromé pocatku (protoZe vlastni vektory nesméji byt nulové). Tato mnoZzina
je podprostor null(A — AI), kterému ffkame vlastni podprostor pfislusny vlastnimu ¢islu A.

Priiklad 6.8. Vlastni ¢isla matice A = {73 7:1))} jsou kofeny kvadratického polynomu
- 1 9
pa(A) = det(A — AI) = det 9 a3 | = M+3AA+2=A+1)(A+2).
Ten méa dva reélné kofeny A\; = —1 a Ay = —2, kazdy s nasobnosti 1.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A; najdeme feSenim homogenni linearni soustavy
1 1
(A=XMDv=(A+I)v= o 9 v=0.

Jeden takovy vektor je v = (—1,1). Vlastni podprostor p¥islusny vlastnimu &islu \; je pifmka
null(A + A\ I) = span{(—1,1)}. ¢

Priklad 6.9. Vlastni ¢isla matice A = E (1)} jsou kofeny polynomu

pa()) = det(A — M) = (1 — \)2

Ten mé jediny kofen A = 1 s nasobnosti 2. P¥islusny vlastni podprostor je

null(A — AI) = null {(1) 8] =span{(0,1)}.

¢
< Iy . 1 1f. -
Piiklad 6.10. Vlastni ¢isla matice A = [_1 1} jsou kofeny polynomu
1-\ 1 ) . .
pa(A) = det(A — M) = det 11— =AM -224+2=A-1-1)(A=1+41i).
Ten mé dva komplexni kofeny A\ =1 +1ia Ay =1 — i, kazdy s nasobnosti 1. ¢

9Nasobnost kofene A charakteristického polynomu se piesnéji nazyva algebraickd nasobnost vlastniho Gisla .
Kromé ni existuje i geometrickd nasobnost vlastniho &sla A, coz je dimenze prostoru null(A — AI). Plat{ véta
(jeji diikaz je netrivialni), Ze geometrickd nasobnost neni nikdy vétsi nez algebraicka.
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Necht Aq, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice A (véetné nasobnosti) a vy, ..., v, n&jaké k nim
piislusné vlastni vektory, tedy plati

AVi:AZ'Vi, Z=1,,n (614)
Tuto soustavu miizeme napsat maticové jako
AV =VA (6.15)
kde
At
A:dlag(A177An): 5 V:[V1~--vn],
>\7L

tedy A € R™" je diagonalni s vlastnimi ¢isly na diagonale a V € R"*™ je ¢tvercova s vlastnimi
vektory jako sloupci. (Rozmyslete, pro¢ (6.15) je stejné jako (6.14)!)

Jak se pocitaji vlastni ¢isla a vektory? Charakteristicky polynom je hlavné teoreticky néstroj
a pifmé hledani jeho kofenti se hodi jen pro malé matice!®. Pro vétsi matice se pouzivaji nu-
merické iteracni algoritmy. Zasadni rozdil oproti napf. symetrické Gaussové eliminaci je v tom,
ze vlastni ¢isla obecné nelze spoditat kone¢nym pocétem operaci s¢itani, od¢itani, déleni a k-té
(kde k je libovolné piirozené ¢islo) odmocniny. To plyne z toho, Ze kofeny polynomu vétsiho nez
étvrtého stupné obecné nelze spocitat koneénym pocétem téchto operaci. V Matlabu se algorit-
mus na vlastni ¢sla a vektory vola funkei [V,D]=eig(A), ktera vrati matici A (oznadenou D)
a matici V splijici (6.15).

Vlastni ¢isla a vektory symetrické matice

Pro nékteré matice lze vybrat vlastni vektory vy,...,v, (pfipomenme, Ze jednomu vlastnimu
Cislu prislusi vice vlastnich vektori) tak, Ze jsou linearné nezavislé. To neni mozné vzdy: napf.
v Prikladu 6.9 ma vlastn{ prostor pfislusny jedinému vlastnimu ¢islu dimenzi 1, proto nemuze
obsahovat dva linearné nezavislé vektory. Pfizniva situace nastane pro symetrické matice:

Véta 6.7. Kazda symetrickd matice A € R™"™ ma vSechna vlastni ¢isla Ay, ..., A, redlna a
jim odpovidajici vlastni vektory vy, ..., v, lze zvolit tak, ze jsou po dvojicich ortogonélni.
Diikaz. Uvadime ho nepovinné nize v této sekci. [ ]

Disledek 6.8. Kazdou symetrickou matici A € R™*™ lze rozlozit jako
A=VAV' = \viv] +- + A v, v (6.16)

kde matice A € R™™ je diagondlni (jeji diagonalni prvky jsou Aj,..., \,) a V. € R™" je
ortogonalni (jeji sloupce jsou vektory vy,...,vy).

Ditkaz. OkamZité z rovnosti (6.15) a Véty 6.7. ProtoZe jsou vlastni ¢isla realna, je A € R™ ",
Zvolime-li jim prislusné vlastni vektory po dvojicich ortogonélni, po normalizaci kazdého vek-
toru (coZ je mozné, protoze vlastni vektory jsou nenulové) tvofi ortonormalni mnozinu, sloupce
ortogondln{ matice V. Tedy méme V~' = VT a (6.15) je proto ekvivalentni (6.16). u

10Naopak, hledani kofent libovolného polynomu lze pievést na hledani vlastnich ¢isel matice, ktera se nazyva
doprovodnd matice (companion matriz) polynomu.
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Rovnosti (6.16) se fika spektralni rozklad symetrické matice. Zaroven jsme v (6.16) uvedli
i druhou formu rozkladu jako soucet dyad (viz §2.2; ovéfte druhou rovnost v (6.16) roznasobenim
vyrazu VAVT dle pravidel pro nasoben{ blokovych matic). Zavedeme konvenci, ze vlastni éisla

v rozkladu (6.16) jsou sestupne'! serazenal?,

A== A (6.17)

coz lze vzdy zafidit vhodnou permutaci sloupcti matice V a diagonélnich prvkia matice A.

Hodnost matice A je rovna hodnosti matice A (coZ plyne napf. z Tvrzeni 3.10, pouzité
dvakrat na vyraz VAVT). Ale hodnost diagonalni matice A je poéet jejich nenulovych prvki,
tedy nenulovych vlastnich ¢isel. Je-li rank A = r < n, pak n —r vlastnich ¢isel je tedy nulovych
a v rozkladu (6.16) miZeme vynechat jim odpovidajici sloupce+iadky matice A a sloupce
matice V. Tedy A = VAVT pro ngjaké V. € R VIV =1 a A = diag(\y, ..., A,). Tomuto
rozkladu budeme fikat rank-minimalni'?® spektralni rozklad symetrické matice. Odpovida to
vynechani n — r nulovych s¢itanct v sumé dyad v (6.16).

Priklad 6.11. Spektralni rozklad (6.16) symetrické matice A € R3*3 hodnosti 2, nejdifve plny,
pak rank-minimélni, a nakonec ve formé sou¢tu dyad. Vlastni ¢isla jsou sestupné sefazena:

2 3 -2 1/vV2 -2/3 1/V/18] [5 0 0] [1/v2 1/V2 0
32 2=|1/v2 2/3 -1/V/18| |0 0 0| | -2/3  2/3 1/3
-2 -8 1/3  4/v/18] |0 0 —9] [1/v18 —1/V/18 4/V/18

YV2 VIS [5 oHl/\/i 1/V2 0

[}
o

1/\/2 _iﬂ/% 0 =9] [1/VI8 —1/V18 4/V18
1/ 2 1/\/@

501/v2| [1/vV2 1/v2 0] -9 |-1/Vi8| [1/VI8 —1/VI8 4/V18] ¢
0 T

Spektralni rozklad symetrické matice je specidlnim pf¥ipadem jeji diagonalizace pomoci mati-
cové kongruence (viz §6.3), protoze rovnost (6.16) lze také napsat jako A = VI AV.1 Napisme
pro tento piipad analogii transformace (6.4):

f(x) =xTAx =y"VTAVy =x"VAVTx = yTAy = Myl + - + M2 = g(y) (6.18)

Substituce x = Vy (tj. y = VTx) diagonalizovala matici A kvadratické formy. ProtoZe ma-
tice V je ortogonalni®® (tedy nejen regularni jako v §6.3), transformace x = Vy je isometrie.
Tedy funkce f a g se lisi jen otoCenim-+zrcadlenim prostoru vzord. Totéz lze Fict v jazyce
bazi: zatimco ve standardni bazi ma kvadratickd forma matici A, v ortonormalni bazi tvorené
vlastnimi vektory (sloupci matice V) mé forma diagonalni matici A. Napt. vrstevnice (vysky
napi. 1) positivné definitni kvadratické formy (tj. mnoZina Feseni rovnice xTAx = 1) je elipsa
se stfedem v pocatku a sméry jejich hlavnich os jsou vlastni vektory:

HBohuzel, matlabska funkce eig je fadi vzestupné.

12Vlastni &isla obecné (tj. ne nutné symetrické) matice nejdou takto piirozend uspofadat, protoze to jsou
obecné komplexni ¢isla.

BTento nazev neni diroce pouZzivany, podobné jako ‘rank-minimalni SVD’ zminéné pozdéji.

“Protoze VI = V=1, matice A a A jsou zarovei kongruentni i podobné (viz footnote 5 v této kapitole).

15Proto se spektralnimu rozkladu symetrické matice také nekdy iika jeji ortogondini diagonalizace.
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Tvrzeni 6.5 a 6.6 maji jednoduchy dusledek:

Disledek 6.9. Symetricka matice je

e positivné [negativng| semidefinitni, pravé kdyz ma vSechna vlastni ¢isla nezaporna [ne-
kladn4]

e positivné [negativng| definitni, pravé kdyZ ma v8echna vlastni ¢isla kladnéa [zaporn]

e indefinitni, préavé kdyz ma alespon jedno kladné a alespon jedno zaporné vlastni ¢islo.

(x) Dukaz Véty 6.7

Tento dikaz je nepovinny, ale neni tézky a je poucné se jim prokousat. Rozdélime ho na dvé
Gasti: Véta 6.10 ukaze, ze symetrickd matice mé vSechna vlastni ¢isla realna, a Véty 6.11 a 6.12
ukézi, ze z vlastnich vektort symetrické matice 1ze vybrat ortonormalni mnozinu n vektoru.
K dtikazu prvni véty budeme pot¥ebovat zédkladni pojmy z komplexni linearni algebry!®:
o Komplexné sdruzené &islo ke komplexnimu ¢islu x = a + bi € C je ¢islo T = a — bi. Cislo =
je realné, pravé kdyz T = x. Pro matici A definujeme A po prveich.

o Absolutni hodnota ¢isla x € C je realné ¢islo |z = (Ta)Y/? = (a® + b%)Y/2.
o Adjungovand matice k matici A € C™ " je matice A* = A" € €. Matice A je sa-

moadjungovand (neboli hermitovskd), je-li A* = A. Pro realné matice je A* = AT, tedy
samoadjungovanost splyva se symetrii.

o Skaldrni soucin vektori x,y € C" je x*y = Tyy1 + - - - + Tpyn (vBimnéte si, ze x*y = y*x,
tedy skalarni sou¢in v komplexnim oboru neni komutativni).

e Norma vektoru x € C" je ||x|| = (x*x)¥2 = (|1 |? + - - - + |m,[H) V2

Véta 6.10. Kazda hermitovska matice mé vSechna vlastni ¢isla realna. |

Diikaz. Necht A* = A a Av = A\v. Pak
AV = Av'v = v AV = v A*V = (Av)'v = (Av)*v = Av'v = \||v|%
Jelikoz v # 0, je tedy A = X, tedy A € R. [ |
Existenci ortonorméalni mnoziny n vlastnich vektorii nejprve dokiZeme ve Vété 6.11 pro

specialni pfipad, kdy matice ma n raznych vlastnich ¢isel: v tomto piipadé je dikaz velmi
kratky. Obecny pripad (kdy néktera vlastni ¢isla mohou byt nasobné), dokazuje Véta 6.12.

16 Je mrzuté, ze pro ditkaz, Ze redlnd symetricka matice ma redind vlastni &isla, potFebujeme komplexni ¢isla.
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Véta 6.11. Necht A; # A; jsou dvé riznd vlastni ¢isla symetrické realné matice A a v;, v,
jsou jim pfislusné vlastni vektory. Pak v; L v;.

Dikaz. Méame
ANvivy=vi(Av;) = (Av;) v, = A\v] vy

Z toho (\; — A\j)vIv; =0, z toho vIv; = 0. ]

K ditkazu dalsi véty opét budeme potiebovat nové pojmy. I kdyz jsme vlastni ¢isla a vektory
definovali pro matici A € R"*", lze je obecnégji definovat pro linearni transformaci f: X — X
na libovolném (netrividlnim) linedrnim podprostoru X C R"™ podminkou

f(v) = v, (6.19)

(kde tedy v musi byt v X). ProtoZe zobrazeni f lze reprezentovat matici vzhledem k n&jaké
bazi podprostoru X, dle zakladni véty algebry ma f aspon jedno vlastni ¢islo a vektor.

Podprostor X C R™ nazveme invariantni podprostor linearni transformace f: R® — R”
jestlize pro kazdé x € X je f(x) € X, tedy f zobrazuje mnoZinu X do sebe. V tom pifpadé je
restrikce (viz §1.1.2) f|x zobrazeni f na mnozinu X sama o sobé linearni transformace na X,
tedy mame f|x: X — X misto pouhé¢ho f|x: X — R™. Jestlize je X netrivialni, ma tedy
zobrazeni f|y aspon jedno vlastni &islo a vektor.

Véta 6.12. Z vlastnich vektort kazdé symetrické matice A € R"*™ lze vybrat ortonormalni
mnozinu n vektori.

Diikaz. Pouzijeme indukei: ukdZeme, ze kdyz pro néjaké k < n jiz mame vlastni vektory

vi,..., Vg, pak existuje vlastni vektor, ktery je ortogonélni na kazdy z nich.
DokaZeme nejprve, 7e jestlize A je symetrickd, podprostor X = span{vy, ..., vi}* je invari-
antni vii¢i linedrni transformaci f(x) = Ax. Necht x € X, tedy xTv; = -+ = xT'v;, = 0. Mame

ukézat, Ze Ax € X. To plati, nebot xTv; =0 = (Ax)Tv; =xTATv;, =xTAv; = \xTv; = 0.

Protoze X je invariantni vuéi f, restrikce f|x zobrazeni f na mnoZinu X je linearni trans-
formace na X. Protoze k < n, je X # {0}. Tedy f|x ma aspon jeden vlastni vektor. Protoze
tento vektor patfi do X, je ortogonalni na vy, ..., vg. [ |

I kdyz jsme Véty 6.11 a 6.12 dokazali jen pro realné symetrické matice, plati obecnéji
pro komplexni hermitovské matice (definujeme-li ortogonalitu komplexnich vektort podminkou
x*y = 0). Zkuste tyto véty a jejich dikazy takto zobecnit!

6.4 Kvadratickd funkce

Kvadraticka funkce je polynom (ne nutné homogenni) druhého stupné. Lze jej psat v mati-
covém tvaru'”
f(x) =x"Ax+ b x+¢, (6.20)

17Jak uz jsme zminili v §2.4 pro afinni zobrazeni, kvadratickou funkeci nemusime vzdy dostat zadanou piimo
ve tvaru (6.20). Piikladem jsou funkce f(x,y) = y'(Ax —b) & f(X) = tr((AX 4+ B)"(AX + B)). Pievést
takové funkce do tvaru (6.20) vyzaduje jist¢ dovednosti nad ramec skript.
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kde AT = A € R”™ b € R" a ¢ € R. Oproti kvadratické formé tedy piibyl linearni a
konstantni ¢len. Vsimnéte si, Ze pro n =1 je (6.20) znamé kvadraticka funkce jedné proménné
flx) =ax? + bz +c

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce? Extrémy lze hledat mechanicky pomoci derivaci, to
vsak ukadzeme az v pozdéjsi kapitole. Jiny zptisob je prevést kvadratickou funkei na kvadratickou
formu posunutim poc¢atku. Tento zptisob popiSeme nyni.

6.4.1 Doplnéni na ¢tverec
Neékdy 1ze najit xo € R™ a yy € R takové, ze pro kazdé x € R” plati
xTAx +bTx + ¢ = (x — x0)TA(x — X¢) + %o (6.21)

Vyraz na pravé strané je kvadratickd forma s pocatkem posunutym do bodu xq (neboli ho-
mogenni polynom druhého stupné v proménnych x — xp), plus konstanta. Této tpravé se Fika
doplnéni na &tverec. Vidéli jste ji (ale asi davno zapomnéli) pro piipad n = 1, nebot tak
se na zéakladni 8kole odvozuje vzorec pro FeSeni kvadratické rovnice jedné proménné. Zkusme
spocist xg, 1o z danych A, b, c. Roznasobenim pravé strany dostaneme

xTAx+bTx + ¢ = (x — x)TA(x — x0) + 9o = xTAx — xTAxq — XOTAX + xOTAxo + 9o
=xTAx — 2xJ A x 4+ xI Axo + yo
—— ———
bT c
(kde jsme pouzili identitu xT Axy = (xTAx()T = xt' ATx = xJ Ax, za piedpokladu AT = A)).
Aby toto platilo pro kazdé x € R, musi byt koeficienty u stejnych monomi rovny (pro¢?):

b= —2Axq, (6.222)
c=x3Axg + yo. (6.22b)

Pokud soustava (6.22a) méa feSeni, spo¢itame z ni x¢ a pak z rovnice (6.22b) snadno ziskame yq.
Pokud soustava (6.22a) nema feSeni, doplnéni na ¢tverec neni mozné.

Pokud je doplnéni na ¢tverec mozné, vysSetieni extrému kvadratické funkce se neligi od
vySetfeni extrému kvadratické formy, protoze rozdil je jen v posunuti xy. Pokud doplnéni na
Ctverec mozné neni, kvadratickd funkce extrém neméa (toto tvrzeni zde uvadime bez dikazu,
dokazalo by se snadno pomoci derivaci). Extrémy kvadratickych funkei 1ze také (a pohodlnéji)
hledat pomoci derivaci, ale to si ukdzeme az pozdéji.

Priklad 6.12. Predvedme nejprve zminény piipad n = 1, tedy f(x) = az?® + bx + c. Rov-
nice (6.22a) zni b = —2axo, 7z toho 1o = —b/(2a). Z (6.22b) tedy yo = ¢ — azx? = ¢ — b*/(4a).
Ukazali jsme, 7Ze pro kazdé x € R plati

b2

b2
a$2+bz+c:a(x—a:0)2+yo:a(z—kf) te- -
a

o (6.23)

Kdybychom nyni chtéli najit kofeny tohoto polynomu (coZ uz neni sou¢asti doplnéni funkce f

na Ctverec!), je to snadné diky tomu, Ze v pravém vyrazu v (6.23) se x vyskytuje na jediném
misté. Polozenim vyrazu rovnym nule a tpravami ziskime znamy vzorec

B b:l: [ b2 c  —bx Vb —dac
T T 402 o 2a ' ¢
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Priklad 6.13. Mame kvadratickou funkci
r T
b 2 _1
fla,y) =22 = 2wy +y° — 2y + 3 = m {—1 1] m + [—g] m +3.

Jeji doplnéni na ¢tverec je

flay) =2z -1 —2x— )y —2)+ (-2 +1= B:ﬂf {—% _ﬂ B:ﬂ +1,

tedy mame xg = (1,2), yo = 1. Jelikoz matice A je positivné definitni (ovéfte!), ma kvadraticka
funkce minimum v bodé xq. ¢

Priklad 6.14. Kvadraticka funkce

rea=eo=L 5 8 [ [

doplnit na ¢tverec nejde. Funkce tedy nema na R? extrém — coz je ale jasné, protoze pii konstant-
nim x muzeme zménou y dosdhnout libovolné malé i libovolné velké hodnoty funkce. Nacrtnéte
si graf této funkee! ¢

Piiklad 6.15. Vratme se k linearni tloze nejmensich ¢tvercii (5.2). Jeji acelova funkee je kva-
draticka funkce ve specialnim tvaru: je to soucet druhych mocnin (‘étverc’) afinnich funkei
al'x — b; (z toho ihned plyne, Ze je zdola omezen4 nulou). Upravme ji (roznasobenim zévorek)
do tvaru (6.20):

J(x) = | Ax — B> = (Ax — b)” (Ax — b)

= (x"AT —b") (Ax — b)

=xTATAx —x"ATb - bTAx + b’b

=xTATAx — 2b7Ax + b’b, (6.24)
kde jsme pouzili rovnost bYAx = (bTAx)T = xTATb (nebot skalar je roven své transpo-
zici). Extrém této funkce muZeme najit doplnénim na ¢tverec. Soustava (6.22a) bude mit tvar
ATAxy = ATb (A, b zde samoziejmé oznacuje néco jiného nez v (6.22a)), tedy dostali jsme
normalni rovnici (5.4). Zaroveil je jasné, Ze matice ATA je positivné semidefinitni, nebot pro

kazdé x € R"™ mame
xTATAx = (Ax)"Ax = || Ax|)* > 0. (6.25)

Tedy v bodé xy bude minimum.
Ukazme tuto upravu pro funkei (5.5) z Prikladu 5.1:

flry) =(@+2y =6+ (—x+y =3+ (e +y —4)°
= 322 + day + 6y* — 14z — 38y + 61
=3z -2’44z -Hy-L)+6(y—- L)’ + 3

V prvnim kroku jsme umocnili zévorky a zjednodusili, v druhém kroku doplnili na étverec vyse
uvedenym postupem (podrobnosti obou krokt vynechévame). ¢
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6.4.2 Kvadrika

Vistevnice kvadratické funkce se nazyva kvadrika. Tedy kvadrika je mnoZina'®

{xeR" | x"Ax+b'x+c=0} (6.26)
vech feSeni kvadratické rovnice, neboli mnoZzina vSech kofenu kvadratické funkce.

Kdyz b = 0, mnoZina (6.26) je vrstevnice kvadratické formy a kvadrika ma tedy stied
v pocatku. Kdyz A je diagonalni, kvadrika mé osy rovnobézné se soufadnicovymi osami. Kdyz
A = 0, mnozina (6.26) je pouh4 nadrovina. Kdyz A nemé plnou hodnost, kvadrika je degene-
rovand. Mnozina (6.26) muZe byt i prazdna.

Jestlize kvadraticka funkce dovoluje doplnéni na ¢tverec, mizeme mnozinu (6.26) psat jako

{xeR™ | (x—x0)TA(X —%0) +yo=0}, (6.27)
coz je vrstevnice kvadratické formy posunuté o xq. V tom ptipadé je typ kvadriky urcen jed-
nodusSe znaménky vlastnich ¢isel matice A. Specialné, kdyZ vSechna vlastni ¢isla jsou kladna
(tedy A je positivné definitni), jde o povrch elipsoidu'®. Kdy# néktera vlastni éisla jsou nulova
(tedy A nema plnou hodnost), kvadrika je degenerovana. Toto ale nevy&erpava vsechny typy
degenerace: dalsi typy degenerace nastanou, kdyz A nemé plnou hodnost a funkce nedovoluje
doplnéni na ¢tverec.

Predpokladejme, Ze yo je takové, Ze mnozina (6.27) obsahuje nekonetny pocet bodu. Pro
n = 2 se pak kvadrika nazyva kuZelosecka (angl. conic). Je-li matice A positivné ¢i negativné
definitni matici, kuZelosetka je elipsa (specialné, pokud A; = A2 pak je to kruZmice), je-li
A indefinitni, je to hyperbola.

6.5 Cviceni

6.1. Pro kazdou z téchto funkci uréete, zda je to polynom. Pokud ano, urcete poc¢et proménnych
a stupell polynomu a rozhodnéte, jestli je polynom homogenni.

a) 1R =R, f(r,y) =@ +y’)z—y)+oy—z—y
f:R" =R, f(x)
R® - R, f(x)

o

[oH
= = =

= a”x kde a je dano
c

2 x|

f:R" =R, f(x)=|Ax +b]||? kde A, b jsou dany
iR SR, f(x,y) =xTy
f:

f:

@)

—

R — R, f(X) = a”Xb kde a, b jsou dany
R 5 R, f(X) = det X

o

. . 1 2 1 2
6.2. Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic {_1 _3] , L 0} .

2 0 3
6.3. Napiste rovnici, jejimiz kofeny jsou vlastni ¢isla matice [0 —2 —1{.
3 -1 2

18Bez ztraty obecnosti uvazujeme vrstevnici vysky nula (tj. mnoZina kofent) kvadratické funkce (6.20), nebot
¢ mizeme zvolit libovolné.

19N&kteti autofi mysli elipsoidem mnozinu i s vnitikem, nékteii jen jeji hranici. Rozdil je stejny jako mezi
sférou a kouli.
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6.4.

ot

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.
6.12.

6.13.

6.14.

Jaka jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c) diagonalni matice?
Jaka jsou vlastni ¢isla trojuhelnikové matice?

. Znéme vlastni ¢isla a vektory matice A. Jaka jsou vlastni ¢isla a vektory matice A+al?
. Necht A € R™™ a B € R™™. Dokazte, ze nenulova vlastni ¢sla matic AB a BA

jsou stejna. Jaky je vztah vlastnich vektori odpovidajicich stejnym nenulovym vlastnim
¢islim?
Kazda ¢tvercova matice spliuje
det A =X -\,
trA =X+ 4\,

(6.28a)
(6.28b)

Dokazte tyto rovnosti pro symetrické matice (pro nesymetrické je dokazovat nemusite).

Urcete definitnost téchto symetrickych matic. Zvolte si vhodny zptisob, pripadné vice
zpusobii.

EEERERE RN
(a) (b) (c) (d) (e) (f)

1

Mame matici A = {2

-3 . . .
B 4]. Které z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Vyraz xT Ax je nezaporny pro kazdé x € R2.
b) Vyraz x” Ax je nekladny pro kazdé x € R2.
c¢) Funkce f(x) = xTAx ma v bodé x = 0 extrém.

Mame kvadratickou formu dvou proménnych f(z,y) = 322 + 2zy + 3y>.

a) Napiste ji ve tvaru f(z,y) = [z y] A {ﬂ se symetrickou A.

b) Najdéte a,b € R a ortogonalni U tak, Ze f(x,y) = au?® + bv?, kde [Z] =U Lﬂ )
¢) Nakreslete mnozinu bodi (u,v) spliwjicich au® + bv? = 1.
d) Transformujte tuto mnoZinu do soufadnic (z,y) a nakreslete.
Je mnozina { (z,y) € R? | 2% — 32y + y? = 1} elipsa nebo hyperbola? Odiavodnéte.
(x) Napiste v Matlabu funkci ellipse(A), kterd vykresli elipsu s rovnici x? Ax = 1 pro
positivné definitni A. Zamyslete se, jak byste postupovali pii ndvrhu funkce conic(Q),
ktera vykresli kuzelosecku xTAx = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeiite, 7e
obecné kuZzelosecka miiZe byt neomezena, tedy je nutno ji offznout do daného obdélniku).

Kongruence je prikladem binéarni relace na mnoziné matic R"*", ozna¢me ji symbolem ~.
Dokazte, Ze tato binarni relace je ekvivalence, tj. je rexlexivni (tj. A ~ A), symetricka
(A ~ B implikuje B ~ A) a transitivni (A ~ B a B ~ C implikuje A ~ C).

Nasledujici kvadratické funkce napiste ve tvaru (6.20) se symetrickou A, doplitte na ¢tve-
rec, najdéte extrémy a urcete typ kazdého extrému.

a) fla,y) =2 +4ay —2y*>+32z — 6y +5

b) f(z,y) =22 +2y* — 22y +2r —y
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6.15.

6.16.

6.17.
6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

Méame neorientovany graf (V, E) s mnoZinou vrcholt V = {1,...,n} a mnoZinou hran?
E C (Y). Kazdému vrcholu i € V' je piifazeno ¢islo x; € R, tato ¢isla tvoii vektor x € R”.
Je dana funkce f: R®™ — R s hodnotami

{ijteE

Ukazte, ze f je kvadraticka forma.

Jaka je definitnost této kvadratické formy?

Pro jaka x plati f(x) = 07

Necht A € {0,1}™" je matice sousednosti grafu, tj. a;; = 1 pravé kdyz {i, j} € E.
Ukaite, Ze f(x) = xTLx kde matice L € R™" je definovdna jako L = D — A kde
D = diag(dy,...,d,) = diag(A1) je diagonalni matice a d; je stupen (tedy pocet
incidentnich hran) vrcholu 7.

e) Necht B € {—1,0,1}" (kde m = |E|) je inciden¢ni matice orientovancho grafu
vytvoreného tak, ze pro kazdou hranu neorientovaného grafu (V, E) zvolime libovol-
nou orientaci. UkaZte, Ze f(x) = ||BTx]|?, tedy L = BBY, kde tyto vyrazy nezaviseji
na zvolenych orientacich hran.

Poznamenejme, ze funkci f (prip. matici L) se ¥ka Laplacidn grafu (V, E).

Co se da fict o definitnosti symetrické matice (ne nutné diagonalni), zname-li znaménka
jejich diagonalnich prvka? Konkrétng, co se da Fict, jestlize jeji diagonalni prvky jsou (a)
1: 27 07 (b) 17 27 37 (C) 747 727 717 (d) 71: 27 0.

Dokaizte, e matice AT A + puI je positivné definitni pro kazdou matici A a kazdé p > 0.
Dokazte, ze symetrickd matice je positivné definitni, pravé kdyz je positivné semidefinitni
a invertovatelna.

Dokaite, ze kazda symetricka positivné definitni matice je invertovatelné a jeji inverze je
také positivné definitni. Dokazte

a) s pouZitim maticové kongruence,

b) bez pouziti maticové kongruence.

Dokazte:
a) Pro kazdou matici A je matice ATA positivné semidefinitni.
b) Matice ATA je positivng definitni, pravé kdyz A ma linearnd nezavislé sloupce,
¢) Pro kazdou positivné semidefinitni B existuje A tak, ze B = ATA.
d) Pro kazdou positivné definitni B existuje regularni A tak, ze B = ATA.
Dokazte pomoci maticové kongruence, 7e determinant positivné [semi]definitni matice je

kladny [nezaporny].

(%) Positivné semidefinitni symetrické matice lze vidét jako zobecnéni nezapornych &isel.
Proto se nékdy positivni semidefinitnost znaci A > 0. Zapis A < B je pak zkratkou pro
B-A*>oO.

a) Dokaite, Ze relace =< je Castefné usporadani (tj. reflexivni, tranzitivni a antisymet-
rickd) na mnoziné symetrickych matic n x n.

20 (‘;) zna¢i mnozinu viech k-prvkovych podmnozin mnoziny V.
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6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

Na zakladé podobnosti relace < a relace < na mnoziné R bychom ocekévali, ze:

b) Pokud A < B a C <D, potom A+ C <B+D.
¢) Pokud A > 0 a a > 0, potom aA * 0.

d) Pokud A = 0, potom A% = 0.

e) Pokud A =0 a B > 0, potom AB > 0.

f) Pokud A > 0 a B = 0, potom ABA > 0.

Které z téchto tvrzeni plati a ktera neplati? Odpovédi dokazte.

() Geometrickou uvahou najdéte asponi dva vlastni vektory a pifslusna vlastni cisla
reflektoru.

(%) Je znamo, Ze libovolnou rotaci ve tfirozmérném prostoru lze realizovat jako rotaci
kolem jisté pfimky (jdouci po¢atkem) o jisty thel. Geometrickou tvahou zjistéte co nejvice
o vlastnich ¢islech a vektorech rota¢ni matice rozméru 3 x 3.

Dokazte, Ze kazdy ortogonalni projektor je positivné semidefinitni.

(%) Dokazte, Ze projektor mé vzdy vlastni ¢islo 1, nékdy ma i vlastni &islo 0 a jina vlastni
¢isla mit nemiize.

Jaké je znaménko determinantu negativné (semi)definitni matice?

Na Wikipedii vyhledejte hesla conic section (kuZzelosetka) a quadric surface (kvadrika).
Vsechny typy kuZelosecek a kvadrik (nedegenerovanych i denenerovanych) tam uvedené
zkuste napsat jako vrstevnice vhodnych kvadratickych forem nebo funkei.

(%) Elipsu lze definovat jako mnozinu bodi v roving, které maji od dané dvojice bodi
(ohnisek) konstantni soudet vzdalenosti*'. Pokud elipsa m4 st¥ed v pocatku, je to tedy
mnozina bodi x spliwjicich ||x — al| 4 [|x + a|| = 1. Clovék by si mohl myslet, 7e v R”
bude tato mnozina elipsoid se stiedem v poéatku, tedy bude popsana rovnici x’ Ax = 1
pro né&jaké positivné definitni A. Je to pravda? Pokud ano, jak se najde A zname-li a?

Napovéda a feSeni

6.5.
6.6.

6.7.

6.8.

Vlastni ¢isla se zvétsi o a. Vlastni vektory jsou stejné.

Necht ABv = Av kde v # 0 (vlastni vektory nesmi byt nulové) a A # 0 (pfedpoklad). Z toho
plyne BABv = ABv a Bv # 0, tedy BAu = Au, kde u = Bv # 0.

Necht A je symetrické. Ze spektralniho rozkladu je det A = det(VAVT) = det V. det A det(VT) =
det Vdet(VT)det A = det(VVT)det A = detTdet A = det A = Xj---\,, kde jsme dvakrat
pouzili vzorec pro determinant souc¢inu matic (§2.1.5).

(a) Symetrickd Gaussova eliminace: od druhého Fadku/sloupce odecteme dvojnasobek prvniho,
¢imz dostaneme diagonalni matici [(1) 705} . Protoze na diagonale jsou ¢isla s riznymi znaménky,
dle Tvrzeni 6.5 a 6.6 je vstupni matice indefinitni.
Diikaz indefinitnosti vypoctem vlastnich &isel (viz Tvrzeni 6.9) je pracnéjsi, vyjdou —1 a 3.
Pomoci hlavnich minorii: Oznaéme vstupni matici jako A = [§2]. Jeji hlavni minory jsou
1,-3,1, tedy matice A neni positivné semidefinitni. Hlavni minory matice — A jsou —1, —3, —1,
tedy —A neni positivné semidefinitni, tedy A neni negativné semidefinitni. Z toho plyne, ze
A je indefinitni.

5 21Mozna vite, jak pomoci této definice nakreslit elipsu. Potiebujete papir, dva $pendliky (hfebiky...) a tuzku.
Spendliky zapichnete do papiru (jejich vzdalenost musi byt mensi nez délka provazku) a pfivazete k nim oba
konce provazku. Pak uz jen tuzkou jedete po papiru tak, aby udrzovala provazek stale napnuty.
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(b) positivné definitni. Sym. Gaussova eliminace d4 matici [(2) 392]. V1. &isla jsou 1, 3.
(¢) Diky Diisledku 6.4 (viz Piiklad 6.3) okamzité vidime, Ze matice je indefinitni.
Sym. Gaussova eliminace: nejprve musime udélat ekv. apravu, ktera ucini pivot a1 nenulovy,
napf. pfi¢teme druhy fadek/sloupec k prvnimu, coz da % (1)] Pak odecteme polovinu prvniho
radku/sloupce od druhého, coz da [3 B /2]‘
VL ¢isla jsou —1, 1.
(d) positivné semidefinitni. Matice je jiz diagonalni, takze nemusime nic délat. V1. &isla jsou jeji
diagonalni prvky, 0,1.
(e) indefinitni, coz ihned vidime diky Dusledku 6.4.
Kdybychom presto chtéli délat sym. Gaussovu eliminace, pak ta v prvni iteraci délat nic,
protoze prvky pod a vpravo od pivotu aj; jsou uz nulové. Ve druhé iteraci musi uéinit pivot age
nenulovy napf. pri¢tenim tfetiho fadku/sloupce k druhému. Pak vynuluje prvky asz a ags.
10 0
% ie 02 0
Vysledek je [0 2 _1/2].
Vypocet vl. ¢isel da vice prace (kubicka rovnice), vyjdou ale ndhodou hezky: —1,1,1.
30 0 30 0
(f) positivné definitni. Sym. Gaussova eliminace da postupné {0 5/3 2/3} a {0 5/3 0 } .
02/38/3 00 12/5
(g) indefinitni, coz ihned vidime ze znamének diagonélnich prvki (viz Cviceni 6.16).
6.9. Matice A neni symetrickd. Musime ji nejdfive symetrizovat, tj. vzit matici %(A + AT), a pak
teprv pocitat vlastni ¢isla. Tim zjistime, ze zadné tvrzeni neplati.

31
6.10.a) A = L 3}

v2 | 1 1

6.11. Hyperbola, nebot A ma nenulové vlastni ¢isla opa¢nych znamének.

6.10b) a =2, b=4,U =L {_1 1}

6.13. Rexlexivnost: kazda matice je kongruentni sama sobé&, nebot v (6.5) lze zvolit C = I. Symetrie:
A ~ B znamens, 7e (6.5) plati pro ngjakou regularni C. Pak ale matice C™! je také regularni a
plati A = C"TBC™!, tedy z definice kongruence mame B ~ A. Transitivnost dokaZte sami.

1 2 3 A

9 _ 2} , b= {_ 6} , ¢ = 5. Doplnéni na ¢tverec existuje
(protoZe A je regularni). Funkce nemé extrém (protoze A je indefinitn{), mé sedlo v bodé (3, —1).

6.14.b) M4 minimum v bodé —(3,1)/2.

6.15.a) Je (z; — ;)? = 2 — 2x;25 + mjz Tedy f je homogenni polynom stupné dva, coz je kvadraticka
forma.

6.14.a) Pfevod na tvar (6.20): x = B} A= {

6.15.b) Funkce je soucet ¢tvercli (druhych mocnin), tedy f(x) > 0 pro vSechna x € R", tedy f je
positivné semidefinitni. Zaroven f(x) = 0, kdyz vSechny slozky x; jsou stejné (tedy x = al pro
libovolné a € R), tedy neni positivné definitni.

6.15.c) Zjevné f(x) = 0, pravé kdyz x; = z; pro vSechna {i,7} € E. Kdyz graf je souvisly, nastane
to pravé tehdy, kdyz vSechna x; jsou stejné. Jinak to nastane pravé tehdy, kdyz jsou x; stejna
v kazdé komponenté grafu.

6.15.d) Z(xz —z;)? = %Z x?— Z i + %Z z? = Z z? - Z 2y = x' Dx — xT Ax
{i.5} {i.5} {i.5} {i.5} {i.5} {15}
6.16. Viz Dusledek 6.3. Vysledky: (a) matice nemuZe byt positivné definitni ani negativné semidefinitni,
(b) nemtiZze byt negativné semidefinitni, (c) nemuize byt positivné semidefinitni, (d) nemize byt
positivné indefinitni ani negativné indefinitni, tudiz je indefinitni.
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6.17. xT(ATA + pI)x = xT AT Ax + pxTIx = ||Ax||? + px||? > 0 pro kazdé x # 0.

6.18. Necht A = VAVT. Matice A je positivné semidefinitni, pravé kdy# jsou viechny diagonalni prvky
matice A (coZ jsou vlastni ¢isla matice A) nezdporné. Jak jsme Fekli v §6.3.2, A je invertovatelna
pravé kdyz A je invertovatelnd, neboli A ma na diagonale nenulové prvky. Ale A je positivné
definitni, pravé kdyz jeji vl. ¢isla jsou kladné, tj. neziporna a nenulova.

6.19.a) V §6.3.1 jsme ukazali, ze kazda symetrickd matice je kongruentni né&jaké diagonalni matici,
tedy existuje regularni C a diagonalni B tak, ze A = CTBC. Dle Tvrzeni 6.5 je B posi-
tivné definitni, tedy dle Tvrzeni 6.6 méa na diagonale kladné prvky a je tedy regularni. Je tedy
A~ = (CTBC)™! = C'B~'C7. Protoze inverze diagonilni matice B je jednoduse B~! =
diag(1/b11,...,1/bpn), je B™! také positivné definitni a dle Tvrzeni 6.6 tedy i A~1.

6.19.b) Necht A je positivné definitni, tedy x” Ax > 0 pro kazdé x # 0. Kdyby A nebyla invertovatelna
(tj. regularni), dle Véty 3.9 by méla netrivialni nulovy prostor, tedy Ax = 0 pro né&jaké x # 0.
Ale to nelze, protoze pak by také x” Ax = 0.

Necht A je invertovatelna. Polozme y = Ax a x = A~ly. Vime, ze x" Ax > 0 pro kazdé x # 0.
Z toho xTAx = yTA-TAA~'y = yTA~'y > 0. Protoze zobrazeni f(x) = Ax je bijekee, je
yTA=ly > 0 pro kazdé y # 0.

6.20.2) xTATAx = (Ax)TAx = ||Ax|? >0

6.20.b) Vime, ze ATA je p.s.d. pro kazdou A. Tedy staci dokézat, ze ATA je invertovatelna, pravé
kdyZz A ma l.n. sloupce. To jsme dokazali v (5.7).

6.20.c) Ve spektralnim rozkladu B = VAV” mé A nezaporné diagonalni prvky. Polozme A = A/2VT,

6.20.d) Ve spektralnim rozkladu B = VAVT ma A kladné diagonalni prvky. Polozme A = AV2VT,

6.21. Vime, 7e ke kazdé symetrické matici A existuje kongruentni diagonalni B, tj. A = CTBC pro
n&jakou regularni C. Mame det A = det(CTBC) = det(CT)det Bdet C = det Cdet Bdet C =

(det C)% det B. Ale je-li A positivné semidefinitni, pak je i B a tedy det B > 0. Zaroven det C # 0
protoze C je regularni. Srov. Cviceni 6.7.

6.22.a) Relace je reflexivni, kdyz A < A pro kazdou A, neboli A — A > 0, coz plati.
Pro dalsf si viimnéte, 7e A < B znamena (Vx)(x? Ax < xTBx). Relace je antisymetricka, kdy?
A=<B=<A = A=B. Ale x"Ax < x"Bx < x"Ax implikuje x” Ax = x"Bx. To plati pro
vSechna x, protoze A, B jsou symetrické.

Relace je tranzitivni, kdyz A < B < C = A < C. To plati, nebot xTAx < x"Bx < xTCx =
xT'Ax < xTCx.

6.25. Chceme dokazat, Ze pro kazdy ortog. projektor P a kazdy vektor x plati xIPx > 0. Protoze
ortog. projektor spliiuje P2 = P = P7 mame P = PTP a tedy x’Px = x’PTPx = ||Px||
coz je jisté nezaporné ¢islo. Geometricky to znamena, ze tihel mezi vektory x a Px je pravy nebo
ostry, dle (4.3)).

6.26. Projektor P splimje P? = P. Je-li A vlastni ¢islo P, pak Pv = Av pro n&jaké v # 0. Vynasobenim

matici P zleva z toho mame P2v = Pv = APv. Jestlize Pv # 0, pak A = 1. Jestlize Pv = 0, pak
A =0 (nebot v # 0).
Osvétleme tento vysledek také geometricky. Vlastni vektory v piislusné A = 0 spliuji Pv = 0,
tedy tvori podprostor null P bez poc¢atku. To geometricky odpovida tomu, ze vSechny vektory
z null P se promitaji do pocatku. Vlastni vektory pfislusné A = 1 spliwji Pv = v, coz (diky
vlastnostem projektoru) plati jen pro v € rng P, tedy tvoii podprostor rngP bez pocatku. To
odpovidéa tomu, ze vektory z rng P se projekci nezméni.

6.27. Ze §6.2 vime, Ze positivné [semi|definitni matice ma determinant kladny [nezaporny|. Dale vime,
7e matice A je negativné [semi|definitni, pravé kdyz —A je positivné [semi|definitni. Pro matici
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A € R™™ plati det(—A) = (—1)" det A (viz Cviceni 2.22). Tedy negativné [semi|definitni matice
ma determinant kladny [nezaporny| pro sudé n a zaporny [nekladny] pro liché n.
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Kapitola 7

PCA a SVD

7.1 Uloha na nejvétsi/nejmensi stopu

Ukéazeme nyni, ze vlastni ¢isla a vektory symetrické matice tzce souvisi s jistymi jednoduchymi
optimaliza¢nimi tlohami. Na zakladé téchto teoretickych vysledkt pak v §7.2 formulujeme
algoritmus na proloZeni bodi podprostorem (PCA).

Necht A = VAVT je spektralni rozklad symetrické matice A € R™ ", tedy matice A =
diag(A1, ..., A,) je diagondlnia V = [vy --- v,] je ortogonalni. Predpokladdme opét, Ze vlastni
Cisla jsou sestupné sefazena, Ay > --- > \,.

Véta 7.1. Optiméalni hodnota tlohy
max{x’Ax | x € R", xTx =1} (7.1)

je rovna A; (tedy nejvétiimu vlastnimu &slu matice A) a nabyva se pro! x = v.

Drikaz. Myslenka ditkazu je jednoduchéa: dosadime-li za matici A jeji spektralni rozklad, reseni
ulohy se stane oc¢ividnym. Zopakujme rovnost (6.18),

xTAx = x"VAVTx = yTAy = M2 + - + M1,
kde jsme substituci x = Vy (neboli y = VTx) diagonalizovali kvadratickou formu. ProtoZe
V je ortogonalni, je x’x = y' VI Vy = yTy, tedy podminka x”x = 1 je ekvivalentni podmince

yTy = 1. Tedy tloha (7.1) m4 stejnou optimaln{ hodnotu jako tiloha

max{y Ay |y'y =1, yeR"} =max{ ANyl + -+ N2 | vi++v>=1v,..., 0, ER}

(7.2)
Elementarni tvahou (viz Cvi¢eni 7.3 a Priklad 12.4) vidime, Ze maximum nastane pro y; = 1
ays=---=1y,=0,tj. proy = e; (prvni vektor standardni baze). To odpovida x = Ve; = v;
aylAy = \. |

Ulohu (7.1) lze zobecnit:

!'Netvrdime, Ze se optimum nabyva pouze v bod& v,,. Je-li vlastni &islo A\; nasobné, nabyva se ve vice bodech.
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Véta 7.2. Necht k < n. Optimalni hodnota tlohy 2
max{ tr(XTAX) | X € R"* X'X =T} (7.3)

je rovna A + -+ - + A; (tedy souctu k nejvétsich vlastnich ¢isel matice A) a nabyva se pro
X = [vl Vk].

Pred dikazem Véty 7.2 osvétlime jeji vyznam. Oznacime-li sloupce matice X jako xi,...,X; €
R", podminka XTX = I fika, Ze tyto vektory museji byt ortonormélni. Dale plati (roznisobte
blokové matice a pouZijte definici stopy, viz Cviceni 7.6)

tr(XTAX) = xFAx; + -+ 4 xF Axy,. (7.4)
Tedy v tloze (7.3) hledame ortonormalni vektory xi, ..., Xy, které maximalizuji soucet kvad-
ratickych forem (7.4). Véta Tiké, Ze takové vektory jsou pravé vy, ..., vy, tedy (normalizované)

vlastni vektory prislusné k£ nejvétsim vlastnim ¢éislim. Nyni dikaz véty:

Diikaz. Substituci X = VY (neboli Y = VTX) opét pievedeme tlohu na jednodussi tvar. Je
tr(XTAX) = tr(XTVAVTX) = tr(YTAY). Protoze XTX = YIVIVY = YTY, podminka
XTX =1 je ekvivalentni podmince YTY = I. Tedy tloha (7.3) ma stejnou optimalni hodnotu
jako tuloha
max{tr(Y'AY) | Y e R"* YTY =1}. (7.5)
Resme tlohu (7.5). Z vlastnosti stopy (viz §2.1.6) mame
tr(YTAY) = tr(YYTA) = tr(PA) = \ipiy + -+ + A\Dons

kde &isla pyi, . .., Pan jsou diagondlni prvky matice (ortogonalniho projektoru) P = YYZ. Tato
¢isla spliwji rovnost

piut o pm =trP =tr(YY?) = tr(Y'Y) = tr I, = k.
Dale splituji nerovnosti 0 < p; < 1 pro kazdé i = 1,...,n (viz Cviceni 5.15). Uvazujme tlohu®
max{ \ip11 + -+ MPun | P11+ F 0=k, 0<p; <1Vi=1,...,n}. (7.6)
Tuto tlohu vyfesime snadno tvahou (viz Priklad 12.5): maximalni hodnota je Ay + -+ 4+ Ay a
nabyva se pro p1; = -+ = pgr = 1 @ Ppy1p41 =+ = Py = 1. Ale matici P = YY7 s témito

diagonalnimi prvky lze realizovat volbou Y = Ig} . Z toho X =VY = [V1 cee vk}. [ ]

Uvedme jesté ‘bezsoutfadnicovy’ pohled na tlohu 7.3. Je-li X C R™ podprostor dimenze k,
pak vyraz (7.4) je stejny pro vSechny ortonormalni baze X = [xl xk] podprostoru X:
opravdu, z cyklicnosti stopy mame tr(XTAX) = tr(XXTA) = tr(PA), kde P = XXT7 je orto-
gonalni projektor na podprostor X, o némz z §5.2 vime, Ze nezavisi na bazi podprostoru. Proto
muZeme vyraz (7.4) oznadit try A a nazvat ho stopa matice A na podprostoru X. V tloze 7.2
pak hledame podprostor X C R™ dimenze k, na kterém je stopa trx A matice A nejvétsi.

Kdybychom maximum v tloze (7.3) nahradili minimem, analogicky by se dokazalo, Ze op-
timaln{ hodnota je A\,_xi1 + -+ + A, (souCet k nejmensich vlastnich ¢isel) a nabyva se pro
X = [Vn,kﬂ vn}.

2Namitnete, ze tloha (7.3) neni ve tvaru (1.14), protoze optimalizujeme pfes mnozinu matic a ne vektorti.
To je ale jen zalezitost znaceni, nebot matici rozméru m x n lze vidét jako vektor s mn slozkami.

3Uloha (7.5) je zobecnénim tlohy (7.1). Abyste to lépe vidéli, uvédomte si, Ze tlohu (7.2) lze psat jako
max{\p1+ -+ APp [ P11+ +pn=10<p; <1Vi=1,...,n}, kde jsme oznacili p; = y2.
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7.2 Prolozeni bodt podprostorem

Necht jsou dany body ay,...,a, € R™ a pfirozené ¢islo k& < m. Hledejme linearni podprostor
dimenze k prostoru R™, ktery minimalizuje soucet ¢tverci vzdélenosti k bodim ay, ..., a,. Pro
pohodli ulozime dané body jako sloupce do matice A = [a1 e a,,,] € R™*", Obrézek ukazuje
piiklad bodu (plna kolecka) a optimélniho podprostoru (plna ¢ara) pron =15, m =2, k=1
(minimalizujeme soucet druhych mocnin délek preruSovanych usecek):

Reprezentujme hledany podprostor jeho ortonormalni bazi, ktera necht tvoii sloupecky ma-
tice X € R™** tedy XTX = I. Uvazujme i ortogonalni doplnék tohoto podprostoru, ktery dle
Véty 4.1 mé dimenzi m — k. Budeme ho reprezentovat ortonormélni bazi, tvorici sloupce ma-
tice Y € R™* (M=% tedy mame Y'Y =T a (rng X)* = rng Y. Viz obrazek (zatim na obrazku
ignorujte symboly s b, které budeme potiebovat az pozdéji):

mgY = (mgX)+

mgX = (rmgY)+

\ bj = XC]' = XXTa]-
wlag = byl = [YY a[| = [ Y]
> a;

< byl = XX Tay | = [ X ay||

Vzdalenost bodu a; od podprostoru rng X je délka projekce na jeho ortogonalni doplnék,

tj. [YYTa;|| = |[YTa,| (viz §5.2.1). Chceme minimalizovat soudet &tverct téchto vzdalenosti
Y Tan 4+ YT, = YT A, (7.7

kde || - || ve druhém vyrazu zna¢i Frobeniovu maticovou normu (2.11). Resfme tedy tlohu
min{ [|[YZA|? | Y e R™™F YTy =1}, (7.8)

Lze se na to ale podivat i jinak. Z Pythagorovy véty mame

X ay | + (Y ay]|* = [lay]%, (7.9)
kde || XXTa,| = | XTa,| je vzdilenost bodu a; od podprostoru rng Y (viz obrazek). Po dosazen{
YTa,||? ze (7.9) vidime, Ze vyraz (7.7) je, aZ na konstantu ||a;]|? + - - - + [|a,||> = ||A]|?, roven
zdpornému vyrazu

[XTayll? + -+ [ XTay | = |XTAJ? = tr(XTAATX) (7.10)
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Ukazali jsme, Ze minimalizace souc¢tu ¢tvercu vzdalenosti bodi od podprostoru je ekvivalentni
maximalizaci sou¢tu ¢tverct vzdalenosti bodi od jeho ortogonalniho dopliku. To vede na tlohu

max{ |XTA|?| X e R™** XTX =1}. (7.11)

Z vlastnosti Frobeniovy normy a stopy (viz §2.1.6 a §2.1.7) plyne | XTA |2 = tr(XTAATX)
a HYTAJ|2 = tr(YTAATY). Tedy tloha (7.8) resp. (7.11) je tiloha na nejmens{ resp. nejvétsi
stopu®*. Regeni obou tiloh ziskdme ze spektralniho rozkladu matice AAT:

Tvrzeni 7.3. Ulohu na proloZeni bodi podprostorem vyfesime tak, Ze spocitame spektralni
rozklad VAVT = AAT matice AAT (kde vlastni &isla jsou sestupné sefazena) a ortogonalni
matici V = [X Y] € R™™ rozdélime do dvou bloki X € R™*F a Y € R™*(m—k) Pak:
e Matice X (tj. vlastni vektory odpovidajici & nejvétsim vlastnim ¢islim) jsou FeSenim
ulohy (7.11), jeji sloupce jsou tedy ortonorméalni béze hledaného podprostoru.
e Matice Y (tj. vlastni vektory odpovidajici m — k nejmensim vlastnim &islim) je FeSenim
ulohy (7.8), jeji sloupce jsou tedy ortonormélni baze ortogonalniho doplitku hledaného

podprostoru.
Dikaz. Plyne okamzité z Véty 7.2 a Tvrzeni 4.7. [ ]
Optimalni hodnota tlohy (7.8) je chyba proloZeni naSich bodi ay,...,a, podprostorem

dimenze k, neboli je to mira, do jaké tyto body nelezi v (ngjakém) podprostoru dimenze k.
Dle §7.1 je tato optimalni hodnota rovna

)‘k+1 +-+ )\m-, (712)
tj. soudet m — k nejmensich vlastnich &isel matice AAT.

Piiklad 7.1. Jsou dany body ay,...,a, v prostoru R3 jez tvoii sloupce matice A € R3*™.
Necht AAT = VAVT je spektralni rozklad matice AAT, kde V = [Vl Vo Vg] € R¥>3 4
A1 > X > A3 > 0. Primka prochazejici pofatkem (tedy k = 1), kterd minimalizuje soucet
Gtvercu vzdalenosti od bodii, je mnozina

span{v,} = (span{vy, vs})t = {x € R® | vIx =vix =0}.

Cislo Ay + A fika, do jaké miry body nelezi v (n&jaké) piimce prochazejici pocatkem.
Rovina prochéazejici po¢atkem (tedy k = 2), ktera minimalizuje soucet ¢tverct vzdalenosti
od bodi, je mnozina

span{vy, vy} = (span{vz})* = {x € R* | vix =0}.

Cislo As Tika, do jaké miry body nelezi v (n&jaké) roviné prochazejici pocatkem. ¢

4Snad je jasné, ze A v §(7.11) a (7.8) je jinad matice nez v §7.1. Podobng, Y v tloze (7.8) oznaéuje jinou
matici nez Y v dikazu Véty 7.2.
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7.2.1 Jiny pohled: nejblizsi matice niZ$i hodnosti

Ulohu na optimalni prolozeni bodit podprostorem lze formulovat i jinym, ekvivalentnim zpi-
sobem (viz obrazek vyse): hledame body by, ..., b, € R™, které lezi v (néjakém neznamém)
podprostoru dimenze k£ a minimalizuji soucet ¢tverct vzdélenosti

ag = bu|]* +--- + la, — ba|* = |[A - B (7.13)

k danym bodim ay, . . ., a,. Vyraz (7.13) jsme napsali i v maticové formé, kde B = [bl e bn] €
R™*" je matice se sloupci by, ..., b,. Body by, ..., b, lezi v podprostoru dimenze k, pravé kdyz®
dimspan{b;,...,b,} = dimrng B = rank B < k. (7.14)

Ulohu lze tedy napsat jakoS
min{ |[A — B||* | B € R™" rankB < k }. (7.15)

To ale znamena, Ze k dané matici A hleddme nejblizsi (ve smyslu Frobeniovy normy) matici B
hodnosti nejvyse k. Tato tloha je angl. znama jako low rank approximation.

Tvrzeni 7.4. Ulohy (7.15) a (7.8) maji stejnou optimalni hodnotu.
Optimalni fegeni tlohy (7.15) je B = XXTA kde X je matice z Tvrzeni 7.3.

Drikaz. Dtkaz snadno plyne z tivahy vySe. At uz je podprostor, ve kterém body b, lezi, jakyko-
liv, tak v optimu budou body b; ur¢ité ortogonalnimi projekcemi bodi a; na tento podprostor.
Jinak by totiz vyraz (7.13) 8el zmensit posunutim nékterého bodu v tomto podprostoru. Tedy
feseni tlohy (7.15) najdeme tak, Ze nejprve najdeme optimalni podprostor rng X dle Tvrzeni 7.3
a pak na néj promitneme body a;.

Ortogonalni projektor na tento optimalni podprostor je XX a na. jeho ortogonalni doplnék
YYT =1—XXT (viz Tvrzeni 4.7). Vzdalenost bodu a; od optimalniho podprostoru je ||a; —
b;|| = |la; — XXTa,|| = [|I — XXD)a,|| = ||[YY7 || = |[YTa;||. Sectenim pies viechna j
dostaneme tcelové funkee tloh (7.15) a (7.8). ]

Projekci b = XX”a bodu a na optimalni podprostor miizeme psit jako b = Xe, kde
¢ = XTa € RF jsou soutadnice bodu b v ortonormélni bazi tvofené sloupci matice X. Tedy
B = XXTA lze psit jako B = XC, kde sloupce cy,...,c, matice C = XTA € R¥*" jsou
soufadnice bodi by,..., b, v této bazi. Pro n > m Fegeni tlohy (7.15) muZeme vidé&t jako
kompresi dat uloZenych v matici A: body aj,...,a, chceme nahradit body cy,...,c, (které
zaberou v paméti daleko méné &fsel, pficemz velikost baze X je zanedbatelnd) tak, aby chyba
aproximace (7.13) byla co nejmensi. Srovnej s Vétou 3.6 o rank factorization!

7.2.2 Co kdyzZ prokladame afinnim podprostorem?

Zméhme nyni tlohu tak, Ze misto (linearntho) podprostoru hledame afinni podprostor di-
menze k, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti od bodu ag, ..., a,.

®V (7.14) je rank B < k a ne rank B = k (jak byste asi ¢ekali), protoze kdyz mnozina bodii lezi v podprostoru
n&jaké dimenze, pak lezi i v (n&jakém) podprostoru libovolné vétsi dimenze (napi. kdyZz mnozina boda v R? lezi
na pfimce, tak lezi také v roving).

6Pozor, v tiloze (7.15) je nezndma matice znacena jako B, na coz asi nejste zvykli.
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Tvrzeni 7.5. Afinni podprostor dimenze k£ < m minimalizujici soucet ¢tverct vzdélenosti
od bodi ay, ..., a, € R™ prochazi jejich tézistéem a = %(al +---+a,).

Diikaz. Hledany afinni podprostor parametrizujme jako (viz Véta 3.13)
{beR" | Y'b=y}, (7.16)

kde” Y € R™ (™% je matice s ortonormalnimi sloupci a y € R". Vzdalenost bodu a €
R™ od tohoto podprostoru je |[YZa — y|| (viz §5.2.1). Soudet ¢tvercii vzdalenosti viech bodi
od podprostoru je

Ya — |+ + Y a, — |

Tento vyraz tedy musime minimalizovat pfes proménné Y a y za podminky Y7Y = I. Po-
kud je Y pevné a minimalizujeme pouze p¥es y, minimum se nabyvd v bodé y = YTa (viz
Priklad 1.12). Z toho plyne (pro¢?), ze podprostor (7.16) obsahuje bod a. ]

Nyni je feSeni jasné: nejprve posuneme body ay,...,a, tak, aby jejich tézisté lezelo v po-
¢atku, a potom najdeme (linearni) podprostor minimalizujici soucet ¢tvercti vzdéalenosti od po-
sunutych bodu dle Tvrzeni 7.3. Jeho posunutim zpét pak ziskdme kyZeny afinni podprostor.

Uloha na prolozeni bod# afinnim podprostorem dimenze k je statistice znamé jako rozvoj
podle hlavnich komponent (angl. principal component analysis, PCA) nebo Karhunen-Loewiv
rozvoj. Podotknéme, Ze tlohu nelze nijak prevést na priblizné feSeni soustavy linedrnich rovnic
ve smyslu nejmensich ¢tvercti, tedy alohu (5.2). Za piedpokladu a = 0 je ve statistice ma-
tice TAAT = L(ajal + .-+ a,a)) interpretovana jako empirickd kovariancni matice vzorku
aj,...,a, m-rozmérné ndhodné veli¢iny (viz poznamka u Véty 5.1).

7.3 Preurcené homogenni linearni soustavy
Resme homogenni soustavu linearnich rovnic
Ax =0, (7.17)

kde A € R™*". Jeji mnozinou feSeni je null A, coZ je linearni podprostor R dimenze n—rank A
viz (3.20). MiZe byt homogenni soustava ‘pieuréend’? Preurdenost neni rozumné definovat jako
u nehomogenni soustavy (viz §5.1), protoZze homogenni soustava ma vzdy trividln{ feseni x = 0.
Kdybychom tedy ‘pfeurcenou’ soustavu (7.17) zkusili pfiblizné Fesit jako minimalizaci ||Ax]|,
dostali bychom trivialni optiméalni feSeni x = 0.

Abychom se tomu vyhnuli, miZzeme navic pozadovat x”x = 1. To vede na tlohu

min{ [|[Ax|| | x € R", x'x =1}. (7.18)

Protoze ||Ax|? = xTATAx, feSenfm této tlohy vlastni vektor matice AT A pifslugny jejimu
nejmensimu vlastnimu &islu.

Piiklad 7.2 (p¥ibliZzné proloZeni bodu kuZeloseckou). KuZelosetka (viz §6.4.2) je mno-
Zina
K ={(z,y) € R?| Q(z,y) = a12° + asxy + azy® + asx + asy + ag = 0 }.

"Porovnejte mnozinu (7.16) s mnozinou rng X = (g Y)* = null(Y?) = {beR™ | Y b =0}.
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Parametry a = (aj,...,as) € R® uréuji kuzelosecku. Viimnéte si, ze ne pro kazdy vektor a
je mnozina K kuZelosetka: pro a = 0 bude K = R2. Déle, vynasobime-li vektor a nenulovym
skalarem, mnozina k se nezméni.

Je dano m bodi (z1,%1), -, (T, Ym) € R?, 0 kterych vime, Ze maji leZet na kuZelosecce.
Body jsou ale zatiZzeny Sumem, tedy obecné nemusi existovat kuzelosecka, které jimi prochézi.

dlohy je, Ze hleddme parametry a, které minimalizuji soucet ¢tverct vzdalenosti bodi od kiivky.
Vyftesit pfesné tuto ulohu je ale obtizné.
Formulujme proto tlohu p#iblizné: hledejme vektor a, ktery minimalizuji soucet

Q(x17y1)2+'"+Q(fl;m=yM)2- (7'19)

Tato formulace ale nevyjadiuje to, co chceme, protoZe minimum vyrazu (7.19) se nabyva pro
a = 0. V tomto piipadé mnozina K neni kiivka, ale cela rovina R2, coz rozhodné nechceme. Ve
skutecnosti navic potfebujeme, aby aspoil jedno z ¢isel aq, ..., ag bylo nenulové. Toho doséh-
neme uvalenim podminky

ala=al+ - +a2=1 (7.20)

Vsimnéte si, ze pro kazdou kuzelosecku muzeme dosdhnout splnéni této podminky, protoze
vynasobeni vektoru a libovolnym nenulovym ¢&islem nezméni mnozinu K.

Minimalizace (7.19) za podminky (7.20) se da psit jako minimalizace ||Ba||? za podminky
aTa=1, kde
omy oy omoy 1
B= | : . S

2 2
Ty TmYm Ym T Ym 1 ¢

Obecnéji, soustavu (7.17) nazveme preurcéenou tehdy, kdyZz dimenze jejiho prostoru feseni je
nizsi nez n&jaka predem znama dimenze n— k. Priblizné feseni soustavy pak vede na tlohu (7.8),
ktera je oviem ckvivalentni tloze (7.15). Uloha (7.15) odpovida tomu, Ze co nejméné zménime
matici A, aby prostor FeSeni soustavy (7.17) mél kyZenou dimenzi n— k. Neboli nejprve najdeme
matici B s hodnost{ k£ nejblizsi matici A, a potom Fesime soustavu Bx = 0, jejiZ prostor reseni
jiz mé dimenzi n — k.

Poznamka: vztah k nehomogennimu pripadu. V §5.1 jsme formulovali pfiblizné reseni
nehomogenni (b # 0) soustavy Ax = b jako tlohu )1(161111{1% |[Ax — bJ|. Mize se zdat, Ze tato
formulace je uplné odlisna od formulace pfiblizného feSeni homogenni soustavy, kterou jsme
uvedli zde. Ale tak tomu neni. Formulujme piibliZzné feSeni nehomogenni soustavy takto: pokud
soustava Ax = b nemé feSeni, zméfime vektor b co nejméné tak, aby soustava feSeni meéla.
Presnéji, hledame vektor ¢ tak, aby pro néjaké x platilo Ax = ¢ a p¥itom ¢islo ||b — c|| bylo co
nejmensi. Tuto tlohu lze napsat jako

min{|b—c| |Ax=c, x€R", ce R"}.

Zde minimalizujeme pfes proménné x a ¢ (nevadi, Ze x se nevyskytuje v ucelové funkei). Ale
tato tloha jde zjednodusit: dosadime ¢ = Ax do ulelové funkce ||b — c||, ¢imZ dostaneme
min [[Ax — b||. Shriime:

x€R™

e V piiblizném reSeni nehomogenni soustavy Ax = b chceme zménit vektor b co nejméné
tak, aby soustava méla feSeni.
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e V piiblizném feSeni homogenni soustavy Ax = 0 chceme zménit matici A co nejméné tak,
aby soustava méla prostor feSeni dané dimenze.

7.4 Singularni rozklad (SVD)

Nyni predstavime dalsi dulezity maticovy rozklad (faktorizaci), jehoZ existence sice snadno
plyne ze spektralniho rozkladu symetrické matice, ale dovoluje néktera tvrzeni formulovat ele-
gantnédji a existuji na néj efektivni numerické algoritmy.

Véta 7.6. Kazdou matici A € R™*" lze rozlozit jako
A=USV" =syuv] + - + s,u,v) (7.21)

kde p = min{m,n}, matice S = diag(s1,...,s,) € RP*? je diagonalni a matice U =
[up -+ w] ER™PaV=][vy - v,] € R”P maji ortonormélni sloupce.

Rozklad (7.21) se nazyva singularni rozklad (singular value decomposition, SVD) matice A.
Napsali jsme ho v maticové formé i jako soucet dyad (srov. (6.16)). Diagonalni prvky si,...,s,
matice S se nazyvaji singularni &isla matice A. Singularni &fsla je zvykem (i Matlab to tak
dgla) volit nezaporna a sestupné je sefadit (podobné jako vlastn{ ¢isla symetrické matice),

§,> > 5 (7.22)

coz lze vzdy zajistit pfipadnym vynasobenim ¢isla s; a jednoho z vektort u;, v; minus jednickou
a permutaci sloupci U,V a diagonalnich prvki S. Sloupce uy,...,u, matice U se nazyvaji
levé singularni vektory a sloupce vy,..., v, matice V pravé singularni vektory matice A.

Riuzné verze SVD. Sou¢in USV se nezméni, piidame-li k matici U libovolné sloupce a
k matici S stejny pocet nulovych radku, protoze pridané sloupce matice U budou v soucinu
nasobeny nulami (nakreslete si matice a rozmyslete!). Podobné, je-li ngkolik poslednich fadku
matice S nulovych (coZ se stane, kdyZ jsou néktera singularni ¢isla nulova), mizeme tyto radky
vynechat a vynechat odpovidajici sloupce matice U. Totéz lze délat se sloupci matice V a
sloupci matice S. Diky tomu se rozlisuji riizné verze SVD, ve kterych vidy plati A = USVT
kde S je diagonalni® a U, V maji ortonormalni sloupce, jen rozméry matic se lisi:

e Plné SVD ma S € R™™ U € R™™ a V € R™". Je-li A siroké prip. tuzka, ziskime ho
doplnénim matice U pfip. V pfidanim sloupct na ortogonalni matici a pridanim odpovida-
jictho poctu nulovych fadku piip. sloupcii matice S.

e Redukované SVD m4a S € RP*P, U € R™*P a V € R"*P_ tj. jako ve Vété 7.6.

e Rank-minimalni SVD? ma S € R™", U € R™" a V € R™ kde r = rank A. Plati
totiz rank A = rankS (plyne z Tvrzeni 3.10), tedy hodnost matice je rovna poctu je-
jich nenulovych singularnich ¢isel. Pokud r < p, pak tedy poslednich p — r diagonalnich
prvki S je nulovych (s,41 =--- = s, = 0) a miZeme vynechat poslednich poslednich p —r
radkt+sloupct matice S a poslednich p — r sloupcti matic U a V.

8Pfipomeiime, Ze diagonalni matice nemusi byt &tvercova (viz §2), diagonalni matice rozméru m x n ma
p = min{m, n} diagonalnich prvki.
9Tato nejmensi verze SVD nem4 ustalené jméno, nékdy se ji také fika kompaktni SVD.
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Prechod od plného k rank-minimalnimu SVD lze napsat jako

o o lve

A=[U U {0 oy,

} =USVT =syu vl 4 -+ 4 s,u,v? (7.23)
kde U € R™", U’ € R™*(m=7) § ¢ R™", V € R™" V' € R™(™ ") a rozméry nulovych matic
plynou z rozmért ostatnich matic (nékteré mohou byt i ‘prazdné’).

Uvédomte si, Ze rizné verze SVD mé smysl rozliSovat jen v maticové formé SVD. NapiSeme-
li SVD jako sumu dyad v (7.21), rozdil mezi verzemi se stane trivialni: séitance s;u;v? proi > p
v této sumé nejsou viibec, a pro r < p je poslednich p — r séitanci nulovych (viz (7.23)).

Piiklad 7.3. Priklad plného a redukovaného (zde i rank-miniméalniho) SVD matice 2 x 3:

AR I I U UM 4T

2/3  —2/3  1/3
C[yNv2o1yv2T 5 0l [V 1/V2 0
B L/ﬂ —wﬂ [0 3} [WE ~VIS 4/VT8 ¢

7.4.1 SVD ze spektralniho rozkladu

Singularni rozklad matice A € R™*™ méa vztah ke spektralnim rozkladim symetrickych matic

AAT c ]Rmxm7 (724&)
ATA ¢ R (7.24b)

T
|;2 % :| c R(mi»n)x(m#»n). (724(,)

Konkrétné, nenulova singularni ¢isla matice A jsou odmocniny z nenulovych vlastnich ¢&isel
matic (7.24a) a (7.24b) a zarovenl jsou to kladna vlastni ¢isla matice (7.24c) (zkuste si to
v Matlabu na nahodnych maticich Al). Singularni vektory lze pak také snadno spocitat z
vlastnich vektori téchto matic.

Je snadné to ukazat pro matici (7.24b) (pro matici (7.24a) to je analogické). Bez ztraty
obecnosti sta¢i uvazovat rank-minimélni SVD, kdy matice S ma vSechny diagonédlni prvky
kladné. Je-li A = USVT, pak

ATA = vSTUTUSVT = VvSTSVT = VS*VT, (7.25)

Ale to je rank-minimalni spektralni rozklad (viz §6.3.2) symetrické positivné semidefinitni (viz
Cvideni 6.20) matice AT A. Vidime, Ze nenulové vlastni &sla matice AT A jsou diagonaln{ prvky
matice S2, tedy druhé mocniny nenulovych singuldrnich &isel matice A. Lze navic dokazat (ve
Cviden{ 7.20), Ze ziskdme-li matice V a S z rozkladu (7.25) a polozime-li U = AVS™! (tj.
u; = Av;/s;) pak takto ziskané matice tvori SVD matice A, tedy plati UTU =1a USVT = A.

Dikaz pro matici (7.24c) je pfedmétem Cviceni 7.21.

Souvislost SVD a spektralniho rozkladu matice (7.24a) p¥ip. (7.24b) je hlavné teoreticky
vysledek a pocitat takto SVD neni numericky vhodné, protoZe vypocet soucinu AA” piip. ATA
vede ke zbytetnym zaokrouhlovacim chybam (jak jsme ukézali v §5.1.1). Praktické algoritmy
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na SVD se proto bud po¢itaji pomoci spektralniho rozkladu matice (7.24c) nebo pouZivaji
plné jiné metody. Tedy kdykoliv chcete poditat spektralni rozklad matice AAT nebo ATA, je
numericky vhodnéjsi pouzit algoritmus na SVD matice A. V Matlabu piikaz [U,S,V]=svd(A)
pocita plné SVD a [U,S,V]=svd(A,’econ’) podita redukované SVD.

7.4.2 Nejblizsi matice nizsi hodnosti z SVD

V §7.2.1 jsme odvodili fegeni tlohy (7.15) pomoci spektralntho rozkladu matice AAT. Nésle-
dujici klasicka véta formuluje toto feseni elegantné pomoci SVD matice A.

Véta 7.7 (Eckart-Young). Necht A = USV” je SVD matice A a k < p = min{m, n}.
Reseni ulohy (7.15) je

B=US, V' =s;uyv] +-- -+ s,uvi  kde Sp= {Ig 8} S (7.26)

(tedy matice Sy se ziskd vynulovanim p — k nejmensich diagonalnich prvka matice S).

Diikaz. Dikaz plyne ze vztahu singularniho a spektralniho rozkladu a z Véty 7.4. Dle §7.4.1
mizeme matici U ve spektralnim rozkladu AAT = UAUT ziskat jako matici U v singularnim
rozkladu A = USVT. ProtoZe jsou vlastni i singularni ¢isla fazeny sestupné, blok této matice
odpovidajici k nejvétsim vlastnim ¢islim matice AAT je X € R™* kde U = [X Y]. Dle
Véty 7.4 je tedy optimalni Yeseni tlohy (7.15) rovno B = XXT A coZ rozepiseme jako B = XC
a C = XTA. Zbytek je cvideni na tpravy maticovych vyrazi:

C=X"A=X"USV' =X"[X Y|sSV'=[X"X X"Y|SV'=[I, 0]sSV"
I, 0

B=XC=X[L 0]SVI =X [X Y] {Ig g}sszu[O 0

} SsvT = Us, VT,

Rozméry nulovych matic se lisi podle toho, zda je SVD plné nebo redukované (véta plati pro
obé& verze SVD). m

Viimnéte si, Ze suma dyad v (7.26) je vlastné zkracena suma v (7.21).

7.4.3 Extrémy linearni funkce isometrie

Zde ukazeme, jak optimalizovat linearni funkci matice s ortonormalnimi sloupci (reprezentujict
tedy isometrii). Linedrni funkce matice X € R™*" ma obecny tvar f(X) = (A, X) = 3_, ; a;jzy;
(viz §2.1.7), kde A € R™*". Tato tloha (7.27) je jednodussi nez (7.3), je to nejjednodussi smys-
luplné tloha s omezenim na ortonormalitu (protoZe co je jednodussiho nez linearni funkce?).

Véta 7.8. Necht m > n a A € R™*". Uloha
max{ (A, X) | X e R™" XX =1} (7.27)

mé optimalni feseni X = UV7T, kde A = USVT je redukované SVD matice A.
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Diikaz. Uvazujme nejdiive piné SVD A = USVT. Plati (A, X) = (USVZ,X) = (S,UTXV)
(viz §2.1.7). Zavedeme substituci Y = UTXV. Protoze U a V jsou ortogondlni, X7X = I plat{
pravé kdyz YTY = I. Tedy tiloha (7.27) je ekvivalentni tloze

max{ (S,Y)|Y e R™" Y'Y =1}. (7.28)
ProtoZe m > n a S je diagonalni, mame (S, Y) = 1911+ - - + Sp¥nn. Protoze YIY =1, prvky
matice Y spliuji nerovnosti —1 < y;; < 1 (viz Cviceni 4.19). ProtoZe si,...,s, > 0, vyraz
(S,Y) proto nemuze byt vétsi nez sy + - - - + s, a tuto hodnotu nabyvéa pro y11 = -+ = ypn = 1.
Existuje pravé jedna matice Y € R™ ™ spliwjici y11 = -+ = Y, = 1 a YIY =1, a to
Y = {IS] To odpovida X = UYVT = U [Ig} V7. Ale matice U Hﬂ je tvofenéd prvnimi n
sloupci matice U, tedy X = UVT kde A = USVT je redukované¢ SVD matice A. [ ]

Tento vysledek lze pouZit pro nalezeni matice s ortonormalnimi sloupci nejblizsi dané matici
A € R™" s m > n, tedy pro TeSeni ulohy

min{ | X — A|? | X e R™" XTX =1}. (7.29)
Mame
IX—AJ? = (X~ A, X~ A) = (X,X) — (X, A) — (A X) + (A, A) = [|X|* —2(A, X) + | A][2
Ale vyrazy ||A||? a || X]||? = tr(XTX) = trI = n nezavisi na X, tedy minimalizace || X — A||? je
totéz jako maximalizace (A, X).
Ortogonalni Prokrustiv problém

Déle 1ze vysledek pouzit na tlohu'®, kterou ¢asto mizeme potkat napf. v robotice. Jsou dany
body aj,...,a; € R a by,...,b, € R™, tvoiici sloupce matic A € R™* a B € R™**, kde

m > n. Hledame takovou isometrickou transformaci X bodi ay,...,ag, aby byly co nejblize
bodim by, ..., by ve smyslu nejmensich ¢tvercti, tedy aby vyraz
k

| Xa; — bi||* = | XA - BJ*

i=1
byl miniméalni. Reifme tedy tulohu
min{ | XA — B|* | X e R™" X"X =1}. (7.30)
Opét mame
[XA - B|* = (XA — B,XA — B) = |[XA|]” — 2(XA,B) + | B|]*.

Ale vyrazy | XA|?> = ||A||? (viz (4.16)) a || B||? jsou konstanty, tedy minimalizace | XA — B||?
je totéZz jako maximalizace (XA,B) = (X, BAT) = (BAT X). Tedy jsme tilohu pievedli na

tvar (7.27).
Pokud dovolime body ay, . . ., a; kromé otoceni/ozrcadleni také posunout, podobnou tvahou
jako v §7.2.2 zjistime, Ze optimalni posunuti je rozdil t&zist bodi by, ..., by a aj, ..., a;.

0Procristés (neboli napina¢) byl loupeznik z fecké mytologie, ktery mél nepifjemny zvyk: zbloudilého pout-
nika donutil ulehnout ve své lesni chaté na postel a kdyz byl nestastnik kratsi nez postel, natahl ho na délku
postele, a kdyz precuhoval, tak ho zase od nohou kousek usekl.
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7.5 Cviceni

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7

7.8.

Jsou déna ¢isla ¢;; € R pro i, = 1,...,n. Minimalizujte vyraz }_, >, ¢;jv;x; pies pro-
ménné 1, ...,T, € R za podminky >, 27 = 1.
Dokazali jsme, Zze optimalni hodnota tlohy 7.1 je nejvétsi vlastni ¢islo matice A. Bude

toto tvrzeni platit, i kdyZ matice A nebude symetricka?

Rekli jsme, Ze maximalni hodnota vyrazu yTAy = \y? + - - - + A\,2 za podminky yTy =
yi+ - +1y2 =1je A (kde piedpokladame (6.17)). DokaZte to presné.
T

x" Ax
—— znam jako Rayleighiiv kvocient'!. Dokazte,
X

Pro ¢tvercovu matici A je vyraz f(x) =
~ T n T
Ze max x)=max{x Ax |[x e R" x'x=1}.

s fox) = max{ x"Ax| )
Pridejme k tloze (7.1) omezeni, ze x musi byt kolmé na vlastni vektory vy, ..., vy. Tedy
maximalizujeme xTAx pies x € R" za podminek x'x = 1 a vix = .- = vIx = 0.
Dokazte, ze optimalni hodnota této tlohy je A\x41 a optimum se nabyva pro x = vi;.

Jsou-li xq,...,xy sloupce matice X, dokazte tyto rovnosti (srov. (7.4)):
tr(XTAX) = (AX, X) = (A, XX7) = xTAx; + - + xL Ax;,.

(%) Miizete namitnout, Ze Véta 7.2 plyne ihned z vysledku Cviceni 7.5, nebot maximalizaci
soutu xT Ax; + - - - + xF Ax;, za podminky ortonormality vektorti x1, ..., Xy, lze provést
takto. V prvnim kroku maximalizujeme x? Ax; za podminky x!x; = 1, coZ ma FeSeni
x; = vy. V druhém kroku x; zafixujeme a maximalizujeme xT Ax; +xZ Ax, za podminky
xTxy =1 a xF'xy = 0, coZ ma fefeni xo = vq. Atd.
Takovému typu algoritmu se fika ‘hladovy’ (angl. greedy). Obecny hladovy algoritmus
je popsén takto. Maximalizujeme uc¢elovou funkci fi(z1) + --- + fi(zx) za podminky
(z1,...,2,) € X, kde X je dan&d mnoZina pfipustnych feseni. Algoritmus v prvnim kroku
maximalizuje fi(z1) za podminky (z1,...,2;) € X. Ve druhém kroku zafixuje promén-
nou z; a maximalizuje fo(z2) za podminky (x1,...,x,) € X. Ve tietim kroku zafixuje
x1, Ty a maximalizuje f3(x3) za podminky (x,...,x,) € X, atd.

a) Hladovy algoritmus obecné nemusi najit globalni optimum (i kdyZ pro tlohu (7.3)

ho najde). Najdéte piiklad (tedy konkrétni k, X a fi,..., fx), kdy ho nenajde.
b) Zformulujte podobnym zpisobem hladovy algoritmus pro tlohu (7.27) (muZzete ho i
naprogramovat). Najde vZdy globalni minimum?

Jsou dany ¢tyii body a; = (3,-3,4), ay = (—2,-3,-2), a3 = (1,0,-1), a, = (3,1,0)
v R3. Najdéte mnozinu X C R?, ktera minimalizuje souéet ¢tvercii kolmych vzdéalenosti
bodti od podprostoru X, kde X je

a) primka prochazejici po¢atkem,

b) rovina prochéazejici po¢atkem,

¢) piimka, kterd nemusi prochéazet poc¢atkem.
Vzdy najdéte vektor xq a ortonormalni bézi linearniho podprostoru X’ tak, aby X =
xg + X'. Déle spocitejte ortogonalni projekce bodii na podprostor X (je snad jasné, co
myslime projekei na afinni podprostor) a souradnice téchto projekei v ortonormalni bazi
podprostoru X’. Pouzijte (A) spektralni rozklad, (B) SVD. MuzZete pouZit pocitac.

11Kvocient’ znamena ‘podil’ nebo ‘zlomek’.
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7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

Je dén spektralni rozklad dané symetrické matice. Jak byste z ného jednoduse nalezli
SVD této matice?

1 (—-13 2 -22
15 |-16 14 —4
je minimalni. Pak spoctéte ||A —B||. Spo¢téte pomoci (a) spektralniho rozkladu, (b) SVD.
Pouzijte pocitac.

Pro matici A = najdéte matici B hodnosti jedna takovou, Ze || A—B]|

Hledame redukované SVD matice A ze Cvieni 7.10 ruéné, bez pocitace. Nékdo nam

napovi, ze U = 1 {_3 4
’ 51 4 3

Mame n = 100 bodii x1, . . ., x, € R'. Chceme najit podprostor dimenze k (kde k < 100)

minimalizujici soucet ¢tvercti vzdalenosti od boda. Jak to udélame co nejefektivnéji?

Néapovéda: pouzijte vysledek Cviceni 6.6.

. Jak byste spocetli matice S, V?

Komutuje operace ortogonalni projekce s operaci tézisté? Tj., kdyz body ay,...,a, € R™

promitneme na podprostor X? Odpovéd dokazte.
Zjednodusme Priiklad 7.2 tak, Zze misto kuzelosecky chceme dané body prolozit piimkou
{(z,y) € R* | ax+by+c = 0}. D&lame to opét tak, Ze minimalizujeme Y, (ax; +by; +c)?
za podminky a? + b® + ¢ = 1.
a) Minimalizuje formulovana tloha soudet ¢tvercit vzdalenosti bodu od pfimky, nebo
jen jeho aproximaci (jako pro kuZzelosecku)?
b) Co kdy# misto omezen{ a? + b + ¢ = 1 pouzijeme omezeni a? + b* = 1?7 Co tloha
vyjadfuje a jak ji vyfesime?
¢) (%) Kdyz v Piikladé 7.2 zménime omezeni (7.20) na a®+b*+ c? +d? +¢2 = 1 piip. na
a? + 1?4+ ¢® = 1, bude tloha minimalizovat piesny soucet &tvercti vzdalenosti bodi
od kuzelosecky?
(x) Dokate, Ze max{xTAy | x € R™, y e R*, x'x =yTy =1} = 51, kde 51 je nejvstsi
singularn{ ¢islo matice A € R™ " a optimalni argument je (x,y) = (uy, v1), tedy levy a
pravy singulérn{ vektor piislusny singularnimu ¢islu s;.
Uvazujme plné SVD matice A € R™ " hodnosti r ve tvaru (7.23) kde U € R™" U’ €
R™<(m=1) 'V ¢ R V' € R™(7) 2 § € R™*". Dokaite, Ze sloupce matic U, U’, V, V'
tvori ortonormalni baze ¢ty zékladnich podprostori matice A (viz §4.2.1), tedy

mgU =rngA, mgU =null(A”), mgV =rmg(AT), mgV’' =nullA.

V Matlabu se ortonormalni baze nulového prostoru matice najde funkci null. Vypiste si
implementaci této funkce matlabskym piikazem edit null a pochopte ji. Nejdéte sou-
vislost se Cvic¢enim 7.16.
(%) Dokazte, ze pro libovolnou matici A existuje limita (5.37) a je rovna pseudoinverzi A*
matice A (dle Véty 5.4). Postupujte takto:

a) Dokaite, 7e A = VSUT, kde A je definované vzorcem (5.31), S} = (S*+puI)~'S

a A = USVT je rank-minimalni SVD matice A.
b) Dokaite, 7e St = lim S} =S~

p—0t

116



7.19. Do této chvile jsme potkali jiz nékolik rozkladt matic: QR, spektralni rozklad, Choleského
rozklad, SVD. Navrh algoritmt na operace s maticemi, FeSeni soustav linearnich rovnic
a rozklady matic je pfedmétem numerické linedrni algebry. Jejim cilem je nalézt rychlé
algoritmy, které jsou odolné vuci zaokrouhlovacim chybam. Existuji volné dostupné soft-
warové baliky na numerickou linearni algebru. Matlab je postaven na baliku LAPACK.
Jiny oblibeny balik je BLAS, ktery obsahuje funkce nizsi arovné nez LAPACK. Najdéte
na internetu dokumentaci k balikim LAPACK a BLAS a prostudujte ji!

7.20. (%) Necht ATA = VS?*VT je rank-minimalni spektralni rozklad matice ATA. Necht
U =AVS~ (tj. u; = Av,/0;). Dokazte, 7e UTU =1 a USVT = A.

7.21. (%) Nenulova singularni ¢isla matice A € R™" jsou kladna vlastn{ ¢isla symetrické matice

T
H-= [g ‘% } € Rm+m)x(m+n) Toto tvrzeni dokaizte ve dvou krocich. Ukaite, Ze:

a) ‘Rank-minimAlni’ spektréalni rozklad matice H Ize psat jako H = WAWT kde

vV Vv S 0 .

_ 1 (m-+n)x(2r) — (2r)x(2r)

w ﬁ[U _U:|€R ) A {0 _S]ER
kde r = rank A, U € R™" a V € R spliwji UTU = VIV =1, a S € R"™" je
diagonalni s kladnymi prvky.

b) Ze spektralniho rozkladu H = WAWT plyne A = USVT.

¢) Najdéte optimalni hodnotu alohy (7.27).

Napovéda a reSeni

7.1.  To je tloha 7.1 (v minimalizaéni form¢), ale v jiném znaceni nez jste zvykli. Uloha jde napsat jako
min{x7Cx | x € R?, xTx =1}, kde C = [¢;;]. Opt. hodnota je nejmensi vlastni &islo symetrické
¢asti matice C.

7.2.  Samoziejmé nebude, protoze zatimco kvadratickda forma se nezméni nahrazenim matice A jeji
symetrickou ¢asti %(A—O—AT), vlastni ¢isla téchto dvou matic budou jina. Vlastni ¢islo nesymetrické
matice ani nemusi byt realné.

7.3. Jeden zptisob dikazu: Mame dokézat, ze pro kazda yi, ..., y, € R splijici y% +---+9y2 =1 plati

AL > Aly% + -+ A\y2. Vyjadiime z podminky y% =1- yg —---—y2 a dosadime do kritéria. Ted
mame tedy dokdzat, 7e pro kazda ya,...,y, € R plati Ay > A(1—y3 — - —y2) +- -+ A\y2. To
uz je snadné.
Druhy zpiisob dikazu: Pro jednoduchost predpokladame A; > Ay (obecnéjsi pripad Ay > Ay si
rozmyslete potom sami). DokéZeme, Ze v optimu musi nutné byt y1 = 1 ays = -+ = y, = 0.
Jinymi slovy dokaite, 7e kdyby bylo y; < 1 (a tedy 42 + --- + 32 > 0), tak byste mohli p¥icist
malé ¢islo 6 > 0 k y; a odecist stejné ¢&islo od ya, ¢imz by podminka y% 4+ y,% =1 zGstala v
platnosti ale vyraz /\1yf + e+ /\nyﬁ by se zvétsil.

7.4.  Kli¢ové je si viimnout, ze f(ax) = f(x) pro kazdé a # 0 a x # 0. To nam dovoli dokazat rovnost
mnozin { f(x) | x € R*\ {0} } = {xTAx | x € R", xTx = 1}. Kazdy prvek z pravé mnoziny
ziejmé patii také do levé mnoziny. Ale také kazdy prvek z levé mnoziny patii do pravé mnozZiny,
protoze kdyZ vektor x vydélime &slem |x]|, bude x”x = 1 a hodnota f(x) se nezméni.

7.5.  Obdobné dikazu Véty 7.1. Spektralnim rozkladem a substituci x = Vy tlohu pfevedeme na
maximalizaci A\1y? + - + A\y2 za podminek y? + - +y2 =lay = - =y, =0.
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7.72) k=2, X = {(z1,72) € R? | 22 + 23 = 1} je kruznice, fi(z) = fa(z) = —. Globalni maxi-
mum je 1 = x9 = —1/ V2 (nakreslete si obrazek). Hladovy algoritmus ovSem v prvnim kroku
maximalizuje —z1 za podminky r% + T% =1, coz da x1 = —1. To uz zustane zafixované.

7.8.a) x¢ = 0, ortonorm. baze X’ je napt. {(0.6912, —0.2181,0.6889)} (zaokrouhleno).

7.8.b) xp = 0, ortonorm. baze X’ je napt. {(0.6912, —0.2181,0.6889), (—0.3771, —0.9221,0.0864)}.

7.8.c) xo = (1.25,—1.25,0.25), ortonorm. baze X’ je napf. {(0.6599,0.0280,0.7508)}.

7.10. Na (a) pouzijte Vétu 7.4, tedy nejdfive spoc¢teme matici Y z Tvrzeni 7.3 a pak spocteme B =
XXTA. Vzdalenost || A—B| ted spoéteme dosazenim; oviem dle Véty 7.4 je také rovna odmocning
z vyrazu (7.12), tj. v/ A1 kde \; je nejmensi vlastni &islo matice AAT.

Na (b) pouzijeme Véty 7.7. Vzdalenost ||A — B|| miZeme spocitat op&t dosazenim, bude ale také
rovna Ss, tj. nejmensimu singularnimu ¢islu matice A.

7.11. Hledame diagonalni S € R?*2 a U € R?*? s ortonorm. sloupci tak, aby A = USVT neboli
UTA = SVT. Diagonalni prvky S v soucinu SVT nasobi fadky V7, tedy radky matice SVT
by mély byt ortogonalni, coz ovéfime. Diagonalni prvky matice S pak musime zvolit tak, aby

1 0 0
fadky VT byly ortonormalni, tedy S = [O _9 0}.

7.13. Ano, komutuji. Napovéda k dikazu: Oznacime-li A = [a1 an] € R™*™ pak tézisté bodi je
bod At kde t = %1" a projekce bodu je PA kde P je projektor. Ditkaz dokoncete sami.

7.14.a) Je to jen aproximace vzdélenosti od piimce. Skutetna vzdéalenost bodu (x;,y;) od piimky s
rovnici ax + by + ¢ = 0 je |ax; + by; + | za predpokladu a® + b% = 1 (viz Cviceni 5.16).

7.14.b) Nyni uloha popisuje hledani p¥imky, kterd minimalizuje soucet ¢tvercii vzdalenosti od danych
bodi, viz bod (a). Vyfesime ji dle §7.2.2.

7.14.c) Nebude, budou to opét jen aproximace. Zkuste zformulovat dlohu na hledéni vzdalenosti bodu

7.15. Dosadte A = USVT (U,V ortogonalni, S € R™*"). Resime max{x7Sy | x'x = y7y = 1}.
Méme %Sy = Y0 | si&ifi = > b_, sizi, kde z; = Z;9;. Plati |,) < 1 a |EZ zi| <1 (rozmyslete).
Uloha max{ )", sz | |zi| < 1, |21 zi‘ < 1} ma optimalni hodnotu s; a optimalni argument je
z1 = 1az =0proi# 1. Takova ¢isla z; = Z;y; lze ale realizovat volbou X = e; ay = e;.
Optimalni argument puvodni tlohy je x =Ux=u; ay = Vy = v;.

7.16. Dokazme rmgU =g A a rng'V = rng(AT). Prvni rovnost plyne z Tvrzeni 3.10, nebot VT a S
maji L.n. fadky a proto rng A = rng(USV7T) = rng(US) = rng U. Druh4 rovnost je prvn{ rovnost
pouzita na matici AT. Zbyvajici dvé rovnosti plynou z Tvrzeni 3.10 a 4.7.

7.20. Plati
UTU = s IvTATAVS T =5 vIvsivIvs—! = s-ig2g- 1 =1, (7.31a)
USVT = AVS~IsVT = AVVT = A, (7.31b)
Jediné, co zde neni ocividné, je rovnost AVVT = A, nebot sice VIV = I ale uz ne nutné
VVT =1 (protoze matice V neni &tvercova). Dokazme tuto rovnost. Plati
mg(AT) = mg(ATA) = mg(VS?*VT) = mgV, (7.32)

kde prvnf rovnost plyne z (5.6a) a t¥eti rovnost z Tvrzeni 3.10 (protoze matice S>V7 m4 linearné
nezavislé fadky). Matice VVT je ortogonalni projektor na podprostor rng V = rng(AT) a proto
pro kazdé x € mg(AT) plati VVTx = x. Protoze kazdy sloupec matice AT patif do rng(AT),
méame VVTAT = AT neboli AVVT = A,

Lze to vidét i jinak. Dle (7.32) je kazdy sloupec AT linearni kombinaci sloupcit V, coz lze psit
jako AT = VB. Dosazenim mame AVVT = BTVIVvVT =BTVT = A.
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7.21.a) Pro kazda A, u,v plati implikace (dokaZte roznasobenim blokovych matic)

OATV_)\V:> 0 AT Vio | v

A 0]|ul "|u A 0] |-u| —u|’
tedy ma-li matice H vlastni ¢islo A s vlastnim vektorem (v,u), pak ma také vlastni éislo —X s
vlastnim vektorem (v, —u). Proto H musi mit sudy po€et nenulovych vlastnich &fsel, ozna¢me
ho 2r. Rozdélime-li téchto 27 nenulovych vlastnich ¢isel matice H na r kladnych a r zapornych
(diagonalni prvky matic S a —S), dostaneme rozklad H = WAWT,
Rovnosti UTU = VTV = I, plynou z rovnosti W/'W = I,, po vynasobeni blokovych matic a
porovnanim s bloky matice Iy,.

7.21.b) Ve vyrazu WAWT roznasobte blokové matice,
Y v} [s 0} . {v V]T_{ 0 VSUT}

T _ 1 =
WAW {U -uf o -s|Vz|lU -U usv’ 0

V2 V2

a porovnejte bloky s bloky matice H.

7.21.c) Musime dosadit optimalni feSeni X = UV7 tlohy do kritéria (A, X) a upravit, piicemz také
dosadime za A jeji singularni rozklad: (A,X) = tr(XTA) = tr(VUTUSVT) = tr(VSVT) =
tr(VT'VS) = trS. Tedy optimalni hodnota je soucet singularnich &isel matice A.

119

Cast II
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Kapitola 8

Derivace

8.1 NelineArni zobrazeni

Dosud jsme potkali linearni a afinni zobrazeni a kvadratické funkce. Nyni pfidame libovolné
diferencovatelné funkce f: R™ — R a zobrazeni f: R" — R™ (zopakujte funkce a zobrazeni
z §1.1.3). Pro ty, kdo prosli vicerozmérnou analyzou, bude vétsina této kapitoly opakovani, i
kdyZ mozné v trochu jiném znaceni.

Vétsinu definic a vét vyslovime pro funkce a zobrazeni, jejichz defini¢nim oborem je celé R™.
To samoziejmé obecné neplati, protoZze soucasti definice funkce je i jeji defini¢ni obor. Napf.
funkce f: R — R dand vzoreckem f(z) = 22 a funkee g: [0,1] — R dana tim samym vzoretkem
g(z) = 22 jsou dvé riizné funkce. Podobng, funkce (s realnymi hodnotami) dana vzorcem
f(z) = V1 —2? neni pro nékterd z € R definovana a jejim nejvétsim moznym defini¢nim
oborem je interval [—1,1]. Toto zjednoduSeni v8ak usnadni vyklad a vzdy bude o¢ividné, jak
by se latka zobecnila pro jiny definiéni obor.

Pro funkci f: X — R s definiénim oborem X C R"™ uzivame tyto pojmy:

e Graf funkce f je mnozina! { (x,y) e R"™ | f(x) =y} ={(x, f(x)) | x e R" }.

e Vrstevnice funkce f vysky y € R je mnozina {x € R" | f(x) =y }.
Priklad 8.1. Graf funkce f: R — R s hodnotami f(z) = 22 je mnoZina { (z,y) | 2> = y }.
Vrstevnice funkee f vysky 1 je mnoZina {z |z? =1} = {-1,1}.
Graf funkce f: R? — R s hodnotani f(x,y) = 22 + 4 je mnozina { (z,y, 2) | 22 +4* = 2 }.
Vrstevnice funkee f vysky 1 je mnoZina { (z,y) | 22 +y?=1}. ¢

Priklad 8.2. Obrazek ukazuje ¢dst (na obdélniku [—1, 1]?) grafu a vrtevnic funkef f: R? — R:

! Formalné vzato, graf funkce je piesné to samé, jako funkce. To proto, Ze funkce (zobrazeni) f: A — B se
definuje jako binarni relace f C A x B takova, ze pro kazdé a € A je nejvy3e jedno b € B takové, ze (a,b) € f
(viz §1.1.2). Graf funkce je presné tato binarni relace, kde v nasem piipadé A = R™ a B = R.
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f(z, y): —2x + 3y

Piiklad 8.3. Priklady funkci a zobrazeni realnych proménnych:

1. f: R—=R, f(z) =2?

2. [ RZ SR, f(o,y) = 2% — y?

3. [: R* = R, f(x) =a kde a € R (konstantni funkce n proménnych)

4. f:R" -5 R, f(x) =21 (1kdyz za,...,x, chybi, f se rozumi jako funkce n proménnych)
5. f: R* = R, f(x) =aTx = ajz; + -+ + ap2, kde a € R (linearni funkce)

6. f:R" =R, f(x) =aTx+b=ax; + -+ a,z, +bkde a€ R* b€ R (afinni funkee)
7. fiR" 5 R, f(x) =xTAx + bTx + c kde A € R"™", b € R", ¢ € R (kvadraticka funkee)
8. f:R" = R, f(x) = e ** (nenormalizované Gaussovo rozdélent)

9. f:R" = R, f(X)ZIIil:TELil)(T,
10. £f: R — R?, £(t) = (cost, sint) (parametrizace kruZnice, mnoZina f([0,27)) je kruZnice)
11. £f: R — R3, £(t) = (cost, sint, at) (parametrizace Sroubovice neboli helixu)
12. f: R — R, f(t) = x + tv (parametrizace pfimky jdouci bodem x ve sméru v)

13. Poloha bodu/Edstice v ¢ase ve fyzice je popséna zobrazenim f: R — R3 kde f(t) € R? je
poloha bodu ¢ase t

14. f: R" —» R", f(x) = x (identické zobrazeni neboli identita)
15. f: R* - R™, f(x) = a kde a € R™ (konstantni zobrazen)
16. f: R* - R™, f(x) = Ax kde A € R™*"
(linearni zobrazeni; je to také parametrizace linedrniho podprostoru f(R") = rng A C R™)
17. £: R* - R™, f(x) = Ax+ b kde A € R™" b € R™
(afinni zobrazent; je to také parametrizace afinniho podprostoru f(R") = b+rng A C R™)
18. £: R? —» R?, f(u,v) = ((R+rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv)
(parametrizace toru neboli anuloidu, mnozina £([0, 27) x [0, 27)) je torus)
19. Skaldrni pole (pojem z fyziky) je funkce R® — R. Napfi. teplotni pole piifadi kazdému
bodu prostoru teplotu.

20. Vektorové pole (opét z fyziky) je zobrazeni R® — R3. Napf. intenzita elektrického pole
prifadi kazdému bodu v R? vektor z R?. ¢
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8.2 Spojitost

Spojitost zobrazeni f: R™ — R™ lze definovat nékolika ekvivalentnimi zptisoby. Uvedeme tento:
zobrazeni f je spojité v bodé x € R", jestlize
lim f(y) = f(x). (8.1)
y—x
Tato definice neni pohodlna, protoZe po¢itat limity funkei vice proménnych je obtizné. Uvedeme
proto postacujici (avSak nikoliv nutnou) podminku pro spojitost, ktera v praxi vétSinou stadi.
Pritom predpokladéame, Ze ¢tenal pouze dokdZe ovéfit spojitost funkei jedné proménné. Véta
vlastné ukazuje, jak lze rekurzivné sestrojit spojita zobrazeni vice proménnych ze spojitych
funkei jedné proménné. Dukaz véty vynechame.

Véta 8.1.
1. Necht funkce f: R — R je spojitd v bodé x. Necht k € {1,...,n} a necht funkce
g: R® = R je dana jako g(z1,...,z,) = f(zg) (tedy g zavisi jen na proménné xz;). Pak
funkce g je spojita v kazdém bodé (zy,...,x,) takovém, Ze xj = x.

2. Necht funkce f,g: R™ — R jsou spojité v bodé x. Pak funkce f + g, f — g a fg jsou
spojité v bodé x. Pokud g(x) # 0, je funkce f/g spojita v bodé x.

3. Necht f: R™ — R je spojitd v bodé x a g: R — R je spojitd v bodé y = f(x). Pak
slozené funkce g o f: R™ — R je spojita v bodé x.

4. Necht funkce fi,..., fm: R®™ — R jsou spojité v bodé x. Pak zobrazeni f: R* — R™
definované jako f(x) = (f1(x), ..., fm(x)) je spojité v bodé x.

Priklad 8.4. Z véty snadno ukdZeme, Ze napf. funkce dvou proménnych

fa.y) = sin(z +y?) (8.2)

je spojita. Podle 1 je x spojita funkce dvou proménnych (z,y). Podobné, 42 je spojita funkce
proménnych (z,y). Podle 2 je proto funkce x + y? spojita. Protoze funkce sin je spojita, podle 3
je funkee sin(x + y?) spojita. Takto jsme ‘rekurzivng’ dokazali spojitost celé funkce. ¢

8.3 Derivace funkce jedné proménné

Zopakujme pojmy diferencovatelnosti a derivace funkce jedné proménné. Funkce f: R — R je
diferencovatelnd v bodé x € R tehdy, existuje-1i limita

i L = @) St a) = f(@)

y—T y—x a—0 6]

(8.3)

Pak se hodnota limity (8.3) nazyva derivace funkce f v bodé z. Tuto derivaci zna¢ime jednim

df(x)
d

nebo f': R — R oznacuje funkei, kterd bodu z € R prifadi derivaci funkee f v bodé x.

Této derivaci se presnéji ika oboustrand derivace. Jednostrannd diferencovatelnost a deri-
vace funkce f: R — R v bodé z € R se definuje obdobng, pouze limita (8.3) se zméni na limitu
zprava & zleva. Zna¢ime je f () (derivace zprava) a f’(x) (derivace zleva). Oboustranna
derivace existuje pravé tehdy, kdyz existuji derivace zprava i zleva a jsou si rovny.

d
ze symbolil (Leibnizovo znaceni) nebo f'(z) (Lagrangeovo znaceni). Symbol d—f: R—R
x
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Diferencovatelnost a derivaci lze definovat i jinym, ekvivalentnim zpusobem: funkce f je
diferencovatelnd v bodé z tehdy, lze-li ji v okoli bodu x ‘dobie’ aproximovat afinni funkei.
Upfesnéme tento vyrok. Oznacme nadi afinni funkci jako g: R — R a pisme ji ve tvaru®

9(y) = f(z) +aly — ), (8.4)

Samoziejmé, funkce ¢ je obecnd jinad® pro kazdé z € R. Funkce g je opravdu afinni (viz (3.7)),
protoZe g(y) = ay + b kde b = f(z) — ax. Tedy funkce f je diferencovatelna v bodé x pravé
tehdy, kdyZ existuje ¢islo a takové, Ze chyba aproximace f(y) — g(y) se pro y — x v prvnim
Fadu blizi nule, tedy

i FW) —9) L f(y) -~ (@) —aly— )

v el v —al

= 0. (8.5)

Pak se ¢islu a fika derivace funkee f v bodé x. Dokazeme, Ze obé definice jsou ekvivalentni:

Tvrzeni 8.2. Limita (8.3) existuje a je rovna a, pravé kdyZ plati (8.5).

Drikaz. Oboustranna limita existuje, pravé kdyz existuji obé jednostranné limity a jsou si rovny.
Tyto jednostranné limity je ale mozné zjednodusit:

W)= J@) —aly—2) . fly) = fl@)—aly—2) . fly)-f@)

lim —a,
y—axt |y — I| y—xt y—x y—axt y—x
S = @) —aly =) @)= @) el =) )~ )
Y= |1/ - I| Y=~ -y +x Y= y—x
Porovname-li pravé strany s (8.3), dostaneme dokazované tvrzeni. [
8.4 Parcialni derivace
Parcidlni derivaci funkce f: R™ — R podle i-té¢ proménnné v bodé x = (zy, ..., x,) spofitame

tak, ze viechny proménné z;, j # 7, povazujeme za konstanty a zderivujeme funkci podle jediné
af(x 0
f(x) nebo f,.(x). Symbol 8—f: R" — R nebo
7

fa;t R — R pak oznacuje funkci, ktera pfifazujze bodu x € R" parcialni derivaci funkce f
podle i-té proménné v bodé x.

proménné ;. Znacime ji jednim ze symbola

2Nékdo radéji pise g(z + ) = f(x) + aa, coZ je samoziejmé stejné jako (8.4) dosazenim y = x + a.
3TakZe bychom presnéji mohli psat g.(y) nebo g(w,y).
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Priklad 8.5. Parcialni derivace funkee (8.2) jsou

AT _ 1, (2,0) = costa + 49) (8.62)
iay) ((;y 9 _ f,(w,9) = 2y cos(a + 7). (8-6}3‘)

8.5 Totalni derivace

Jak se daji pojmy diferencovatelnosti a derivace zobecnit z funkce f: R — R na zobrazeni
f: R® — R™? Mohli bychom zkusit toho dosdhnout zobecnénim limity (8.3)%. Obvyklejsi zptisob
oviem vede pfes alternativni definici diferencovatelnosti (8.5). Zkusme zobrazeni v blizkosti
daného bodu x € R" aproximovat afinnim zobrazenim

g(y) =f(x) + A(y — x), (8.7)

kde A € R™ ™. Zobrazeni f se nazyva totalné diferencovatelné (nebo jen diferencovatelné)
v bodé x, jestlize existuje matice A takova, Ze chyba aproximace f(y) — g(y) se proy — x
v prvnim Fadu blizi nule, tedy

i L) —8y) _ . f) —f(x) ~ Aly —x)
yox oy —x[| 0 yox lly — x|l

—o0. (8.8)

Tato limita nejde nijak zjednodusit, jako jsme to udélali s limitou (8.5).

Definice (8.8) neni pro ovéfovani diferencovatelnosti pohodlna, protoze po¢itant limit funket
vice proménnych je obtizné. Uvedeme proto postacujici (ne v8ak nutnou) podminku pro dife-
rencovatelnost, ktera je mnohem pohodlngjsi. Zobrazeni f nazveme spojité diferencovatelné
v bodé x, jestlize v bodé x existuji vSechny parcialni derivace df;(x)/0z; a funkce 0f;/0x; jsou
v ném spojité.

Véta 8.3. Je-li zobrazeni v n&jakém bodé spojité diferencovatelné, pak je v tomto bodé
totalné diferencovatelné.

Priklad 8.6. Obé& parcialni derivace (8.6) funkce (8.2) jsou spojité funkce na celém R? (nebot
spliji pfedpoklady Véty 8.1). Proto je funkce (8.2) spojité diferencovatelna na R, a tedy dle
Véty 8.3 je diferencovatelna na R2. ¢

Pozor: pouhé existence vSech parcidlnich derivaci pro diferencovatelnost nestaci.
V pfipadé, ze je zobrazeni f je v bodé x diferencovatelné, ma matice A piirozeny tvar: jeji
slozky jsou parcidlni derivace vSech slozek zobrazeni podle v8ech proménnych:

BQ (x) ... Oéf; (x)
df 1 on
A= d(x) =fx)=| : . i |eR™™ (8.9)
X Ofmx) . Bm(x)
oz Oy,

4Tato cesta je mozna a vede na zajimavou definici totalni derivace podle Carathéodoryho.
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Matice (8.9) se nazyva totalni derivace (nebo kréitce jen derivace) zobrazeni f v bodé x.
Z historickych diivoda se ji ¥k také Jacobiho matice®. Funkei, kterd bodu x € R™ piifadi
(totalni) derivaci zobrazeni f v bodé x, zna¢ime g—i: R™ — R™ ™ nebo f': R* — R™*",
Pamatujte specialni piipady:
e Pro f: R — R je f'(x) skalar a splyva s oby¢ejnou derivaci (8.3) (dle Tvrzeni 8.2).
fi(x)

e Pro f: R — R™ je f'(z) = : sloupcovy vektor, jehoZ slozky jsou derivace slozek
()
fiy--y fm: R — R zobrazeni f. Funkce je diferencovatelna, pravé kdyz jsou v8echny jeji
slozky diferencovatelné, protoze rovnost (8.8) je ekvivalentni m rovnostem (8.5).

¢

o Pro fiR" > Rje fi(x) = |42 ... 2] fadkovy vektor.

8.5.1 Derivace slozeného zobrazeni

Zméamé ‘tetizkové pravidlo’ pro derivaci slozenych funkci jedné proménné lze pfirozenym zpu-
sobem rozsifit na zobrazeni. Diikaz nasledujici véty neni kratky a nebudeme ho uvadét.

Véta 8.4 (fetizkové pravidlo). Necht zobrazeni f: R" — R™ je diferencovatelnné v bodé
x € R™ a zobrazeni g: R™ — R! je diferencovatelné v bodé f(x). Pak slozené zobrazeni
gof: R"* = R! je diferencovatelné v bodé x a jeho derivace je rovna

(o8 () = (o N neboti B _girippg. (s

Dimenze ztCastnénych prostort lze prehledné znazornit zapisem (viz §1.1.2)
R" 5 R™ & R
Pokud piseme u = f(x) a y = g(u), pravidlo lze psat také v Leibnizové znaceni jako

dy _dy du

dx  du dx’ (8.11)

coZ se dobife pamatuje, protoze du se ‘jakoby vykrati’ (coz ale neni dikaz ni¢eho!). Zdiraznéme,
7e tato rovnost je ndsobeni matic. Vyraz na levé strané je matice [ X n, prvni vyraz na pravé
strané je matice [ X m a druhy vyraz na pravé strané je matice m X n. Prol =m =n =1
dostaneme fetizkové pravidlo pro derivaci slozeni funkei jedné proménné. Pravidlo se indukei
d4 zobecnit na slozeni vice nez dvou zobrazeni (fetizek): Jacobiho matice sloZeného zobrazeni

je soucinem Jacobiho matic jednotlivijch zobrazent.

Priklad 8.7. Necht g: R? — R je diferencovatelna funkce. Najdéte derivaci funkce h(z,y) =
g(z +y,xy) podle vektoru (z,y), tedy fadkovy vektor I'(z,y) = [ha(z,y) hy(z,y)] € R

Méme R? 5 R? % R, kde f(z,y) = (u,v) = (x +y,zy). Oznatme z = g(u,v). Viz obrazek:

5V optimalizaci se této matici ¢asto ¥ika také jacobidn, v matematické analyze toto slovo ale oznaguje deter-
minant Jacobiho matice (je-li ¢tvercova).
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> 2
—> >
Derivace zobrazeni g podle vektoru (u,v) je Fadkovy vektor ¢'(u,v) = [gu(u,v) go(u,v)].

Derivace zobrazeni f podle vektoru (z,y) je matice 2 x 2

Ploy) = E@w) [0 S5m) N
X d(z, y) oxy)  O(zy) y x|’

oz dy
Derivace zobrazeni h = g o f: R? — R podle vektoru (z,y) je fadkovy vektor

dh(z,y)  dg(f(z.y)) ..
Aoy~ day ~Jwwf@y)

~ (o) )] | )]

y x

= [gu(u,v) + ygo(u,v)  gu(u,v) + zgy(u,v)],
kdeu=z+yav=uaxy. ¢
Piklad 8.8. Ukazme dva zpiisoby, jak najit parcialni derivaci h, funkce h(z,y) = e@+v)*+@)*;
e Povazujeme y za konstantu a derivujeme h jako funkci jedné proménné x:

ha(@,y) = 2(z +y) + Q(my)y]e(ery)Zsz)z =2x+y+ ny)c(x+y)2+(xy)2.
e Polozime u = & + y, v = xy, g(u,v) = e***+**. Z Pfikladu 8.7 méme h, = g, + yg,. Jelikoz
QU(uv 1)) = 2ue“2+”27 Go (u7 1)) _ 21)e"2+”27
méme h, (,y) = gu + ygo = 2ue’ 4+ y(20)e = 2(z + y + zy?)e TV @), ¢

Piiklad 8.9. Mame diferencovatelnou funkci g: R? — R a chceme spoditat derivaci funkce
g(t +t2,sint) podle t.

Mame R 55 R2 % R, kde f(t) = (u,v) = (t + £2,sint). Je

dg(t + %, sint)
dt

1+2¢
cost

=g'(u,0)f'(t) = [gu(u,v) gu(u,v)] [ } = gu(u,v)(1 4 2t) + g,(u, v) cost.

¢

8.5.2 Maticovy kalkulus

Je-li ngjaké zobrazeni zadano vyrazem obsahujicim vektory a matice, jeho derivaci 1ze obvykle
napsat jako vyraz obsahujici tytéz vektory a matice. To znamend, Ze pfi pocitani derivaci
povazujeme matice a vektory za nedélitelné objekty. Cast matematiky zabyvajici se derivacemi
zobrazen{ s vektory a maticemi je zndma jako maticovy (diferencidlni) kalkulusS.

6 Asi vite, Ze diferencidini pocet (angl. differential calculus) se zabyva derivacemi funkci. Zatimco matematickd
analyza je §iroka disciplina studujici funkce realnych & komplexnich proménnych, slovem calculus se obvykle
mysli jen soubor pravidel pro derivovani funkci.
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Piiklad 8.10. Najdéme derivaci afinnfho zobrazeni f(x) = Ax + b, kde A € R™*" tedy
fl(X):Zawl‘]‘i‘b“ Z:].,m
j=1

Je 0f;(x)/0z; = a;j, tedy dle (8.9) je f'(x) = A. Tomu se nedivime, nebot zobrazeni f jiz je
afinnf a proto jeho afinni aproximace (8.7) musi byt ono samo. ¢

Priklad 8.11. Najdéme derivaci kvadratické formy f: R" — R,

n n

f(x)=xTAx = Z Z a5, (8.12)

j=1 i=1

kde A = [a;;] je (ne nutné symetrickd) ¢tvercovd matice. Parcialni derivace této funkce podle
k-té proménné je (rozmyslete, derivujte ¢len po ¢lenul!)

of(x “
gik) = ;(aik + ag)x;
Tedy (opét rozmyslete!) f/'(x) = [%ilx) %} =xT(A+AT).. ¢

Priklad 8.12. Odvodme vektorovou formu znamého pravidla pro derivaci sou¢inu. Necht
f(x) =gx) h(x) =Y gi(x)hi(x), (8.13)
i=1

kde g,h: R™ — R™. Podle pravidla pro derivaci sou¢inu skalarnich funkci je

Of(x UL Oh;(x 0g;(x

Tedy f'(x) = g(x)"h'(x) + h(x)"g/(x). ¢

Piiklad 8.13. Najdéme derivaci zobrazeni f(Ax + b) podle x, kde f: R — R™ a A € R,
V fetizkovém pravidle mame R™ % R! 5N R™, kde g(x) = Ax+ b. Je g'(x) = A, tedy

df(Ax + b)

= {(Ax+ D)A. R

Tato a néktera dalsi pravidla uvedeme v tabulkach. Nejprve pro zobrazeni f: R™ — R™:

f(x) | £'(x) | pozndmka
X I
Ax+b |A A €R™" becRm

Ag(x) Ag/(x) AcR™ g:R" - R
g(Ax+b) | g'(Ax+b)A | A ¢ R g: Rl - R™
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A dale pro nékteré funkce f: R* — R:

f(x) (%) poznamka
a’x+b a’l acR" beR
xTx = ||x||? | 2xT

xTAx xT(A + AT) A e RV

I X x|

g(x)'g(x) |28(x)"g'(x) g:R" —R™
g(x)"h(x) |g(x)"h'(x) + h(x)"g'(x) | g, h: R" — R™

s Jacobiho matici (8.9). Zde jsou bez dikazi vzorce pro derivace nékterych funkei f: R™*" — R:

V8echny vzorecky v tabulce se vlastné daji odvodit z derivace soucinu a Fetizkového pravidla
(posledni dva fadky). Napt. xT Ax = g(x)Th(x) kde g(x) = x a h(x) = Ax. Rozmyslete i pro
ostatni fadky tabulky!

(%) Zobrazeni z/do prostord matic

Obcas se setkdme s funkcemi R — R™*™ které skalaram pfifazuji matice, a s funkcemi R™*" —
R, které maticim pfirazuji skalary (piikladem druhé funkce je stopa, determinant nebo maticova
norma). Prisné formélné, nasi definici (8.8) totalni derivace na takova zobrazeni nelze pouZit,
protoZe je formulovéana pouze pro zobrazeni typu R™ — R™. OvSem lze ji pouzit, kdyZ si matici
m X n si pfedstavime ‘pferovnanou’ do vektoru délky mmn.

Slozky funkce F: R — R"™™ jsou jednoduse funkce f;;: R — R jediné skalarni proménné.
Funkee je diferencovatelna, pravé kdyz vSechny jeji slozky jsou diferencovatelné. Derivaci této
funkce v bodé = € R je pfirozené definovat jako matici

f{l(rl") f{7L(Z')
Fl(z)=1| oo
;nl (‘T) e ;rm(l‘)
Pro n =1 je tato matice Jacobiho matice (8.9) zobrazeni R — R™, tedy sloupcovy vektor.

Derivaci diferencovatelné funkce f: R™" — R v bodé¢ X = [z;;] € R™" je piirozené
definovat jako matici

€ R™™, (8.14)

ax) ... 9UX)
ox11 OTm1
fX)y=1 = .f | eRV (8.15)
aUXx) ... X
O0T1n OTmn

Matice (8.15) ma rozmér n X m (tedy obracené, ne7 ekate), aby pro pfipad n = 1 souhlasila
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f(X) 1'(X) poznamka
tr X = (I, X) I X é&tvercova
tr(AX) = (A7, X) A

IX]? = (X, X) = tr(XTX) | 2XT

tr(XTAX) = (X, AX) XT(A+AT)

a’Xb ba’

tr(AXB) BA

tr(XF) JXH keN
tr(X—1) —X"1X"1 = X2 | X regularni
det X (det X)X 1 X regularni
Indet X X1 X positivné definitni
g(XT) g'(XT)T g: R™%n s R

Tuto tabulku se neu¢te nazpamét, je to spiSe motivace pro vase hlubsi studium maticového
kalkulu. Obdivujte, jak pravidla v tabulce zobechuji znamé pravidla pro derivovani funkei
jedné proménné, jako napi. (ax) = a, (zF) = ka*~1, (1/z) = —1/22, (Inz)’ = 1/, a pravidla
z tabulky pro funkce R" — R.

(*) Derivace zobrazeni mezi obecnymi linearnimi prostory

Definici derivace (8.8) lze zobecnit na zobrazeni f: U — V mezi obecnymi normovanymi line-
arnimi prostory U, V: zobrazeni f: U — V je diferencovatelné v bodé x € U, jestlize existuje
linearni zobrazeni a: U — V tak, ze

1/ (y) = f(x) = aly — )|

lim =0, (8.16)
v Ty =]
kde || - || zna¢i ve jmenovateli normu na prostoru U a v Citateli normu na prostoru V. Pak se

zobrazeni a = f'(x) nazyvé totalni (nebo Fréchetova) derivace zobrazeni f v bodé . Retizkové
pravidlo zni

(go f)(x) = (g o f)(x)o f'(x) =g (f(x)) o f(x)

kde U LV & wav L9y LYW, Tedy zatimco v (8.10) nasobime Jacobiho matice,
v (8.17) skladame linearni zobrazeni.

Kazdy ze zucastnénych linearnich prostort U, V, W miuzZe byt prostor skalari, vektort nebo
matic. Problém je, jak kompaktné reprezentovat linearni zobrazeni mezi témito prostory. Li-
nearni zobrazeni R — R™ R* — R, R* — R™ R™" — R a R — R**! lze reprezentovat
maticemi: pak nésobeni matice vektorem lze vidét jako konvenci pro reprezentaci linearnich
zobrazeni R™ — R™ a maticovy soudin jako konvenci pro skladéni takovych zobrazeni. Ovsem
linearni zobrazeni R™" — R RE — R™*™ g R™*™ — R¥*! nelze reprezentovat maticemi a pro
manipulaci s takovymi linedrnimi zobrazenimi je pohodIné&jsi pouzit jiné konvence.

(8.17)

8.6 Smérova derivace

Rez zobrazeni f: R® — R™ v bodé x € R" ve sméru’ v € R" je zobrazeni ¢: R — R™

"Nékdy se fez a smérova derivace definuji jen pro normalizované vektory v (tj. ||v|| = 1), protoze ty lépe
zachycuji pojem ‘smér’. Vétsina autori (a my také) viak dovoluje libovolny vektor v.
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s hodnotami
pla) =f(x+ av). (8.18)

Smérova derivace® zobrazeni f v bodé x ve sméru v je vektor

£y(x) = @, (0) = lim LD =0 _ ;) fxFav) Z )

, (8.19)

a—0t @ a—0t o
kde ¢/, (0) oznacuje derivaci zobrazeni ¢ v bodé o = 0 zprava, tedy vektor se slozkami
©1.(0),...,¢0,.(0), kde ¢/, (0) oznacuje derivaci funkce ¢; v bodé a = 0 zprava. Smérova

derivace existuje, pravé kdyz existuji derivace vSech téchto slozek. Pak také rikdme, Ze zobra-
zeni f je diferenovatelné v bodé x ve sméru v.

Smeérova derivace se geometricky snadnéji predstavi pro piipad m = 1, tedy pro funkci
f: R® = R. Obrazek ilustruje situaci pro funkci f: R? — R:

2

s /
Priklad 8.14. Spocitejme smérovou derivaci fe,v)(z,y) funkee
f(z,y) = sin(z + y?) (8.20)
v bodé (z,y) ve sméru (u,v):
o(a) = sin(z + au + (y + aw)?),

(@) = ¢'(a) = (u+20(y + av)) cos(z + au+ (y + av)?),
fauw (2,9) = ¢1(0) = ¢(0) = (u + 2vy) cos(z + y?). ¢
Parcialni derivace funkce f: R™ — R neni nic jiného nez jeji smérova derivace ve sméru
i-t¢ho vektoru standardni baze e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R” (jednicka na i-tém miste).
Jestlize je zobrazeni totalné diferencovatelné, smérova derivace mé jednodussi vyjadieni:

Véta 8.5. Jestlize je zobrazeni f: R” — R™ v bodé x € R"™ totalné diferencovatelné, pak je
v tomto bodé diferencovatelné v kazdém sméru v € R™ a plati

fo(x) = f'(x)v. (8.21)

Dikaz. Zobrazeniy = ¢(a) = f(x+ av) je sloZenim zobrazeni y = f(u) a u = g(o) = x+ av,

tedy R se)=, pn W=V, g gq ¢'(a) = v. Protoze f ma derivaci v bodé x, podle fetizkového

pravidla ma také ¢ (oboustrannou) derivaci v bodé x a

¢'(a) = f'(g(e))g (@) = '(g(a))v.

Ale g(0) = x a proto f,(x) = ¢’ (0) = ¢'(0) = f'(x)v. ]

8Nékteii autofi definuji smérovou derivaci jako oboustrannou, kde se misto jednostranné limity (8.19) zprava
vezme limita oboustranna. Pokud existuji derivace zprava ¢/, (0) i derivace zleva ¢’ (0) a jsou si rovny, pak
jednostranné i oboustranné smérova derivace jsou si rovny.
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Ptiklad 8.15. Spocitejme smérovou derivaci fi, ) (x,y) funkce (8.20) podle Véty 8.5:
fuw (@ y) = ufolz,y) + vfy(2,y) = ucos(x +y°) + 2vy cos(z + y*) = (u + 2vy) cos(z + y*).
To je stejny vysledek, jaky ndm vysel v Pikladé 8.14. ¢

Rovnost (8.21) tika, Ze smérova derivace zobrazeni f v pevném bodé x je linedrni zobrazent
sméru v, reprezentované Jacobiho matici f'(x). Specialné je f_ (x) = —f,(x). Zdraznéme, ze
nic takového obecné neplati, pokud zobrazeni f neni (totalng) diferencovatelné:

Piiklad 8.16. Necht f: R" — R je f(x) = ||x|| (tj. eukleidovskd norma). Tato funkce v bodé
x = 0 neni (totalng) diferencovatelna (pro n = 1 je f(x) = |z|, nakreslete si graf funkce pro
n = 2). Spo¢itejme jeji smérové derivace v tomto bodé podle definice (8.19). Rez funkce fv
bodé x = 0 ve sméru v € R” je

pla) = f(x+av) = flav) = lav]| = |af - |v].

Funkce ¢ v bodé a = 0 nema oboustrannou derivaci, ale ma obé jednostranné derivace. Smérova
derivace funkce f v bodé x = 0 ve sméru v je f,(0) = ¢/, (0) = ||v||, protoze derivace funkce
|a| v bodé av = 0 zprava je 1. V8imnéte si, Ze ||v|| neni linearni funkei vektoru v. ¢

8.7 Gradient

Sloupcovy vektor parcialnich derivaci funkce f: R™ — R se nazyva jeji gradient a znadi se

9f(x)
or1

Vi) =] ¢ | ="
35()‘)

(V &eme ‘nabla’). Je to tedy transpozice Jacobiho matice f'(x), co¥ je fadkovy vektor®.
Zkoumejme smérovou derivaci fy(x) diferencovatelné funkee f v pevném bodé x pro rizné
normalizované sméry v (tedy |[v]| = 1). Dle Véty 8.5 je f,(x) = f'(x)v = Vf(x)Tv, coZ je
skalarni soucin gradientu v bodé x a vektoru v. Je jasné (ale promyslete!), Ze:
e Smérova derivace je nejveétsi ve sméru v = Vf(x)/||Vf(x)|, tedy kdyZ je v rovnob&zny
s gradientem a stejné orientovany. Tedy smér gradientu je smér nejvétsiho ristu funkcee.
e Velikost gradientu ||V f(x)|| je strmost funkce ve sméru nejvétstho ristu.
e Smérova derivace ve sméru kolmém na gradient je nulova.
Déle 1ze ukazat, Ze za jistych podminek (viz §11.2.1) je gradient vzdy kolmy k vrstevnici.
Obréazek ukazuje t¥i vrstevnice funkce f: R? — R a jeji gradienty v nékolika bodech:

9Zavedeni nového slova pro transpozici derivace se zda zbytetné — ditvod je ale v tom, Ze totalni diferencial je
linedrni forma, kdezto gradient je wvektor. Toto rozliSeni by bylo dilezité, kdybychom uvazovali derivaci funkce
f:V = R, kde V je obecny (normovany) linearni prostor (tj. ne nutné R™). Rizni autofi bohuzel nejsou jednotni
v rozliSovani gradientu a (totalni) derivace funkce f: R™ — R. Nékdo oboji ztotoziiuje a znaéi V f(x). To ale
vede mj. k nekonzistenci s reprezentaci totalni derivace pomoci Jacobiho matice (8.9), nebot derivace funkce
R™ — R pak neni specialnim piipadem derivace zobrazeni R™ — R™ pro m = 1, coZ je fadkovy vektor.
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Vi)

8.8 Parciilni derivace druhého radu

Zderivujeme-li funkei f: R™ — R nejdiive podle proménné z; a pak podle proménné z;, dosta-
neme parcialni derivaci druhého Fadu, kterou znac¢ime
9 0f(x) _ 9*f(x)
3a:j 81‘1 o 8a:j 8IZ

Je-li ¢ = j, piSeme zkracené

0 0f(x) _ 010

Ox; Ox; 0x?

Véta 8.6. Necht f: R® — R a x € R". Jestlize druhé parcialni derivace

0°f(x) 0*f(x)
83% 8157 81&'61@

v bodé x existuji a jsou v tomto bodé spojité, pak jsou si rovny.

Priklad 8.17. Uréeme viechny druhé parcidlni derivace funkce f(z,y) = sin(z + y?) z P¥i-
kladu 8.4. Prvni derivace uz tam méme. Nyni druhé derivace:

—82{9(;2’ v) = ;—I(COS(I + 1/2)) = —sin(z + 1/2)7
%gyy) _ (%(cos(x %) = ~2ysinz +42),
azl(gf) _ %(zy cos(z +y?)) = —2ysin(z + 2),
EIED 2 oycon(a +47)) = 2eostz +17) — 4 sinle +57).
Vidime, 7Ze vskutku nezalezi na poradi derivovani podle x a podle . ¢

Pro funkci f: R®™ — R budeme znacit matici vSech druhych parcidlnich derivaci

Prx) . I
Oz10x1 0x10xn
f//(x) — E . E e RTLX"‘L.
)
0y 011 0Tn0zn
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Dle Véty 8.6 je tato matice symetrickd. Casto se ji rikd Hessova matice!”.
Zde jsou druhé derivace nékterych funkei f: R™ — R:

f(x) | f"(x) | poznamka
alx+b 0

xTx = ||x]|? | 2L

xTAx A+ AT

g(Ax+b) | AT¢"(Ax+b)A| A e R™" ¢g:R" - R

Co by byla druhé derivace zobrazeni f: R™ — R™? Nebyla by to jiz dvojrozmérna tabulka (tedy
matice) velikosti n X n, nybrz tiirozmérna tabulka velikosti m x n X n.

Shrnuti znaceni derivaci

Ted je spravna chvile shrnout znaceni vSech derivaci, které jsme v této kapitole potkali:

symbol vyznam

1(z), %(z) eR (oboustranna) derivace funkce f: R — R v bodé z € R

file), fl(z) €R
fo(x), U2 e R

fo(x) eR™

f/(x), £ ¢ Rmxn| (totélnf) derivace (Jacobiho matice) zobrazeni f: R® — R™ v bodé x € R"

derivace funkce f: R — R v bodé x € R zprava/zleva

parcialni derivace funkce f: R™ — R v bodé x € R" podle proménné x;

smérova derivace zobrazeni f: R — R™ v bodé x € R" ve sméru v € R"

Vf(x) e R" gradient funkce f: R® — R v bodé x € R”

F'(z), dl:;iz) € R™*"| derivace zobrazeni F: R — R™*" v bodé x € R

1(X), % € R™™| derivace zobrazeni f: R™*" — R v bodé X € R™*"

1" (x) € R™™ | druha derivace (Hessova matice) funkce f: R* — R v bodé x € R”

Podotknéme, Ze znadeni derivaci nejsou zcela ustalena a jini lidé mohou pouzivat trosku jina
znaceni. Zvolili jsme znaceni, kterd jsou nejcastéji pouzivana a dohromady konzistentni.

8.9 Tayloriv polynom

Necht funkce f: R — R ma v bodé z derivace az do fadu k. Jeji Taylorav polynom stupné k
v bodé x je polynom T%: R — R takovy, Ze v bodé x ma viechny derivace az do fadu k stejné
jako funkce f. V tomto smyslu je polynom T* aproximaci funkce f v okoli bodu z.

Taylortv polynom je timto pozadavkem definovan jednoznaéné a ma tvar (odvodte!)

TH(y) = Z =

k
i=0

| =

FO() (y— o), (8.22)

~

0Podobné jako u Jacobiho matice, v optimalizaci se Hessova matice ¢asto nazyva hessidn, coz ale jinde
oznac¢uje determinant Hessovy matice.
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kde f@ oznatuje i-tou derivaci funkce f (kde nulta derivace je funkce sama, f(©
klademe 0! = 1. Tvary polynomu az do stupné dva:

= f) a kde

TNy) = fla) + () (y — ),
T2(y) = f(x) + (@) (v — 2) + A f"(2) (g — 2.

Taylortiv polynom nultého stupné TP je hodné $patna aproximace, rovné jednoduse konstantni
funkci. Polynom prvnfho stupné T je vlastné afinni funkce g v (8.4). Polynom druhého stupné T2
je parabola, ktera ma s funkci f v bodé x spole¢nou hodnotu a prvni dvé derivace. Viz obrazek:

ﬁy) /Tal (y)
f)~ V T(y)

xZ

Jak zobecnit Tayloriv polynom pro funkci vice proménnych f: R®” — R? Definujme Tay-
lortiv polynom k-tého stupné (funkce f v okolf bodu x) jako polynom T*: R® — R, ktery ma
v bodé x vSechny parcialni derivace az do fadu k stejné jako funkce f. Nebudeme uvadét vzorec
pro polynom libovolného stupné, budou nam stacit jen polynomy do stupné dva:

T(y) = f(x), (8.23a)
To(y) = f(x) + f'(x) (y — %), (8.23b)
Tiy) = f(x) + f'(%) (y = %) + 5y = %) f"(x) (y — %) (8.23¢)

Zde x,y € R", f/(x) € R™" je Jacobiho matice (fadkovy vektor) a f”(x) € R™" je Hessova
matice. Funkce (8.23b) je afinni a funkce (8.23¢) je kvadraticka.

Taylortv polynom lze zobecnit na zobrazeni f: R™ — R™ tak, Ze vezmeme Taylorovy poly-
nomy vsech slozek fi,..., fi. Polynom prvniho stupné tak vede na zobrazeni

T (y) = f(x) +£'(x) (y — %), (8.24)

co% je vlastné afinni zobrazeni g v (8.7). Polynom druhého stupné vede na zobrazeni T2, jeho#
slozky jsou funkce (8.23¢). To nejde napsat v maticové formé, protoZze viech m x n x n druhych
parcidlnich derivaci se ‘nevejde’ do matice.

Piiklad 8.18. Najdéte Tayloriv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = 271 + v~ + zy
v bodé (zg,y0) = (2,1). Mame

7
f(xmyo):fﬁ +y +W|<m =21~
_ 73
(0, Yo) [y ‘(“,) 21 [1 1]7
} ¥
x07y0 =11 :|
(zy)=(2,1) L2
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Dle (8.23¢) je (pozor, naSe proménné jsou oznafené jinak nez v (8.23c))
T —x 1 [z —a]" T —
2 _ — Lo — X T — Zo
Tioowo) (@, y) = f(x0,90) + f' (20, y0) L yo] + B L/ _ yo} f"(@o, o) L/ _ yo}

I e e

2 2_ 3 9
P tay+y*— -3y +3. ¢

8.10 Cviceni

8.1. Nadrtnéte nékolik vrstevnic (pfipiste k nim vysky) téchto funkei dvou proménych:

a) f(x1,x2) = 2x1 + 22

b) f(z1,22) =21 — 3z + 1

o) flzy,x) = af

d) f(zy,29) = 27 + 4a3

e) flwr,m2) = a3 — x5 = (21 + 22)(21 — 73)
£) f(z1,220) = 2179

g) f(x1,29) = /23 + a3 (tj. eukleidovska norma f(x) = ||x|| pro n = 2)

8.2. Najdéte parametrizaci valce. Pfesndji, najdéte zobrazeni f: R? — R? tak, aby mnoZina

£([0,27) x R) byla povrch nekonefného valce o poloméru r bez podstav.

8.3. Mame funkci f: R? — R s hodnotami f(z,y) = In(1 + zy). Mame bod (xg, 1) = (1, 2).
a) Je funkce f v bodé (zg,yo) spojita?

) Je funkce f v bodé (x,yo) spojité diferencovatelna?

) Je funkce f v bodé (z¢,yo) diferencovatelna?

d) Najdéte totalni derivaci (Jacobiho matici) f'(z,y) funkce f v bodé (g, yo).

) Najdste gradient V f(z,y) funkce f v bodé (g, yo)-

) Najdéte fez a smérovou derivaci funkce f v bodé (zg,yo) ve sméru (1,—1).
g) Najdéte Hessovu matici funkee f v bodé (zg, yo)-

8.4. Funkce f: R? — R ma hodnoty f(z,y) = max{z,y}. Ve kterych bodech je tato funkce
spojité diferencovatelna? Odpovéd oditvodndte.

8.5. Najdéte totalni derivaci (Jacobiho matici) zobrazeni 1 az 18 (u kterych je to mozné)
z Prikladu 8.3.

8.6. Necht f(x,y) je diferencovatelna funkce dvou proménnych.
a) Spocitej derivaci f podle polarnich souradnic (¢, r), kde = rcosp, y = rsin p.

b) Bod (z,y) se v &ase t pohybuje po kiivece dané rovnici (x,y) = (12 + 2¢,In(2 + 1)).
Najdéte derivaci f podle Casu.

8.7. Necht f(z,y) je diferencovatela funkce dvou proménnych. Spoditej derivaci funkce g(u) =
f(@%Tu, ||ul|) podle vektoru u.

8.8. Odvod co nejjednodussi vzorec pro totalni derivaci (Jacobiho matici) téchto zobrazeni.
Kde je to mozné, odvod nejdiive piimym vypoctem a pak Fetizkovym pravidlem.
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a) f(x)=x"x=|x|?

b) f(x) = [Ix[| = VxTx

¢) f(x) =g(x)Th(x) (kde g,h: R"* — R™ jsou déna)

d) f(x) = llgx)]|

e) f(x,y) =xTy (kde tedy f: R*™ — R a derivujeme podle vektoru (x,y) € R?")

8.9. Odvod totalni derivaci kvadratické formy, misto postupu z Piikladu 8.11 ale pouZij vzorec
(8(x)"h(x))" = g(x)"h'(x) + h(x)"g'(x).
8.10. Nadmofska vyska krajiny je ddna vzorcem h(d, s) = 25>+ 3sd —d*+5, kde d je zemépisna
délka (zvétduje se od zapadu k vychodu) a s je zemépisna $iika (zvétSuje se od jihu
k severu). V bodé (d,s) = (—1,1) urfete (a) smér nejstrméjstho stoupani terénu, (b)
strmost terénu v jihovychodnim sméru.
8.11. Dokazte, ze je-li funkce f: R®™ — R diferencovatelna v bodé x € R™ ve sméru v € R,
pak pro kazdé o > 0 plati £,y (x) = afy(x). Jestlize funkce neni totalné diferencovatelna,
ukazte, Ze toto nemusi platit pro o < 0.

8.12. Spocitejte druhou derivaci f”(x) (Hessovu matici) téchto funkei:

a) flz,y)=e "V
b) f(z,y) = Ine" + o)
c) f(x)=xTAx (matice A je dana, nemusi byt symetrické)
d) f(x) = g(x)"g(x) (zobrazeni g: R* — R™ je dano)
e) f(x) = x|
8.13. Je dana funkce f(z,y) = 6xy? — 22° — 3y3. V bodé (zo,y0) = (1, —2) najdéte Taylortiv
polynom nultého, prvniho a druhého stupné.

8.14. Cemu je roven Taylortv polynom prvniho stupné polynomu prvniho stupné (tj. afinni
funkce)? A ¢emu je roven Tayloriv polynom druhého stupné polynomu druhého stupné
(tj. kvadratické funkce)? Pro¢?

8.15. Metoda konecénijch diferenci pocita derivaci funkce ptiblizné jako

iy L) = 1)
o

kde « je malé &islo (dobra volba je h = /2, kde € je strojova presnost). Toto jde pouZit i
na parcialni derivace. Vymyslete si dvé zobrazeni f: R® — R™ a g: R™ — R pro ngjaké
navzajem ruzné dimenze n, m,l > 1. Zvolte bod x € R". Spocitejte priblizné totalni deri-
vace (Jacobiho matice) f'(x) a g'(f(x)) v Matlabu metodou kone¢nych diferenci. Potom
spoditejte derivaci sloZzeného zobrazeni (g o f)'(x) jednak metodou kone¢nych diferenci a
jednak vynasobenim matic f'(x) a g'(f(x)). Porovnejte.

8.16. (%) Necht zobrazeni f: R" — R™ je definovano vyrazem f(x) obsahujicim vektor x, kon-
stantn{ matice a vektory, a operace soufet matic, maticovy soudin a transpozice (napf.
f(x) = Ax + xbTx). Zamyslete se nad tim, zda lze derivaci f'(x) vzdy vyjadiit vyra-
zem obsahujicim vektor x, ty samé konstantni matice a vektory, a operace soucet matic,
maticovy soudin a transpozice?

8.17. (x) Najdéte derivaci funkce f(x) = xTAx a derivaci funkce g(A) = xT Ax.
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8.18. Najdéte prvni derivaci (Jacobiho matici) a druhou derivaci (Hessovu matici) funkce
f(x) = ||x]||. Dale najdéte Taylortiv polynom prvniho a druhého stupné funkce f v okoli
bodu x # 0.

8.19. (*) Necht je funkce f: R™ — R v né&jakém bodé a sméru linearni, tedy f(x + av) =
f(x) + af(v) pro néjaké x, v € R"™ a pro viechna o € R. Lze z toho usoudit, ze Hessova
matice f”(x) této funkce v bodé x je singularni?

Napovéda a reseni
8.2. f(p,h) = (rcosy, rsing, h)
8.3.a) Ano, dle Véty 8.1.

8.3.b) Ano, protoZe jeji parcialni derivace 0f(z,y)/0x = y/(1 + zy) a Of(z,y)/0y = x/(1 + xy) jsou
(dle Véty 8.1) spojité funkce.

8.3.c) Ano, dle Véty 8.3.
834) f/(w,9) = [y/(L+ay) o/(1+ay)] € RV, tedy f/(ao,u) = 2 1] /3.

83.0) Vi(x.y) = [ )" = B% iim € R2¥L, tedy Vf(z0,y0) = (2,1)/3 = m /3.

8.3.f) Rez je p(a) = In[1 + (1 4+ a)(2 — a)]. Smérova derivace je Ja,—1)(zo,y0) = 1/3.

8.4. Je spoj. diferencovatelna na mnozing R2\ { (z,y) |z =y }.

8.6) fo(,) = —fulw,y)rsing + fy (5, y)r cos g, fula,y) = fule,y) cosp+ fy(z,y) sing
8.6.b) fi(x,y) = 2fu(z,y)(t + 1) + 2t f,(z,y)/(#* + 1)

8.8.¢) Nejjednodussi je elementarni postup. Vysledek bude fadkovy vektor, jehoZ prvky budou parcialni
derivace vyrazu X7y = 2191 + - - - + Tnyn podle T1, ..., T, Vi, - - -, yn. Tedy f(x,y) = [yT XT}.

Druh& moznost je uvédomit si, ze xTy = 27 Az kde z = (x,y) a A = % [(I) (I)} a tedy f'(x,y) =

flz)=22TA=2[xT yT|A=[yT x7].
8.9. Dosad g(x) =x a h(x) = Ax.
8.10. (a) (5,1)/v/26, (b) (5,1)T(1,-1)/vV2 =2V2
8.11. pro a > 0 dokazte pfimo z definice (8.19). Pro a < 0 viz Priklad 8.16.

222 — 1 2xy }

7‘,,;27,!/2
8.12.a) 2e { 2ry 24 o1

(e +ev)? | 1 1
8.12.c) f"(x)=A+ AT

8.12.d) f"(x) = 28'(x)"g'(x) +2)_ gi(x)gf (x)
i=1

8.12.b) ﬁ{ ! _1}

8.13. T&%)(m,y) = 46, T(11172)(x,y) = 18z—60y—92, T(21,72)
8.14. V obou pripadech je roven pivodnimu polynomu. Ty pfece ur¢ité maji nulté a prvé (a prip. druhé)

derivace stejné jako puvodni polynom.

(2,y) = —622—24xy— 18z +24y>+60y+46

8.17. Ve funkci f je matice A konstanta a derivujeme podle vektoru x. Derivace je f(x) = (A+AT)xT.
Ve funkei g je vektor x konstanta a derivujeme podle matice A. Derivace je ¢'(A) = xx! (viz
posledni tabulka v §8.5.2).
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8.18. Prvni derivaci jsme odvodili diive, f'(x) = x* /x| (fddkovy vektor).
i-t4 slozka Jacobiho matice je f/(x); = z;/||x||. Prvek (i,j) Hessovy matice je parcidlni derivace
tohoto vyrazu podle x;, coZ je (s pouZitim derivace sou¢inu a Fetizkového pravidla) f”(x);; =
Sij /1%l — @iz /||1x||3. Maticové hessidn zapiSeme jako f”(x) = I/||x|| — xxT/||x||*.
Taylorty polynom prvaiho stupné je T (y) = £(x) + (x)(y —x) = x|l + %7 (y %)/ x| = xTy.
Taylortiv polynom druhého stupné T2(y) = Tl (y) + %(y —x)Tf"(x)(y — x) vyjde jako dlouhy
vyraz ktery, zda se, nejde prili§ zjednodusit.
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Kapitola 9

Extrémy funkce na mnozZiné

Extrémy funkce na mnoziné jsme uz zminili v §1.2, zde si o nich fekneme vice. Kapitola je
opakovani nékterych zékladnich véci z matematické analyzy a néco navic.

9.1 Vnitiek a hranice mnoziny

Ozna¢me jako
B.(x)={y eR"|[x -yl <e} (9.1)

n-rozmérnou kouli bez hranice! se stiedem x € R" a polomérem ¢ > 0. Viimnéte si, Ze pro

specialni piipad n =1 je mnozina (9.1) interval B.(z) = (z — &,z + €).

Méjme nyni mnozinu X C R™. Bod x € R" se nazyva jeji

e vnitini bod, jestliZe existuje ¢ > 0 takové, ze B.(x) C X,

e hrani¢ni bod, jestlize pro kazdé ¢ > 0 je B.(x) N X # 0 a B.(x)N(R*\ X) #0 .
Vsimnéte si, ze hrani¢éni bod mnoziny nemusi patfit do této mnoziny. Pokud lezi bod v mnozing,
je bud vnitini nebo hrani¢ni, ale ne oboji najednou (dokazte!). Vnitiek [hranice| mnoZiny je
mnoZina vech jejich vnitinich [hraniénich] bodi.

Mnozina se nazyva oteviena, jestlize v8echny jeji body jsou vnitfni. MnoZina se nazyva
uzaviend, jestlize obsahuje kazdy sviij hrani¢ni bod. Lze dokézat, Ze mnozina X je uzaviena
[oteviena|, pravé kdyz jeji doplnek R™ \ X je otevieny [uzavieny|. Otevienost a uzavienost se
nevylucuji: mnoziny () a R™ jsou zéroven oteviené i uzaviené. Naopak, nékteré mnoZiny nejsou
ani oteviené ani uzavrené, napf. interval (0, 1].

Mnozina X je omezena, jestliZe existuje r € R takové, Ze || x—y|| < r pro viechna x,y € X.
Jinymi slovy, mnoZzina se ‘vejde’ do koule koneéného prumeéru.

Priklad 9.1. Mame mnoZinu { (z,y) € R? | 22 +4*> <1, y > 0} U {(1,1)} na obrazku:

!Mohli bychom pouzit i kouli s hranici {y € R" | ||x — y|| < e}. Podobn&, norma v (9.1) mize byt
eukleidovska, ale i libovolna jina vektorova p-norma (viz §12.4.1). Vnitfek a hranice kazdé mnoziny by se tim
nezmeénila.
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Bod a je vnitini bod mnozZiny, protoZe existuje koule (s nenulovym polomérem!) se stiedem a,
které celé lezi v mnoziné. Bod b je hrani¢ni, protoze kazda koule se stfedem b ma neprazdny
prunik s mnoZzinou i s jejim dopliikem. VSimnéte si, Ze b nepatii do mnoziny. Bod a nenf
hrani¢ni a bod b neni vnitini. Bod ¢ neni vnitini, je hrani¢ni a pat¥i do mnoziny. Bod (1, 1)
(ktery patii do mnoZiny, viz jeji definice vy3e) je hraniéni.

Mnozina neni oteviend, protoZze napi. bod ¢ neni vnitini. Neni ani uzaviend, protoze napr.
bod b je hrani¢ni, ale nepatfi do mnoziny. MnoZina je omezena. ¢

Na nalezeni vnitiku a hranice mnoZiny obecné neexistuje mechanicky postup (ten by navic
zévisel na zptsobu, jakym je mnoZina popsana). Casto je lze ale uhodnout na zékladé geomet-
rické predstavy (mnoZinu si nacrtneme/piedstavime) a pak ovéfit spravnost podle definice.

Priiklad 9.2. Bod % je vnitini bod polouzavieného intervalu (0,1] € R a body 0 a 1 jsou
hrani¢ni. Vnit¥ek intervalu (0, 1] je tedy otevieny interval (0, 1) a hranice je mnozina {0,1}. 4

Priklad 9.3. Mnozina [0,1] x {1} = {(z,y) | 0 <2 <1, y = 1} C R? (tsecka v roving) nema
zadné vnitini body, tedy jeji vnitiek je prazdna mmnozina. VSechny jeji body jsou hrani¢ni, je
tedy sama svou vlastni hranici. Neni oteviend, je uzaviend, je omezena. ¢

Vsimnéte si v minulém pfikladu, Ze nejde Tict, zda ‘Gsecka’ napf. mé& nebo nemda vnitini
body — zaleZi totiZ na tom, v jakém prostoru je ‘umisténa’. Usecka v prostoru R (tedy interval)
vnitini body ma4, tse¢ka v prostoru R? 74dné nema.

Priklad 9.4. KruZnice v roving { (z,y) € R? | 22 +4? = 1} nema Z4dné vnitini body, viechny

jeji body jsou hrani¢ni. Podobné pro n-rozmérnou sféru {x € R™ | [|x|| =1}. ¢

Priklad 9.5. M&jme kruh bez hranice { (z,y) € R? | 22 + y? < 1}. Viechny jeho body jsou
vnitini, takZe je otevieny. Jeho hranice je kruznice { (z,y) € R? | 22 4+ y% = 1 }. Podobné pro
n-rozmérnou kouli bez hranice {x € R™ | [|x| < 1}. ¢

9.2 Existence globalnich extrémii

Zopakujme (§1.2), Ze funkce f: R"™ — R nabyva na mnoziné X C R" v bodé x € X svého

e minima, jestlize f(x) < f(x') pro viechna x’ € X,

o ostrého minima, jestlize f(x) < f(x') pro vSechna x’ € X \ {x}.
Pro odlieni od lokalnich minim (viz dale) se tato ‘oby¢ejna’ minima ¢asto nazyvaji globdlni
minima. Hodnota minima je pak &islo f(x) = )I(I/IEIE f(x'). Tedy hodnota minima je nejmensi

prvek mnoziny (promyslete!)

fX)={/x)|xe X} CR,

141

ktera je obrazem mnoZiny X v zobrazeni f (viz §1.1.2). Funkce na mnoZiné nemusi mit mini-
mum, nebot mnoZina f(X) nemusi mit nejmensi prvek.
Pro maxima jsou definice analogické, minima a maxima se dohromady nazyvaji extrémy.

Piiklad 9.6. Funkce f(z) = 2 nemé na mnoziné (0,1) C R (otevieny interval) minimum,
nebot mnozina f((0,1)) = (0,1) nema nejmensi prvek. ¢

Priklad 9.7. Funkce f(z,y) = r + y nema na mnozinéd X = { (z,y) € R? | 22 +¢* < 1}
minimum, nebof mnozina f(X) = (—v/2,1/2) nema nejmensi prvek. ¢

Uvedeme nyni (bez diukazu) nasledujici zasadni skutecnost:

Véta 9.1. Spojité zobrazeni uzaviené omezené mnoziny je uzaviena omezena mnozina.

Tedy mame-li uzavienou a omezenou mnozinu X C R"™ a spojité zobrazeni f: R* — R™, pak
mnoZina f(X) = {f(x) | x € X } € R™ bude také uzav¥ena a omezen4?.
Mohlo by se zdét, Ze spojité zobrazeni bude zachovavat uzavienost bez omezenosti nebo

omezenost bez uzavienosti. Je snadné najit protipiiklady.

Piiklad 9.8. Necht X je interval [1,+00) C R. Tato mnoZina je uzaviend a neni omezena.
Spojité zobrazeni f(x) = 1/x zobrazi tuto mnoZinu na mnozinu f(X) = (0,1], kterd neni
uzaviena a je omezena. ¢

Priklad 9.9. Uvazujme spojité zobrazeni f: R” — R" s hodnotami

x

f(x) = ———. 9.2

Y= 02

MnoZina R" je uzavfend, oteviena a neomezena. MnoZina f(R") je oteviend a omezena: je to

jednotkova koule (bez hranice). Pro ilustraci je na obrazku mnozina f(X) pro X = (R x Z) U
(Z x R) C R? (tedy X je mifzka v roving, rozmyslete!):
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Véta 9.1 méa dulezity dusledek pro optimalizaci, ktery je zndm jako véta o extrémni hodnoté
nebo Weierstrassova véta.

Disledek 9.2 (Weierstrassova véta). Spojita funkce f: R®™ — R nabyvad na uzaviené
omezené mnozingd X C R"™ svého minima.

2Mnozinam, které jsou zaroven uzaviené a omezené, se iika také kompaktni.
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Diikaz. Pro spojitou funkci f: R® — R je obraz uzaviené omezené mnoziny X C R"™ uzaviena
omezend mnozina f(X) C R. Snadno nyni dokdZeme, Ze kazda uzavienid omezena podmnoZina
mnoziny R mé nejmensi prvek.

Necht tedy Y C R je uzaviena a omezena. Vzdy existuje jeji infimum, ozna¢me ho a = inf Y.
Protoze Y je omezend, je a € R, tj. a > —oo. UkdZeme, Ze a € Y, tj. a je nejmensi bod
mnoziny Y. Protoze Y je uzaviena a tedy kazdy jeji hrani¢ni bod do nf patii, stac¢i k tomu staci
dokéazat, Ze a je hrani¢ni bod mnoziny Y.

Protoze Y je uzaviend, kazdy jeji hrani¢ni bod do ni patii, tedy a € Y. Z toho plyne, ze
a je nejmensi bod mnoziny Y. [ ]

Zduraznéme, ze Weierstrassova véta udava pouze postacujici (avSak ne nutné) podminky
pro existenci minima funkce na mnozing. Nap¥. funkce f(r) = 22 ma na mnoziné R minimum,
i kdyZ mnozina R neni omezena.

9.3 Lokalni extrémy

Funkce f: R™ — R nabyva na mnoziné X C R"™ v bodé x € X svého lokadlniho minima,
jestliZe existuje € > 0 tak, Ze funkce f nabyva na mnoziné X N B.(x) svého (globalniho) minima
(tuto definici promyslete, je dilezita!l). Analogicky muZeme definovat ostra lokdlni minima.
Maximum, lokalni maximum a jejich ostré verze se definuji obdobné. Kazdé minimum funkce f
je zaroven lokalni minimum funkce f (pro¢?), naopak to ale obecné neplati.

(Muzeme prirozené mluvit i o lokalnich minimech/maximech/optimech optimaliza¢ni ulohy
ve standardnim tvaru (1.11), coZ jsou lokalni minima/maxima tcelové funkce f dlohy na mno-
7iné (1.13) jejich pripustnych FeSeni.)

Kazdy bod mnoziny X C R" je bud vnitini nebo hrani¢ni. Extrém x (globélni & lokalni)
funkce f: R™ — R na mnoziné X se nazyva volny, kdyZ x je vnitini bod mnoziny X, a vazany
(mnozinou X), kdyZ x je hrani¢ni bod mnoziny X.

Tvrzeni 9.3. Necht f: R” — R a necht x je vnitini bod mnoziny X C R".
Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

e x je lokalni minimum |[maximum]| funkce f na mnozing X.

e x je lokalni minimum |[maximum| funkce f na mnoziné R™.

Diikaz. Necht x € X je lokilni minimum f na R", tedy (globalni) minimum f na B.(x). Pak
oviem je x také (globalni) minimum f na mnoZziné X N B.(x), tedy lokaln{ minimum f na X.
Necht x je lokalni minimum f na X, tedy (globalni) minimum f na mnoziné X N B.(x).
ProtoZe x je vnitini bod mnoziny X, miZzeme ¢ zmensit tak, ze B.(x) C X. Pak x bude stéle
(globalni) minimum f na mnoziné X N B.(x) = B.(x), a tedy lokdlni minimum f na R".
Diikaz zjevné zistane v platnosti, nahradime-li minima maximy. [ ]

Tvrzeni 9.3 ukazuje, Ze neni velky rozdil mezi volnymi lokdlnimi extrémy na mnoziné X a
lokalnimi extrémy na R”. Rika, Ze bod je volny lokaln{ extrém f na X, pravé kdyz je to lokalni
extrém f na R™ a zaroven vnitini bod mnoziny X. Tedy abychom nasli volné lokalni extrémy f
na X, sta¢i najit lokalni extrémy f a zahodit ty, které nejsou vnitinimi body mnoziny X.

MiuZe nastat specidlni situace, kdy bod je lokilni minimum |[maximum| f na R™ a zaro-
veni hrani¢ni bod mnoziny X. Pak, dle definice vySe, povazujeme tento bod za vazané lokalni
minimum |[maximum| f na X, i kdyZ ho mnoZzina X vlastné nijak neomezuje.
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Piiklad 9.10. Funkce jedné proménné na obrazku nabyva na uzavieném intervalu [a, f] C R
v bodé a globalniho (a tedy i lokdlniho) maxima, v bodech b, e globalniho (a tedy i lokalniho)
minima, v bodé ¢ lokdlniho maxima a zaroven lokalniho minima, v bodé d lokidlniho maxima,
v bodé f lokélniho maxima. Extrémy v bodech a,b,d, e, f jsou ostré. Extrémy v bodech a, f
jsou véazané, v bodech b, ¢, d, e jsou volné.

a b c d e f ¢

V bodé x* nabyva funkce f na mnoZiné X globalniho (a tedy i lokélntho) minima, protoze
v 74dném bodé na kruznici X neméa funkce mensi hodnotu nez f(x*) = 2. V bodé x nabyva
funkce f na mnoziné X lokdlniho minima, protoZze existuje € > 0 tak, ze funkce f nabyva na
¢asti kruznice B.(x)NX svého (globalniho) minima. Oba extrémy jsou vazané, protoZze body x*
a x jsou hrani¢ni body mnoziny X (mnoZina X vnitini body nemé4, viz Priklad 9.4). ¢

Piiklad 9.12. Funkce f(x) = z; na mnoziné {x € R" | ||x]| < 1} ma v bodé (-1,0,...,0)
vazané globalni (a tedy i lokilni) minimum. ¢

Piiklad 9.13. Libovolné funkce f: R — R ma na mnoziné Z (mnozina celych ¢isel) v libovol-
ném bodé x € Z lokalni minimum i lokdlni maximum. ¢

9.4 Cviceni

9.1. Mame mnoziny X = [-1,1] x {0} a Y = [-1, 1] x [-1, 1]. Nadrtnéte nasledujici mnoziny:
a) {x eR? | 1> mingex [x -yl }
b) {x€R?|2>maxyey |[x -yl }
¢) vrstevnice vysky 1 funkee f(x) = minyey ||x — y]|
d) vrstevnice vysky v/2 funkce f(x) = maxyey ||x — y||

9.2. Nacrtnéte nasledujici mnoziny (jedna se o podmnoziny R? nebo R?):
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a
b

1 0] {1}

[-

7 x
C RXZ
d) RxZ)U(ZxR)
{
{
{

(z,y) eR? |2 +¢y* =1} xR

@

f
g

(,y)) eR? |z >0,y>0, zy=1}
(z.y) € R? | min{z,y} =1}

9.3. Co je vnitfek a hranice dané mnoziny? Je mnozina omezena?

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

)
)
)
)
)
)
)
J
a) mnozina realnych ¢isel R
b) uzavieny interval [a,b] = {z € R|a <2 <b} (kde a <)
)
)
)
)
g)
h)
i)
)
k)

o

mnoZina racionalnich ¢isel Q
d) mnozina (9.1)

(v,y) eR? |22+ =1, y>0}

— @

{
{(z,y) eR?|y=2% —-1<x<1}
{(z,y) eR?|azy<1,2>0,y>0}
{xeR"| max},z; <1}
{x€R"| Ax =b} (afinni podprostor R™)
{xeR"|b<aTx <c}, kde a € R, b,c € R (panel, angl. slab)
X)) {XeR¥™ | detX=0}
D () {X e R | XTX =T}
Kazd4 z nasledujicich mnozin je sjednocenim kone¢ného poctu (otevienych, uzavienych
¢ polouzavtenych) intervalit. Najdéte tyto intervaly. Priklad: {2? |z € R} = [0, +00).
a) {l/z|z>1}
b) {1/x ||zl =1}
) {e* |z e R}
d) {z+y|2a?2+y* <1}
o) {zt+yla®+y*=1}
f) {z—yla®+y*=1}
)
)
)

1

C

g) {lzl+yll2* +y* =1}

h) {le—ylfzel01], ye

D {zt+yla?>1,942>1}
(%) Rekli jsme, 7e mnoZina f(R") = {f(x) | x € R"} obrazii zobrazeni (9.2) je ote-
viend jednotkova koule, kterou (dle (9.1)) ozna¢me jako Bj(0,). Dokazte (viz §1.1.2), ze
zobrazeni f: R™ — B;(0,) s hodnotami (9.2) je bijektivni. Najdéte zobrazeni k nému
inverzni.

(1,21}

Najdéte Véechny (globalni i lokalni) extrémy funkce f(z,y) =z +y na mnoziné { (z,y) €
R?|y=a? y<1}

Najdéte (dvahou, s pomoci nacrtki, bez pouZiti derivaci) viechny extrémy funkce

a) f(x) = aTx (kde nenulovy vektor a € R" je dén)
b) f(x) =xTx

na mnoziné
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9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

TL

) R

) {xeR"[[x]| =1}
) {xeR"[[x]| <1}
)
)

o Qw >

{xeR"[ x| <1}
dany afinni podprostor prostoru R™
F) {xeR"|

U kazdého extrému urcete, zda je lokalni/globélni, volny /vazany.
Necht f: R" - Rax € X' C X CR" UvaZujme dva vyroky:

E
—1<1Tx <1}

1. Funkce f ma v bodé x lokdlni minimum na mnoziné X.
2. Funkce f m4 v bodé x lokalni minimum na mnoZiné X'.

Vyplyvéa druhy vyrok z prvniho? Vyplyvéa prvni vyrok z druhého? Odpovédi dokaZte.

Muze se stat, ze funkce méa na mnoziné lokalni minimum a nema4 na ni globalni minimum?
Odpoved dokazte.

Miuze nekonstantni linearni funkce nabyvat na mnoziné lokdlniho extrému ve vnitinim
bodé této mnoziny? Odpovéd dokazte.

Platilo by Tvrzeni 9.3, kdyby se v ném slovo ‘lokalni’ nahradilo slovem ‘globalni’? Odpo-
véd dokazte.
Ma-li linearni funkce na uzaviené mnoziné extrém, nabyva ho vzdy v hraniénim bodé

mnoziny. Je tento vyrok pravdivy? Plati pro globalni extrémy? Plati pro lokalni extrémy?
Odpovédi dokazte.

Jsou dény body ay,...,a, € R? Hleddme maxima funkce f(x) = min}", ||a; — x|| na
jednotkovém kruhu K = {x € R? | ||x|| < 1}.

a) Pochopte a rozmyslete tuto tlohu pro mala m (tedy m = 1,2, 3). Jako prvni krok si
nakreslete vrstevnice funkce f pro rizné mnoziny bodu ay, ..., a,, (pro mala m).

b) Najdéte body ay, ..., a, (pro pokud moZno malé m) a bod x tak, aby x bylo lokalni
maximum funkce f na kruhu K, které neni globélni.

c) (%) Rozmyslete zobecnéni tlohy, kdy je ddna uzav¥end mnozina X C R? a hledame
maximum funkee f(x) = minyex ||y —x|| (tj. vzdalenost od mnoziny X) na kruhu K
(dloha vyge je pak specialni pifpad pro X = {ay,...,a,}). Ulohu promyslete pro
néjaké zajimavé a pritom jednoduché mnoziny X (napf. kruznice nebo sjednocent
malého po¢tu pfimek).

Napovéda a feSeni

9.3.a) Vnitiek je R, protoZe pro kazdy bod x € R existuje koule se stfedem z a kladnym polomérem ¢,
ktera cela lezi v R. Hranice je ), protoZe neexistuje Zadny bod x € R tak, Ze kazda koule s
kladnym polomérem protind (= ma neprazdny prinik) jak s mnozinou R, tak s jejim dopliikem
(tento doplnék je prazdna mnozina ().

9.3.b) Vnitiek je otevieny interval (a,b). Hranice je dvouprvkova mnozina {a,b}. MnoZina je omezena.

9.3.c) Vnitiek je ) a hranice je R. Neomezena.

9.3.d) Je to koule bez hranice, tedy intuitivné je vnitfek je ta sama mnozina a hranice je prazdna.
Formalné bychom to snadno dokazali z definic v §9.1. Je omezena.
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9.3.e) Jedna se o pulkruznici i s ‘krajnimi’ body. Vnitfek je prazdny (protoze v kruznici nemize lezet
zadny kruh o kladném poloméru). MnoZina je sama svou hranici. Je omezena.

9.3.f) Je to kus grafu paraboly (kone¢ny, tedy mnoZina je omezen4), pricemz levy ‘krajni’ bod chybi.
Vnitfek je prazdny. Hranice je ta samé& mnoZina ale i s levym krajnim bodem (—1, 1), tedy mnoZzina
{(z,y) €R? |y =22, —1 <2 < 1}. Vimnéte si, Ze hraniéni bod (—1,1) nelezi v mnozné (coz
definice nevyzaduje).

9.3.g) Je to ¢ast hyperboly v kladném kvadrantu. Vnitiek je prazdny, je sama svou hranici. Je ne-
omezena. Vsimnéte si, Ze by se vnitfek a hranice nezménily, kdyby se mnozina zménila na
{(z,y) eR? |2y <1, 2>0,y>0}.

9.3.h) Mnozinu si pro pfedstavu naértneme pro n = 2, tedy { (z1,v1) | max{z1,z2} < 1}: je to zaporny
kvadrant posunuty vrcholem do bodu (1,1). Tedy neomezena. Pro vétsi n to bude podobné.
Vnitiek je tentyZ kvadrant bez hranice, ktery lze napsat jako { x € R™ | max}* , #; < 1}. Hranice
je {x € R" | max} ,z; = 1}. (OvBem nemyslete si, ze vnitiek se vidycky ziska tak, Ze neostré
nerovnosti v definici mnoziny nahradime ostrymi a pro hranici je nahradime rovnostmi).

9.3.1) Vnitfek je prazdny, hranice ten samy afinni podprostor. Samozfejmeé je neomezeny.

9.3.j) Vnitiek je {x € R" | b < aTx < ¢}, hranice jsou dvé nadroviny {x € R* | aTx = b} U {x €
R* |aTx = c}.

9.4. (a) (07 1}7 (b) [_170) U (07 1}7 (C) (07 1]7 (d) (_\/57 \/5)7 (Cvag) [_\/57 \/i]

9.5. Inverze k f je zobrazeni f~': B1(0,) — R™ s hodnotami f~1(y) = Y

. To dokazeme

ovefenim, ze g(f(x)) = x pro x € R” a f(g(y)) =y proy € Bi(0,), coz udélame dosazenim
vzoreckt do sebe. Bijektivnost obou zobrazeni plyne z existence inverze.

9.6. (1,1) je glob. maximum, (7%, %) glob. minimum, (—1,1) lok. maximum. To je vidét z obrazku

(nakreslete!). Jiny postup je eliminovat proménnou y, ¢imz tlohu prevedeme na hledani extrému
funkce 2 4 22 na intervalu [—1,1].

9.7.(aA) Funkce je na mnoziné shora i zdola neomezena, globalni extrémy neexistuji. Lokalni také ne.

(aB) Linearni funkce na (hyper)sféfe. Extrémy zjistime napf. pomoci na¢rtku pro n = 2 a zobecnime
pro libovolné n. Vrstevnice funkce jsou rovnobézné nadroviny, kolmé na vektor a. (Globalni)
maximum se nabyva v bodé x = a/||a|| (normalizovany vektor a, neboli jednotkovy vektor
rovnobé&Zny s vektorem a), (globalni) minimum v bodé x = —a/||al|. Jsou to extrémy vazané,
nebot se nabyvaji v hrani¢nich bodech mnoziny. Jiné extrémy nejsou.

(aC) Stejné jako (aB), protoze linearni funkce nabyva na (hyper)kouli extrémy v hrani¢nich bodech.

(aD) Maximum ani minimum funkce na mnoziné neexistuje (existuje ale supremum a infimum, které
jsou stejné jako v (aB)).

(aE) ReSeni uhodneme napi. z piedstavy pro n = 3 a dimenzi afinntho podprostoru 0 (bod), 1
(pfimka) nebo 2 (rovina). Jestlize bude vektor a ortogonalni k podprostoru (tedy kolmy k
linedrnimu podprostoru vzniklému posunutim afinntho podprostoru do pocatku), podprostor
lezi v néjaké vrstevnici funkee, tedy funkce je na podprostoru konstantni (nulova), tedy kazdy
bod podprostoru je vazané maximum i minimum. V opa¢ném piipadé je funkce na mnoziné
shora i zdola neomezené, tedy extrémy neexistuji.

(aF) MnoZina je ‘panel’, nacrtnéte si ho pro n = 2 a pfedstavte si ho pro n = 3. Situace je
podobna jako (aE). Jestlize je vektor a kolmy k panelu (tj. a je rovnobézny s vektorem 1,
tj. a = al pro n&jaké a # 0), pak jsou (globalni) maximum a minimum v hrani¢nich bodech
panelu, v opa¢ném piipadé extrémy neexistuji. Nalézt body maxima a minima vyzaduje trochu
zamysleni: pro o > 0 je maximum v bodé x = 1/n (aby platilo 17x = 1) a minimum v bodg
x = —1/n, pro a < 0 je to opacné.
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(bA ) Hodnota funkce f(x) je étverec vzdalenosti bodu x od po€atku, jeji vrstevnice jsou kruznice
se stfedem v pocatku. Funkce je na mnoziné zdola omezend a shora neomezena. Globalni
minimum je v po¢atku x = 0, je vazané. Jiné extrémy nejsou.

(bB) Funkce je na mnoziné (hypersféfe) konstantni, tedy v kazdém bodé mnoZiny je (globalni)
minimum i maximum. Jsou vazané, protoZe lezi na hranici mnoziny.

(bC) Volné (globalni) minimum je v po¢atku, vazana globalni maxima jsou na hranici hyperkoule.

(bD) Volné (globalni) minimum je v po¢atku, maxima neexistuji.

(bE) Pokud je afinni podprostor bod, minimum a maximum se triviadlné nabyvaji v ném. V opacném
pfipadé je na ném funkce shora neomezena, tedy maximum neexistuje. Minimum se nabyva v
bodu x podprostoru nejblize po¢atku, coz znamena ze vektor x musi byt kolmy k podprostoru.
Vsechny extrémy jsou vazané, jen kdyZ je afinni podprostor celé R™ tak jsou volné.

(bF) Minimum je v po€atku. Maximum se nabyva v bodech panelu nejblize pocatku, tj. ve dvou
bodech x = £1/n.

9.8. Druhy vyrok plyne z prvniho. Naopak to ale neplati, protipriklad je X = R, X’ =[0,1], f(z) = z.

9.13.a) Slovy lze dlohu popsat takto: hledame bod v kruhu, ktery je co nejdale od nejblizsitho z bodi
al,...,m.
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Kapitola 10

Volné lokalni extrémy

Zde se budeme vénovat podminkiam a algoritmim na volné lokalni extrémy diferencovatelnych
funkei. Diky Tvrzeni 9.3 misto volnych lokalnich extrémi funkef f: R" — R na mnoziné X C R"
budeme uvazovat pouze lokalni extrémy funkce f na mnoziné R™.

10.1 Analytické podminky
Intuitivné vime, Ze je-li smérova derivace (viz §8.6) funkce f: R®™ — R v bodé x ve sméru v

kladna, tj. fy(x) > 0, funkce v bodé x ve sméru v stoupa. Podobné, je-li f,(x) < 0, funkce v
bodé x ve sméru v klesa. Upfesnéme, co to znamena:

Lemma 10.1. Necht funkce f: R” — R je diferencovatelna v bodé x € R™ ve sméru v € R".
o Jestlize fy(x) > 0, pak existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé o € (0,9] je f(x + av) > f(x).
o Jestlize fy(x) < 0, pak existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé o € (0,9] je f(x + av) < f(x).

Ditkaz. Zopakujme definici smérové derivace (8.19):

A0 = lim gl)=a,  kde gla) = LEFVI IO,
a—0t «
Dle definice limity zprava (viz kazda ucebnice analyzy) pro kazdé ¢ > 0 existuje 6§ > 0 tak, Ze
pro kazdé « € (0, 9] plati [g(«) — a| < e. Jestlize a > 0, existuje tedy § > 0 tak, Ze pro kazdé
a € (0,0] plati g(a) > 0, tedy f(x+ av) — f(x) > 0. Pripad a < 0 se dokaze obdobné. ]

Jestlize fy(x) > 0 [fy(x) < 0], smér v nazveme vzestupny [sestupny| smeér (angl. ascent
[descent] direction) funkce f v bodé x. Dle Lemmatu 10.1 miZeme v tom piipadé hodnotu
funkce zvétsit [zmensit] malym posunutim bodu x ve sméru v. Z toho ihned plyne nutna
podminka na volné lokéalni extrémy:

Véta 10.2. Necht funkce f: R™ — R je diferencovatelna v bodé x € R" ve sméru v € R".
o Jestlize x je lokalni minimum funkce f, pak f,(x) > 0.

e Jestlize x je lokalni maximum funkce f, pak fy(x) <O0.

Diikaz. Jestlize fy(x) < 0, pak dle Lemmatu 10.1 pro kazdé ¢ > 0 existuje a > 0 tak, Ze
x+av € B.(x) a f(x + av) < f(x), tedy x neni lokdlni minimum funkce f. Obdobné pro
maximum. (Viz definice lokélniho extrému v §9.3.) ]
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Vé&tu 10.2 moc ¢asto nepouzijete, protoze malokdy potkate funkei, ktera by v bodé byla dife-
rencovatelna v n&jakém sméru a nebyla v ném (totalné) diferencovatelné. Je-li funkece (totalng)
diferencovatelné, podminka na volné lokalni extrémy se zjednodusi:

Véta 10.3. Necht funkce f: R" — R je v bodé x € R" (totalné) diferencovatelna.
Jestlize x je lokalni extrém (tj. minimum ¢ maximum) funkce f, pak f'(x) = 0.

Diikaz. Protoze f je v bodé x diferencovatelnd, dle Véty 8.5 je fy(x) = f/(x)v pro vechny
v € R™. Specialné to plati pro kazdy smér v = e; (i-ty vektor standardni baze prostoru R™),
tedy f'(x) = 0. ]

Vsimnéte si, ze f'(x) = 0 ika, Ze vSechny parcialni derivace funkce f v bodé x jsou nulové
(f'(x)e; = fu;(x) je parcialni derivace podle proménné z;, viz §8.6.) Jestlize je funkce f v
bodé x totalné diferencovatelné a plati f’(x) = 0, bod x se nazyva stacionarni bod funkce f.
Véta 10.3 fika, ze stacionarni body jsou body ‘podezielé’ z volného lokalniho extrému. Véta
ovsem svadi k pouziti v situacich, kdy nejsou splnény jeji predpoklady. Uvedme piiklady téchto
situaci:

Priklad 10.1. Funkce f(x) = 23 ma v bodé 0 stacionarni bod, ale nema tam lokalni extrém.4

Priklad 10.2. V Piikladu 9.10 jsou piedpoklady Véty 10.3 splnény pouze pro body b, ¢, které
jsou stacionarni a vnitini. Body a, f jsou hrani¢ni (tedy ne vnitfni) body intervalu [a, f] a
v bodech d, e neni funkce diferencovatelna. ¢

Piiklad 10.3. Funkce f(x) = [x|| m& na hyperkrychli X = {x e R* | —1 < x < 1}
v bodé 0 volné lokélni minimum (nakreslete si mnozinu X a vrstevnice funkce f pron =1 a
pro n = 2). Nemé4 tam ale stacionarni bod, protoZe tam neni totalné diferencovatelna, a tedy
nelze pouzit Vétu 10.3 (Ize oviem pouzit Lemma 10.1, protoZe f je v bodé 0 diferencovatelna
ve v8ech smérech). Dale ma funkce na mnoziné X véazana lokalni maxima ve vSech jejich rozich
(napf. v bodé 1), coZ jsou jeji hrani¢ni body. Bod 1 ovSem neni stacionarni bod funkce f. ¢

Véta 10.3 udava podminku proniho #ddu na volné lokalni extrémy, protoze obsahuje prvni
derivace. Nasledujici podminka druhého fddu pomutze zjistit, zda je stacionarni bod volnym
lokalnim extrémem, piipadné jakym:

Véta 10.4. Necht funkce f: R"™ — R je v bodé x € R"™ dvakrat diferencovatelna.
o Jestlize x je lokalni minimum |[maximum| funkce f,
pak plati f’(x) = 0 a Hessova matice f”(x) je positivné [negativné] semidefinitni.
o Jestlize plati f'(x) = 0 a Hessova matice f”(x) je positivné [negativng| definitni,
pak x je ostré lokdlni minimum [maximum]| funkece f.

Vsimnéte si:
e 7 Véty 104 plyne, Ze kdyz f”(x) je indefinitni (tedy neni ani positivné semidefinitni ani
negativné semidefinitni), pak x neni lokilni extrém. Bod x, ve kterém f’(x) = 0 a matice
1"(x) je indefinitni, se nazyva sedlovy bod funkce f.

o Je-li matice f”(x) (positivné ¢ negativné) semidefinitni, véta nefikd nic o tom, zda funkce
v bodé x mé4 nebo nem4 lokalni extrém. Piiklady jsou funkce 23 a 2* v bodé 0.
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Vétu 10.4 nebudeme dokazovat, uvedeme jen divod, diky kterému ji snad ochotnéji uvétite.
Misto funkce f vySetfujme v blizkosti bodu x jeji Taylortv polynom druhého stupné (8.23c),

Ty) = fx) + f/(x)(y —x) +5(y = x)"f"(x) (y — x).
0

Protoze f'(x) = 0, linearni ¢len je nulovy a polynom je tedy kvadratickd forma posunuté do
bodu x. Zda funkce T2 m4 ¢ nema v bodé x extrém bychom tedy mohli uréit podle Tvrzen{ 6.1
z definitnosti matice f”(x). Zde oviem vysetfujeme funkci f a ne jeji aproximaci T2, proto pro
lokaln{ extrém nestaci (positivni ¢ negativni) semidefinitnost f”(x).

Piiklad 10.4. Extrémy kvadratické funkce (6.20) umime hledat pomoci rozkladu na tverec.
Ovsem je to také mozné pomoci derivaci. Podminka stacionarity je

%(XTAX +bTx+¢)=2xTA + b7 =0.
Po transpozici dostaneme rovnici (6.22a).

Druhé derivace (Hessova matice) funkce f je 2A. V8imnéte si, Ze kdyZ je matice A positivné
nebo negativné semidefinitni (ale ne definitni), tak ndm podminky druhého fadu (Véta 10.4)
o typu extrému nic nefeknou a musime pouzit silngjsi podminky pro kvadratické funkce z §6.4
nebo se odvolat na konvexitu ¢ konkavitu funkce f. ¢

Piiklad 10.5. V linearni aloze nejmensich ¢tvercii (5.2) minimalizujeme kvadratickou (tudiz
libovolng-kréat diferencovatelnou) funkci ve tvaru f(x) = ||[Ax — b||?> na mnozing R (kde ma-
tice A samozfejmé oznafuje néco jiného nez v Piikladu 10.4). Funkei zderivujeme napf. uZitim
fetizkového pravidla (f je slozeni funkcf ||y a y = Ax — b):

f'(x) = 2(Ax — b)TA.

(Nebo mizeme nejprve roznasobit zavorky jako v (6.24) a derivovat potom.) Stacionarni pod-
minka f'(x) = 0, po transpozici a snadné upravé, dostane tvar (5.4). hessian funkce f spocitame
opétovnou derivaci funkee f'(x)7, je to f”(x) = 2AT A, coz je positivng semidefinitn{ (ale ne
nutné positivné definitni) matice. Véta 10.4 nam tedy opét nemusi pomoct a musime pouZit
podminky z §6.4. ¢

Podotknéme, ze ovéfovani podminek druhého fadu pro funkce mnoha proménnych muze
byt nepifjemné a ¢asto se snazime tomu vyhnout (uz nalézt Hessovu matici mize byt problém,
natoz ovéfovat jeji definitnost). Misto toho se snazime vymyslet jiny (jednodussi) dikaz, ze
dany stacionarni bod je/neni lokalni minimum /maximum.

10.2 Iterac¢ni metody na volné lokilni extrémy

Dale se budeme vénovat numerickym itera¢nim metodam® na hledani volnych lokalnich extrémi
(budeme uvazovat pouze minima) diferencovatelnych funkei f: R™ — R. Poé¢inaje poc¢ateénim
odhadem x; € R” feSeni, itera¢ni metoda postupné vytvari posloupnost xi,Xa, ..., kterd za
piiznivych okolnosti konverguje k feseni tlohy (tj. k lokdlnimu minimu).

LSchvalné piseme metody a ne algoritmy, nebot algoritmus by mél skonéit po konedném poétu operaci, kdezto
itera¢ni metoda typicky pouze konverguje v nekoneéném poctu iteraci.

Bod x4, 1 zavisi na predchozim bodu x; a hodnoté uéelové funkee f a piip. (pokud je funkce
diferencovatelnd) na jejich derivacich v tomto bodg, nékdy téz na hodnoté prip. derivacich v
nékolika minulych bodech xj_1,X4_o, . ... Radem metody se mysli nejvyssi fad pouzité deri-
vace: metody nultého Fddu (také zvané metody bez derivact, derivative-free methods) pouZivaji
jen funkéni hodnoty, metody prvniho #ddu navic prvni derivace, a metody druhého Fddu navic
druhé derivace. Metody vy$stho nez druhého tadu se uzivaji ziidka.

Zakladni otazka je, zda metoda konverguje k (néjakému) lokdlnimu minimu a kdyz ano, tak
jak rychle. Timto se zabyva konvergencni analyza metody a prislusné matematické véty jsou
zaviseji na vlastnostech funkce f a na volbé pocateéniho odhadu xo. Metody vysstho fadu
obvykle konverguji k lokadlnimu minimu pro mensi mnoZinu funkci f a pocatecnich odhadi xg,
ale kdyz konverguji, tak konverguji obvykle rychleji nez metody niz§iho radu.

Zde se zaméFfme na t¥idu metod zvanych sestupné metody?, jejichz iterace ma tvar

Xk+1 = Xk + Vi, (101)

kde vj, € R™ je sestupny smér v bodé x;, (tedy fv,(xx) < 0) zvany smér hledani a soucinitel
ay, > 0 ovlivituje délku kroku?® v k-té iteraci. Metoda v kaZzdé iteraci zvoli vektor v, a skalar ay
a provede aktualizaci odhadu dle (10.1). Volba sméru hledani je kli¢ovy znak pro rozliSeni
jednotlivych metod.

10.2.1 Volba soucinitele délky kroku

Mame-li smér hledani vy, zde jsou obvyklé zpisoby jak volit soucinitel oy délky kroku:

e Fxact line search. Je-li smér vy sestupny, dle Lemmatu 10.1 existuje délka kroku ay > 0
tak, Ze f(xg41) < f(Xx). Nejlepsi délka kroku a4 je minimum Fezové funkce

p(a) = f(xx + avy) (10.2)

na intervalu (0,00). Tato tloha je v kontextu vicerozmérné optimalizace nazyvéna jedno-
rozmérné hleddani (angl. line search) a fesSime-li ji pfesné (tj. hledame-li globaln{ minimum),
mluvime o ezact line search.

o Approzimate line search. Obvykle neni chytré hledat globalni minimum (na intervalu (0, c0))
funkce (10.2) (ledaZe by 8lo najit velmi levng), protoze se aktualni odhad x; stejné v pristi
iteraci vyrazné zméni. Proto se ¢asto minimum hleda jen pfiblizné. Na néjaky algoritmus
hledajici priblizné minimum funkce jedné proménné byste snadno pfisli. OvSem ne kazdy
takovy algoritmus garantuje dobré konvergenéni vlastnosti itera¢ni metody.

Oblibena metoda zarucujici dobré konvergenéni vlastnosti je backtracking line search. Hle-
dame « spliwjici tzv. Armijovo-Goldsteinovo pravidlo: pro néjakou konstantu ¢ € (0,1)
musi byt

Foi+avi) =g(a) < f(xi) +caf (xive = 9(0) + cag(0).  (103)

Vsimnéte si, Ze vyraz ¢(0) + a¢'(0) je Taylorav polynom prvniho stupné funkce ¢ v bodé 0
(tedy afinni funkce proménné ), tedy ¢(0)+cay’(0) je tato afinni funkce s mirngjsi smérnici,
viz obrazek:

2Existuji i metody, ve kterych smér vy neni vzdy sestupny (napi¥. subgradientni metody).
3Skalar oy, se nékdy nazyva délka kroku, coZ je ale patny néazev, protoze délka kroku v k-té iteraci je ve
skutecnosti &islo ||xp41 — Xk || = ||Vl
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©(0) p(a)

©(0) + c¢'(0)ax

0 ©(0) + ¢ (0)a

Toto pravidlo samo nestaéi, protoze kazda dostatetné mald hodnota « > 0 ho spliuje.
Proto se uziva v jednoduchém algoritmu: na za¢atku zvolime néjakou maximélni hodnotu o
a parametry ¢,7 € (0,1) a pak zmenSujeme « jeho nasobenim ¢islem 7, dokud nezaéne
platit (10.3).

e Peuvnd posloupnost. V tomto pripadé soucinitelé ap > 0 zaviseji pouze na k. Obvykle se
vyzaduje, aby posloupnost (ay) spliiovala

I}LI&ak =0, ;ak = oo. (10.4)

Druhé4 podminka je nutna, protoZe vzdalenost ||xo — x*|| mezi poc¢ateénim odhadem a hle-
danym feSenim miize byt libovolné velkd. Vsimnéte si, Ze i kdyZ jsou sméry vy sestupné,
pevna posloupnost nezajistuje monoténni pokles funkce f (tedy pro né&jaka k muZe byt

J(Xg1) > f(xr))-

o Konstantni posloupnost. Soucinitel je stejny pro kazdou iteraci, ap = a > 0 pro kazdé k.

10.3 Gradientni metoda

Gradientni metoda (také znama jako gradientni sestup nebo metoda nejvétsiho spadu, angl.
gradient descent nebo steepest descent) voli smér sestupu jako zaporny gradient funkce f
v bodé xy:

vie=—f(x0)" = =V f(x). (10.5)

Tento smér je sestupny, coZ je okamzité vidét dosazenim do (8.21).

Vyhodou gradientni metody je spolehlivost, dana tim, Ze smér (10.5) je vzdy sestupny. Ne-
vyhodou je ¢asto pomala konvergence, obecne tzv. sublinearni (tedy pomalejsi nez geometricka
fada). Pro specialni funkce f je rychlost konvergence linearni (tj. tedy jako geometrickd fada).
Konvergence mize byt pomala napt. tehdy, kdyz funkce v okoli lokélniho optima je v nékterych
smérech mnohem ‘protazendj$i’ nez v jinych (presnéji, kdyz vlastni ¢isla Hessovy matice f”(x)
jsou velmi razna).

Priklad 10.6. Hledejme minimum kvadratické formy f(z,y) = (az® + 3?)/2 (kde a > 0)
gradientni metodou s po¢atetnim bodem (zg,yo) = (1, a). Minimum se nabyva v bodé (z,y) =
(0,0). Pfi pfesném Feseni problému (10.2) (tj. exact line search) je k-t4 iterace rovna (odvodte!)

a—1\" a—1\"
= - = . 10.
a=(-451) - w=a(t57) (106)

Vidime, Ze konvergence je velmi pomala pro a < 1 nebo a > 1. ¢
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10.3.1 Zavislost na linearni transformaci souradnic

Transformujme vektor proménnych x linearni transformaci y = Ax, kde A je regularni matice.
Je jasné, ze funkce f ptuvodnich proménnych x bude mit stejné extrémy jako funkce

9(y) = f(x) = f(A7"y).
Iterace gradientni metody v novych proménnych je
Vi1 =¥k —oarg (ye)" (10.7)
Zjistime, jaké iteraci to odpovidé v puvodnich proménnych. Z fetizkového pravidla mame
J(y)=f(ATy)AT = fl(x)A7"
Dosazenim za y a ¢'(y) do (10.7) a upravou (provedte!) dostaneme
Xyt = Xp — ap (ATA) T/ (x)T. (10.8)
To lze napsat ve tvaru (10.1) se smérem hledani
v, = —(ATA) 7 f/(xp)T. (10.9)

Tento smér se ligi od piivodniho sméru (10.5) vynasobenim matici (AT A)~!. Vidime, Ze gradi-
entni metoda nens invariantni viéi linearni transformaci souradnic.

Novy smér (10.9) je také sestupny, tj. —f(xx)(ATA) 71 f'(x4)T < 0, nebot matice ATA a
tedy 1 jeji inverze je positivné definitni (viz Cvicent 6.20 a 6.19).

Na vzorec (10.9) se Ize divat jesté obecnéji. Je jasné, Ze smér vi, = —C* f/(x,)7 je sestupny,
je-li matice Cy, positivné definitni. Opac¢né, kazdy sestupny smér lze napsat takto. Uvidime, ze
metody uvedené dale budou mit vzdy tento tvar sestupného sméru, oviem matice Cy bude jina
v kazdém kroku.

10.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda (presnéji Newtonova-Raphsonova, v jednorozmérném piipadé téz me-
toda tecen) je slavna itera¢ni metoda na feSeni soustav nelinearnich rovnic. Lze ji pouZit i na
minimalizaci funkce tak, ze hledame jeji bod s nulovym gradientem. Obé pouziti nyni popiSeme.

10.4.1 Pouziti na soustavy nelinearnich rovnic

Necht g: R" — R" je diferencovatelné zobrazeni. Chceme Fesit rovnici g(x) = 0, coZ je soustava
n rovnic s n neznamymi. Myslenka Newtonovy metody je jednoducha: misto hledani nulového
bodu zobrazeni g (coZ je obecné velmi obtizné) opakujeme iteraci, ktera najde nulovy bod afinni
aproximace zobrazeni g v okoli aktualniho odhadu (coZ je snadné).

Afinni aproximace zobrazeni g v okoli bodu x; je zobrazeni (viz (8.7) nebo (8.24))

Ty, (%) = g(xx) + &'(x1) (x — %) (10.10)

Dalsi odhad x;41 najdeme feSenim nehomogenni soustavy linedrnich rovnic T}{k (xg+1) = 0.
Pokud je Jacobiho matice g'(xy) regularni, feSenim je

X1 = X — 8 (x) 7' g(x2). (10.11)
Viz obrazek:
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T1(x) = g(xk) + &' (k) (x — xx)

0 = :
X" Xk+1 Xk

Z numerického hlediska samozfejmé neni dobré soustavu (10.10) Fesit pomoci explicitniho
vypoltu inverze matice g'(xy). Lépe je nejdiive spocitat vektor v FeSenim linearni soustavy
g(xy) + g'(xx)vy = 0 (napf. Gaussovou eliminaci nebo QR rozkladem) a pak provést ite-
raci (10.11) jako xpy1 = xp + vi.

Hlavni vyhodou Newtonovy metody je, Ze v blizkém okoli feSeni obvykle konverguje velmi
rychle (tzv. superlinedrné), mnohem rychleji nez gradientni metoda. Nevyhodou je, Ze je obvykle
nutno zacit s pomérné piesnou aproximaci x, skuteéného feseni, jinak metoda snadno diverguje.

Priklad 10.7. Babylonskd metoda na vypocet druhé odmocniny ¢&isla a > 0 opakuje iteraci
1 a
Th41 = *(l'k + *)
2 Tk
To neni nic jiného nez Newtonova metoda pro rovnici 0 = g(z) =

SR ) R S S T VAL
Tht1 = Tk (@) = Iy 2y = Tk B) Tk Tx ) karIk- :

2 — a. Opravdu,

¢

Priklad 10.8. Hledejme priisecik (x,y) € R? dvou rovinnych kiivek danych rovnicemi
(x =12 +y*=1,
oyt =1
Mame

(z—12+y*—1
4yt —1

2x-1) 2y

g(z,y) = { ] eER,  glry) = { 1 4y3} € R¥.

Iterace (10.11) je

Ykt Yk 4z 4y rp+yp—1
Nacrtneme-li si obé kiivky, vidime, Ze maji dva priseciky, lisici se znaménkem druhé soufadnice.
Zvolme pocateni odhad pro hornf priisecik (zo,yo) = (1,1). Prvni iterace bude

@] 1] [o 217" (o] _[o75
w| T T a4l 1T
Pro Sestou iteraci (x5, ys) = (0.671859751039018, 0.944629015546222 ) jsou rovnice splnény se

strojovou presnosti. ¢

Priklad 10.9. Funkce g(z) = 2% — 1 ma dva nulové body z = +1. Pokud v ngjaké iteraci bude
x, = 0, nastane déleni nulou (derivace g v bodé z; bude nulova). Pokud bude x;, velmi malé,

{xkﬂ} _ m B {Q(Ik —1) 2@/,@}‘1 [(xk —12 4y} - 1} .

déleni nulou nenastane, ale iterace x;41 se ocitne velmi daleko od kofene. ¢
Priklad 10.10. Pro funkci g(z) = 2% — 22+ 2 zvolme zg = 0. Dali{ iterace bude 27 = 1 a dalsi
2 = 0. Metoda bude oscilovat mezi hodnotami 0 a 1, tedy bude divergovat. ¢
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10.4.2 Pouziti na minimalizaci funkce

Newtonovu metodu lze pouzit pro hledani lokélniho extrému dvakrat diferencovatelné funkce
f: R" = R tak, 7e v metodé (10.11) polozime g(x) = f'(x)T. Tim dostaneme iteraci

X1 =X — f" (%) T () (10.12)

kde f”(xy) je Hessova matice funkce f v bodé x;. Neplette si tato dvé rizna pouziti Newtonovy
metody (tj. na hledani kofent a na hledani lokalnich extrémi)!

Iterace (10.11) se odvodila tak, Ze se zobrazeni g v okoli bodu x;, aproximovalo afinnim
zobrazenim T} a pak se nasel nulovy bod tohoto zobrazeni. Lze ukézat (viz Cviceni 10.11), ze
iterace (10.12) 1ze odvodit také tak, Ze se funkce f aproximuje Taylorovym polynomem druhého
stupné 71; ,fk (tedy kvadratickou funkei) a pak se najde minimum této kvadratické funkce.

F) PTa(x) = f i) + (i) (x = i) + (3 = x0) TS (%) (x = xx)

X;‘ Xk+1 Xk
Iteraci (10.12) lze napsat v obecnéjsim tvaru (10.1), kde

Vi = —f"(x) " ()" (10.13)

Oproti tvaru (10.12) v iteraci tedy pribyl koeficient ay. Vyhodou tohoto zobecnéni je moznost
zvolit optimalni (ne nutné jednotkovy) soudinitel oy, pomoci jednorozmérné minimalizace (10.2).
Metodé (10.1) s jednotkovym soudinitelem oy, (coz odpovida (10.12)) se pak ifké ¢ista Newto-
nova metoda.

Vektoru (10.13) fikdme Newtontv smér. Vidime, Ze se od gradientntho sméru (10.5) 1lisi
nasobenim Hessovou matici f”(x;). Aby to byl sestupny smér, musi byt

F ) vie = —f" () £ (3) 7 f (i) < 0.

Toto plati, kdyz f'(xy) # O (tj. x neni stacionarni bod) a matice f”(xy) je positivné definitni
(nebot pak bude positivné definitni i jeji inverze, viz Cvieni 6.19).

Opét neni dobré explicitné pocitat inverzi Hessovy matice f”(xy), ale je lépe Newtontiv
smér v podlitat FeSenim linearni soustavy f'(xx) + f”(xx)vie = 0. Na rozdil od §10.4.1 je zde
oviem matice soustavy f”(xj) symetricka a typicky positivné definitni, tedy miZeme na feSeni
soustavy pouzit efektivngjsi algoritmy nez napi. Gaussovu eliminaci (nap¥. Choleského nebo
LDL rozklad).

V porovnéni s gradientni metodou ma Newtonova metoda (pouZitad na minimalizaci funkce)
nevyhodu v tom, Ze musime pocitat Hessovu matici f”(x;) a TeSit soustavu f”(xj)vi =
—f'(xx)T, co pro velky pocet proménnych je pomalé & nemozné.
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10.5 Nelinedrni metoda nejmensich ¢tverci

Ms&jme soustavu rovnic g(x) = 0, kde g: R* — R™ (tedy je to soustava m rovnic s n nezna-
mymi). Soustavu nazveme preurcenou, jestlize nema zadné feSeni. Chceme takovou pieurcenou
soustavu Fesit priblizné ve smyslu nejmensich ¢tverci. Tedy chceme minimalizovat funkci

Fx) = lgx)|* = gx)"g(x) = Zgi(X)27 (10.14)

kde g¢; jsou slozky zobrazeni g. Specialnim pfipadem je pfiblizné FeSeni linearni nehomogenni
soustavy Ax = b, kde g(x) = b — Ax (viz §5.1).

Zatimco v §10.3 a §10.4.2 bylo cilem minimalizovat obecnou funkci, zde chceme minimali-
zovat funkei ve specidlnim tvaru (10.14). Nyni méame dvé moZnosti. Bud muZeme nasadit na
funkei (10.14) jednu z metod pro minimalizaci obecné funkece, k ¢emuz se vratime v §10.5.2.
Nebo mitZzeme byt chytiejsi a vyuZit specidlniho tvaru funkce (10.14), coz popiseme v §10.5.1.

10.5.1 Gaussova-Newtonova metoda

Aproximujme opét zobrazeni g v okoli bodu x;, afinnim zobrazenim T}, dle (10.10). Uloha (10.14)
pak vyzaduje minimalizovat [T}, (x)[|*>. To je uloha linedrnich nejmensich ¢tverci, kterou jiz
zname z §5.1. Normalni rovnice (5.4) méa tvar

g'(xi)"g (xp) (x = xi) = —g'(x1) g (x1). (10.15)
Jeji feSeni napiSme pomoci pseudoinverze:
Xpy1 = X — & (x5) T g(xk). (10.16)

Metoda (10.16) je znama jako (¢istda) Gaussova-Newtonova metoda. MiiZeme ji opét napsat
obecnéji ve tvaru (10.1) se smérem hledani (Gaussiv-Newtoniv smér)
vi, = —g'(xk) " g(xx)- (10.17)
Vimnéte si, Ze pokud m = n a Jakobiho matice g'(x;) je regularni, je g'(xx)* = g'(x;) 7L,
tedy Gaussova-Newtonova metoda (10.16) se redukuje na Newtonovu metodu (10.11).
Pokud méa Jacobiho matice g'(x;) linedrné nezavislé sloupce (viz §5.1), vyraz (10.17) miZeme
napsat jako

vie=—(8'(x) 8 (%)) 78 (k) T (3xi) = —3(8 () T8 () 1 (x) T (10.18)
kde ve vyrazu na pravé strané jsme dosadili derivaci
f'(x) = 2g(x)"g'(x) (10.19)

ucelové funkee (10.14) (odvodte dle §8.5.2!). Vidime, Ze Gausstv-Newtontuv smér (10.18) se lisi
od gradientniho sméru (10.5) pouze nasobenim matici 3 (g'(xx)”g'(xx))~*. Aby byl tento smér
sestupny, musi byt

Fxi) vie = =5 ' (xi) (g (k) g (i) 1 (%)™ < 0.

To plati, kdyz f'(xz) # 0 a matice g'(x;)7g'(x;) je positivng definitni (viz Cviden{ 6.19).
Matice g'(x;,)7g (xx) je positivng definitni, pravé kdyZz g’(x;) ma linedrné nezavislé sloupce
(viz Cvigeni 6.20), coZ oviem jiz predpokladame kvili existenci inverze. Tedy vidime, Ze za
piirozenych podminek je Gaussiiv-Newtoniv smér vzdy sestupny.

Cista Gaussova-Newtonova metoda (tj. s a, = 1 pro kazdé k) mitize divergovat, a to i kdyZ
je potateéni odhad x¢ libovolné blizko lokalnimu minimu funkce (10.14). ProtoZe ale Gaussiiv-
Newtoniv smér je vzdy sestupny, vhodnou volbou souéiniteli oy, 1ze vzdy zajistit pokles icelové
funkce f v kazdé iteraci a tedy (jestliZe je funkce f zdola omezena) konvergenci.

Priklad 10.11. Hledame pfiblizné feseni soustavy tif rovnic o dvou neznamych
(r=1)2+¢y*=1,
1,4 4 y4 _ 17
2+ (y—1)7%=1/2.

Oba pruseciky kiivek danych prvnimi dvéma rovnicemi jiz zname z Pfikladu 10.8. Ani jeden
z téchto priseciki nelezi na t¥eti kiivee (i kdyZ je ji blizko), tedy soustava je preurcené. Nezbyva
nam tedy, nez ji fegit piiblizné. Hledame bod (x,y) € R?, ktery minimalizuje &fslo

flay) =gl y)glr,y) = (= 1)*+ 9" = 1)* + (2" +y' = 1) + (@* + (y = 1)* — 1/2)°
kde

(-1 +y*—1 2w —1) 2
g(l’7 y) = zt+ y4 -1 S jo g,(‘r7 y) = 43 4y3 c R3%2,
2?4 (y—1)° - 1/2 2 2y—1)

Rozumny pocatecni odhad je (o, yo) = (1,1). Prvni Gaussova-Newtonova iterace (10.16) je

+
xy 1 02 0 0.75
= 11|~ 4 4 1| = 11
s 2 0] |12
Po osmé iteraci (zg,ys) = (0.691002152515578, 0.940548357857245 ) se jiz hodnota f(zs,ys) =
0.0008674592922855055 v ramci strojové presnosti nemeéni.

Priklad 10.12. V systému GPS méame m satelitii se znaAmymi souradnicemi ay,...,a, € R"
a chceme spocitat souradnice pozorovatele x € R" z naméfenych vzdalenosti y; = |la, — x||
pozorovatele od sateliti. Méfeni jsou zatizena chybou, proto obecné tato soustava rovnic nebude
mit Zadné fedeni. Refme tuto preur¢enou soustavu nelinearnich rovnic ve smyslu nejmensich
¢tverctl, tedy minimalizujme funkci
1) = (= all =)
i=1

Mame* tedy g = (g1,...,9m): R® — R™, kde g;(x) = ||x — ay|| — ;. Derivace slozek g je
(pomiiZze vam §8.5.2, ale udélejte sami!) gi(x) = (x — a;)T/||x — a;||. Tedy

(x —a)"/[x —a

g/x) = . eR™
(x = ay)"/[lx — 2|

Pak dosadime do vzorecku (10.16). ¢

47de ignorujeme, Ze funkce f neni viude diferencovatelna. Pfesné, neni diferencovatelna v bodech ay, ..., a,,

(promyslete!), coz budeme ignorovat.
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10.5.2 Rozdil oproti Newtonové metodé

Predpokladejme, Ze bychom optimalizovali nasi ucelovou funkei (10.14) pfimo Newtonovou
metodou z §10.4.2. Spocitejme (viz Cviceni 8.12.d) Hessovu matici funkee (10.14):

1"(x) = 28/(x)"g(x) +2 3 0:(x)g] (x). (10.20)

Hessova matice je sou¢tem ¢lenu obsahujictho derivace prvniho fadu a ¢lenu obsahujiciho
derivace druhého fadu. Vidime, Ze Gausstv-Newtonuv smér (10.18) se lisi od Newtonova
sméru (10.13) zanedbanim ¢lenu druhého radu v Hessové matici (10.20). Jinymi slovy, Gaussovu-
Newtonovu metodu je mozno vnimat jako aproximaci Newtonovy metody na minimalizaci
funkce (10.14) spocivajici v tom, Ze zanedbame ¢leny druhého fadu, tedy skutetna Hessova
matice (10.20) aproximujeme vyrazem 2g’(x)7'g’(x).

To se projevuje tim, ze Gaussova-Newtonova metoda obvykle konverguje pomaleji nez plna
Newtonova metoda pouZita na funkei (10.14). OvSem vyhnuli jsme se po¢itani druhych derivaci
funkce g, coz je hlavni vyhoda Gaussovy-Newtonovy metody.

10.5.3 Levenbergova-Marquardtova metoda

Levenbergova-Marquardtova metoda je Siroce pouzivané vylepseni Gaussovy-Newtonovy
metody, které jeji iteraci
Xpr1 = Xk — (8 (%) "8 (x4)) '8 (xi) (%) (10.21)
nahrazuje iteraci
X = X — (8'001) "8 (xi) + D) g (x0) (1) (10.22)

kde g > 0. Pridani clenu pI je vlastné (Tichonovova) regularizace (viz (5.31)). Potom:

e Pro malé py, se iterace (10.22) blizi Gaussové-Newtonove iteraci.
e Pro velké py je (g'(xx)7g'(xx) + pel) ™! =~ %I, tedy (10.22) se (po dosazeni (10.19)) blizi

k
2%1;@ "(x1,)T gradientni metody se soucinitelem délky kroku ay, =
Tim jsou spojeny vyhody Gaussovy-Newtonovy metody (typicky rychla konvergence v okoli
optima) a gradientni metody (spolehlivost i daleko od optima). Volbou parametru puy spojité
prechézime mezi obéma metodami.
Parametr p; ménime se zvétsujicim se k pomoci jednoduché heuristiky. Za¢neme s néjakym
velkym pg a pak v kazdé iteraci:

1teracl Xg4+1 = Xg — 21,

e Pokud iterace snizila ucelovou funkei, iteraci pfijmeme a iy zmensime.
e Pokud iterace nesnizila ticelovou funkei, iteraci odmitneme a py zvétsime.

Zvétsovani a zmensovani py déldme nasobenim a délenim konstantou, tieba 2 nebo 10. V&imnéte
si, toto nahrazuje optimalizaci soucinitele oy, (line search).

Motivaci pro pfidani regularizace do Gaussovy-Newtonovy iterace (10.21) lze vidét i jinak.
Matice g'(xx)Tg(xx) miize byt singularni (to kdyZ sloupce g'(x;) budou linedrné zavislé) nebo
blizka singularni. Pak jeji inverze neexistuje nebo je velmi citlivd na malé zmény matice g'(xy),
coz muZe neblaze ovlivnit konvergenci metody. Matice (10.22) je ale vzdy positivné definitni

(viz Cviceni 6.17), a tedy regularni.

10.6 Cvicéeni

10.1. Funkce f: R® — R ma stacionarnf bod (2,1, 5). Co se da o tomto stacionarnim bodé ¥ici,
kdyz Hessova matice f”(2,1,5) v ném ma vlastni ¢isla (a) {2,3,—1}, (b) {2,3,0}, (c)
{2,1,1}.

10.2. Pro nésledujici funkce najdéte stacionarni body (dejte pozor pii Fedeni stacionarnich pod-
minek, at vam néjaka FeSeni neuniknou). Pro kazdy stacionarni bod urcete, zda je to
lokalni minimum, lokalni maximum, ¢i ani jedno. Pokud to ur¢it neumite, odivodnéte.

a) fla,y) ==(l - 32% —y?)

b) flz.y)=1/z+1/y+ay

) fla,y) =e'(y* —2?)

d) f(z,y) = 3z — 2° — 3zy?

e) f(z,y) = 6xy* — 2% — 3y*

) fla,y) =2*/3+y*/2 — day® + 222 + 29> + 3

g) f(z,y,2) = 2%+ y° + 2zyz + 22
10.3. Najdste lokaln{ extrémy funkce f: R™ — R s hodnotami f(x) = a’x — Y i, z; Inz;, kde
a je dany vektor.
10.4. Vyget¥ete extrémy funkce f: R® — R s hodnotami f(x) = alx+1/(b?x), kdeaab # 0
jsou znamé vektory. Tj. zjistéte, jaké podminky musi splhovat vektory a a b, aby funkce
méla aspon jeden extrém, a za tohoto piepokladu najdéte vsechny (lokalni i globélni)

extrémy funkce f.

10.5. Najdéte viechna fegeni rovnice sinx = Lz (sinus je v radidnech) na kalkuladce s nejvetsi

2
presnosti, jakou dokazete.

10.6. Najdéte lokdln{ extrém funkee f(z,y) = 22 —y+sin(y® —2z) &istou Newtonovou metodou.
Pocatecni odhad zvolte (xg, o) = (1,1). MuZete pouZit pocitac.

10.7. Déleni bez déleni. Pro dané &islo a # 0 chceme piiblizné spoéitat ¢islo z = 1/a, pficemz
smime pouZivat jen operace s¢itani, od¢itani a nasobeni (d&lenf ne). Cislo = je FeSenim
rovnice g(z) = 1/ —a = 0. Odvod'te iteraci Newtonovy metody pro tuto rovnici a ukazte,
Ze pouZiva pouze tyto operace. UkaZte, Ze Newtonova iterace pro rovnici g(z) = 1/a—x =
0 (ktera méa stejné feSeni) by k ni¢emu uZitetnému nevedla, protoZe by pouZzivala déleni.

10.8. Soustavu dvou rovnic o jedné neznamé

Prr=1
22—z =1
chceme Tesit piiblizné ve smyslu nejmensich ¢tverci. Napiste iteraci (a) ¢isté Gaussovy-
Newtonovy metody, (b) ¢isté Newtonovy metody. Vysledné vzorce zjednoduste.
10.9. Méame soustavu rovnic
r+y—2zy= 1
—r+y+ xy=-3
r—y+ ay= 1
Je soustava linearni? Kolik mé feSeni a pro¢? Chceme soustavu fesit priblizné ve smyslu
nejmensich ¢tverci, tj. minimalizovat funkei f(z,y) ve tvaru (10.14). Napiste iteraci (a)
gradientni, (b) Newtonovy, (c¢) Gaussovy-Newtonovy, (d) Levenbergovy-Marquardtovy
metody.
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10.10. Chceme najit vzddlenost mnoziny { (z,y) € R? | 2> = y} od kruznice s polomérem 1
a stfedem v bodé (2,0). Tvrdime, Ze tuto tlohu lze TFesit tak, Ze vyfeSime pTeurcenou
soustavu {22 = y, (v — 2)%2+ 4% = 1} piiblizné ve smyslu nejmensich &tverci, tedy
minimalizujeme funkci f(z,y) = (2% — y)? + ((x — 2)® + y* — 1)%. Je to pravda, bude
minimalni hodnota této funkce rovna (¢tverci) vzdélenosti mezi mnozinami? Pokud ne,
jak bychom tuto vzdalenost spocitali?

10.11. Cistd Newtonova metoda (10.12) na minimalizaci funkce f: R® — R je Newtonova
metoda (10.11) na FeSeni soustavy f'(x)T = 0. Takto jsme ji odvodili. UkaZte, 7e ite-
raci (10.12) 1ze odvodit také tak, Ze funkei f aproximujeme okolo bodu x; Taylorovym
polynomem druhého Fadu a najdeme xj; jako minimum tohoto polynomu.

10.12. (%) V §10.3.1 jsme ukézali, Ze iterace gradientni metody neni invariantni vaéi linearni
transformaci soufadnic y = Ax (pro regularni A). UkaZzte, Ze iterace Newtonovy me-
tody (10.12) je invariantni viéi této transformaci.

10.13. Mame m bodii v roving Xy, ..., X, € R% Tyto body chceme prolozit kruznici ve smyslu
nejmengich &tverci, tj. hleddme kruznici se stfedem ¢ € R? a polomérem r € R ta-
kovou, aby soucet Ctvercii kolmych vzdélenosti bodu od kruznice byl minimalni. Zfor-
mulujte tlohu matematicky. Napiste iteraci (a) gradientni, (b) Gaussovy-Newtonovy, (c)
Levenbergovy-Marquardtovy metody.

10.14. (%) Ztizime predchozi cviceni. Mame m bodi v prostoru xi,...,%, € R3. Tyto body
checeme prolozit (ve smyslu nejmensich ¢tvercit) kruznici v prostoru. Kruznice v prostoru
je definovana stfedem, polomérem a rovinou, ve které lezi. Formulujte ilohu matematicky.
Napiste iteraci Levenbergovy-Marquardtovy metody.

10.15. (x) Gausstv-Newtoniv smér (10.17) se ziska FeSenim normalni rovnice (10.15). Ukézali
jsme, Ze kdyZ Jacobiho matice g'(x;) ma linedrné nezavislé sloupce, je Gausstiv-Newtoniv
smér sestupny. Ma-li g'(xy) linearné zavislé sloupce, rovnice (10.15) mé nekone¢né mnoho
FeSeni, tj. sméru hledani je nekone¢né mnoho. Dokazte, ze kazdy takovy smér je sestupny.

Napovéda a feSeni

10.1. (a) funkce nema v tomto bodé lokalni extrém, (b) nemizeme rozhodnout, zda ma funkce v tomto
bodé lokaln{ extrém, (c) funkce méa v tomto bodé lokalni minimum

10.2.a) Stacionarni body jsou (0, —1) (sedlo), (0,1) (sedlo), (—1/+/2,0) (minimum), (1/+/2,0) (maxi-
mum).

10.2.c) Stacionarni body jsou (0,0) (sedlo), (0, —2) (maximum).

10.2.d) Stacionarni body jsou (—1,0) (minimum), (1,0) (maximum), (0, —1) (sedlo), (0,1) (sedlo).

10.2.e) Stacionarni body jsou (0,0) (sedlo), (1,1) (maximum), (1,—1) (maximum).

10.2.f) Stacionarnich bodu je 5.

10.2.g) Stacionarni body jsou (0,0,0) (z podminek druhého fadu nelze uréit, zda je to lok. extrém) a
(3/2,3/2,-9/4) (sedlo).

10.3. Funkce je souétem funkei jedné proménné, f(x) = >, gi(x;) kde g;(z) = a;a —x Inz. Tedy hledani
extrému funkce f se da prevést na nezavislé hledani extrémi funkei g;, viz Cviceni 1.4. Pfesnéji,
f bude mit lokalni/globalni maximum/minimum v bodé x = (z1,...,z,), pravé kdyz kazda g;
bude mit lokalni/globalni maximum/minimum v bod& ;. Je gi(z) = a; —Inz — 1 = 0, tedy
2 = %71, Nenf t&7ké ovéfit, Ze jde o globalni maximum. Shrnuto: f ma jediny lokaln{ a zaroveii
globalni extrém, a to maximum v bodé x = (e ™1, ... e*~1).
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10.4. Stacionarni podminka je f'(x)7 = a —b/(bTx)? = 0. Tuto rovnici musime vyfesit, tj. uréit, pro
jakd a,b ma feSeni a jaka je v tom pripadé jeji mnozina FeSeni. Nemiize byt a = b = 0, protoze
b = 0 je zakdzéno v zadani (jinak by f nebyla definovana). Jisté musi byt b”x # 0, protoze
jinak by také f(x) nebylo definovano. Pro kazdé a > 0 existuje x takové, ze (b”x)? = a (pro¢?).
Proto méa rovnice feSeni pravé tehdy, kdyz b # 0 a existuje skalar @ > 0 takovy, Ze a = b/a.
Neboli vektory a,b jsou nenulové, rovnobézné a maji stejny smeér. (Tento vysledek je intuitivné
prijatelny, predstavime-li n = 2. Pro a = (1,0) a b = (0,1) (tj. nejsou rovnobé&zné) dostaneme
funkei f(z,y) = = + 1/y, ktera je oCividné neomezena. Pro a = (1,0) a b = —a (jsou rovnobé&zné
ale maji opaény smér) dostaneme f(x,y) = x — 1/z, a ta je také neomezena (nacrtnéte si graf).)

Za této podminky mizeme nasi funkci napsat jako f(x) = bTx/a+1/(bTx),kdeb € R* a a > 0
jsou znamé. Tato funkce zavisi jen na sou¢inu b”x (mfizeme se totiz pohybovat jen po pifmce dané
spoleénym smérem vektori a, b). Oznacime-li b'x = y, je f(x) = g(bTx) kde g(y) = y/a + 1/y.
Nyni staéi najit extrémy funkce g. Stacionarni podminka je ¢'(y) = 1/a — 1/y* = 0. Tato rovnice
mé dvé FeSeni y = +a. Pomoci jednoduchych avah (naértnuti grafu, druha derivace) zjistime, Ze
kladny koten je globalni minimum a zaporny je globalni maximum.

Odpoveéd na otazku v zadani: funkce f ma aspon jeden lokalni extrém praveé tehdy, kdyz b # 0
a existuje skalar a > 0 takovy, Ze a = b/a. Za této podminky mé funkce f lokalni a zaroven
globalni minimum v bodech x splijicich bTx = « a lokalni a zaroveii globalni maximum v
bodech x spliwjicich bTx = —a.

10.5. Jeden kofen je x = 0 a pak jsou dva dalsi lisici se znaménkem. Jeden z nich ziskdime Newtonovou
metodow: T41 = Ty, — (2sin zy, — 21,)/(2 cos 7, — 1). Nacrtneme si grafy funkei sinz a 22 a z toho
zvolime pocatecni odhad, napf. xg = 2. Po nékolika iteracich mame xj = 1.895494267033981.

10.7. Iterace pro g(z) = 1/z —a = 0 je x5 = zp — g(zx)/q (xx) = 1, — (L/2g — a)/(—1/2}) =
k(2 — azy).

10 0 [2z+1 _

J . Mame g'(z) = {21, N J . Iterace je

T2 xr — T l‘2
o (g 0) " 0) ) ale) —a- (50242 o1 20— 1] 5,707 2D

¢t —x—1
(b) Minimalizujeme f(z) = g(z)Tg(z)) = (@ + 2 - 1)2+ (2% -z — 1)2 = 2(z* — 2?2 + 1).
Mame f'(z) = 827 — 4, f"(z) = 24x% — 4. Tterace je x < = — f'(x)/f"(x) = (4a3)/(62% — 1).

2?4z —
10.8. (a) Minimalizujeme g(z)Tg(x) kde g(z) = {352 e

nez Gaussova-Newtonova iterace — obvykle je to ale naopak.

10.9. Soustava je nelinedrni. Nem4 feSeni, protoZe po zavedeni proménné xy = z dostaneme soustavu
linearnich rovnic s feSenim (z,y, z) = (0.5, —1.5,—1), coZ je spor.

10.10. Nebude, vzdalenost by se musela poéitat jako minimalizace (2 —u)?4(y—v)? za podminek 22 = y
a (u—2)2+v? = 1. Protoze se kiivky neprotinaji, tato formulace jde zjednodusit: vzdalenost bodu
od kruznice je rovna vzdalenosti bodu od st¥edu kruznice, tedy staéi minimalizovat (z — 2)2 + y?
za podminky z2 = y, coz se zjednodusi na minimalizaci funkce jedné proménné (z — 2)2 + 2t

10.11. Po pfejmenovani proménnych Xj,Xp4+1 na x,y mame ukazat, Ze stacionarni bod y Taylorova
polynomu (8.23c) je pravé bod spliwjici g(x) + g'(x)(y —x) = 0 kde g(x) = f/(x)T. To se snadno
dokaze vypoctem derivace polynomu (s uzitim Cvifeni 8.12).

10.14. Necht st¥ed kruznice je ¢ € R3 a polomér r € R. Reprezentujme rovinu kruznice jako aT(xfc) =0
kde 0 # a € R3 je normala roviny (stfed c lezi v této roving). Jak Sikovné spoéitat vzdalenost néja-
kého bodu x € R? od kruznice. KdyZ tento bod nejprve promitneme do roviny kruznice (dle §5.2),
vzdalenost tohoto primétu od kruZnice se uz spocita snadno (jako v predchozim cviceni). Pak
minimalizujeme soucet ¢tverci vzdalenosti bodi od kruznice pfes neznamé c,r, a.
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10.15. Pigme normélni rovnici (10.15) jako ATAv = ATb kde A = g'(x;), b = —g(xk) a v = Xp11 — Xy,
je smér hledani. Je-li v feSeni normalni rovnice, pak Av = Pb je projekce vektoru b na podprostor
mgA. Je f'(xi) = —ATb, tedy podminka na sestupnost sméru v zni b’ Av = b”Pb > 0. Ale P
je positivné semidefinitni (viz Cvi¢eni 6.25), tedy b”Pb > 0. Zde oviem rovnost nastane, jen kdyz
b = 0 nebo A”b = 0. Tedy v je sestupny, za piirozenych predpokladii g(xy) # 0 a f/(x) # 0.
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Kapitola 11

Lokalni extrémy vazané rovnostmi

Hledejme lokalni extrémy funkce f: R™ — R na mnoziné
X ={xeR"[g(x)=0}, (11.1)

kde g = (g1,...,9m): R® = R™ je zobrazeni se slozkami ¢i,. .., g,. To odpovida tloze (1.11)
(nebo jeji maximaliza¢ni verzi) s omezenimi typu rovnosti:

min/max  f(z1,...,2,)

za podminek g¢;(z1,...,2,) =0, i=1,...,m. (11.2)

Mluvime o extrémech funkce f vdzanijch rovnostmi g(x) = 0.

Mnozina X je mnoZzina feSeni soustavy m rovnic (obecné nelinearnich) o n neznamych.
Tato mnozina obvykle nemé zZadné vnitini body, proto nelze pouZzit podminky na volné lokalni
extrémy z §10.1 (viz Tvrzeni 9.3). Nekdy ovSem lze vyjadrit vSechna feSeni soustavy g(x) = 0
parametricky (neboli parametrizovat mnozinu X) a ulohu tak pfevést na tlohu bez omezeni.
To jsme pouzili v Piikladu 1.2, zde je dalsi piiklad:

Pi#iklad 11.1. Re$me tlohu

max I+ 2o

za podminky 22 + 22 =1 (11.3)

tedy mdme m = 1 a n = 2 a maximalizujme ucelovou funkci f(z1,22) = @1 + @3 na kruznici
X = {(x1,72) € R? | g(w1,79) = 23 + 2% — 1 =0}. MnoZinu X lze parametrizovat jako

X ={(cosa,sina) | a € R}, (11.4)

coZ prevede tlohu na maximalizaci funkce p(a) = f(cos a, sin @) = cos @ + sin @ na mnozing R.
Je-li o lokalni extrém funkce ¢, pak dle Véty 10.3 je (o) = —sina + cos @ = 0, coz ma FeSeni
a = %+ kn. To odpovida bodém (z1,z2) = i?(l, 1). To jsou tedy body podezielé z lokalniho
extrému. ¢

Nékdy ovSem mnozinu (11.1) parametrizovat nelze, nebo je to slozité nebo nevyhodné.

Piiklad 11.2. Zobecnéme tlohu (11.3): pro dané a € R™ feSme

max aTx

za podminky xI'x =1 (11.5)
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Maximalizujeme linearni funkci f(x) = a’x na mnozing X = {x € R" | g(x) =xTx—-1=0},
coz je n-rozmérna sféra. Zde uz neni viibec jasné, jak bychom mohli parametrizovat mnozinu X
podobné jako v (11.4). Pritom Fesen{ tlohy (11.5) po kratkém zamysleni uhodnete (nakreslete
si obrazky pro n = 1,2, 3): maximum se nabyva pro x = a/||a||.

Asi véas napadne vyjadfit jednu proménnou (napf. x,) z podminky x’x =22 +---+22 =1
a dosadit ji do ucelové funkce a’x = ayz; + -+ - + apx,, ¢imZ dostaneme tlohu bez omezeni.

Musime ale uvazovat zvlast dva pfipady x, = :I:\/ 1—a? —...—22_,. Tento zpiisob fesenf je
slozity a nehezky uZ proto, Ze nas donutil pracovat se slozkami vektort a, x (témér vzdy je lépe
chovat se k vektortim a maticim jako k nedélitelnym objektiim). ¢

Dale uvedeme jiné podminky na lokalni extrémy vazané rovnostmi, vyjadiené s pomoci
jistych pomocnych proménnych, tzv. Lagrangeovijch multiplikdtori.

11.1 Linearni omezeni

Uvazujme nejprve dilezity specialni pfipad, kdy zobrazeni g je afinni, tj. g(x) = Ax — b, kde
A € R™", Dle Véty 3.13 je tedy mnozina (11.1) afinni podprostor R”. Ulohu muzeme psat
jako

min/max { f(x) [ x € R", Ax=b}, (11.6)
tj. minimalizujeme nebo maximalizujeme funkci f za podminek linearnich rovnosti. Vétu 10.2
snadno zobecnime pro tento pi¥ipad:

Véta 11.1. Necht funkce f: R® — R je diferencovatelna v bodé x* € R” ve sméru v € null A.
e Jestlize x* je lokalni minimum funkce f vazané podminkou Ax = b, pak f,(x*) > 0.

e Jestlize x* je lokalni maximum funkce f vazané podminkou Ax = b, pak f,(x*) <0.

Dikaz. Necht Ax* =b av € null A (tj. Av = 0). Pak pro kazdé¢ a € R je A(x* + av) = b,
tedy x* 4+ av € X. Jestlize f,(x*) < 0, pak tedy dle Lemmatu 10.1 pro kazdé ¢ > 0 existuje
a > 0 tak, Ze x* +av € X N B.(x*) a f(x* 4+ av) < f(x*). Tedy x* neni lokélni minimum
funkce f na mnoziné X (viz definice lokalniho minima v §9.3). Obdobné pro maximum. ]

Ditkaz ma jasny geometricky vyznam: jestlize v néjakém bodé je smér v € null A sestupny

[vzestupny] pro f, pak hodnotu f miZeme zmensit [zvétsit] malym posunutim bodu ve sméru v,

¢imZ neopustime afinni podprostor X. Proto bod nemuze byt lokalni minimum [maximum].
Pro (totalné) diferencovatelnou funkei f zobecnime Vétu 10.3:

Véta 11.2. Necht funkce f: R™ — R je (totalng) diferencovatelna v bodé x* € R™.
Jestlize x* je lokalni extrém funkce f vazany podminkou Ax = b, pak V f(x*) L null A.

Diikaz. Dle Véty 8.5 je fy(x*) = f/(x*)v. Protoze null A je podprostor, v € null A plati pravé
kdyz —v € null A. Jestlize x* je lokdln{ minimum f vazané podminkou Ax = b, pak dle
Véty 11.1 pro kazdé v € null A plati f,(x*) = f/(x*)v > 0 a f_(x*) = —f'(x*)v > 0, tedy
f'(x*)v = 0. To znamena, Ze vektor Vf(x*) = f'(x*)7 je kolmy na podprostor null A. ]

Uvedeme jesté jiny dukaz Véty 11.2 (ktery nam umozni dokazat podminky druhého fadu):
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Diikaz. Bod x* spliluje omezeni Ax = b, tedy je (partikularnim) feSenim soustavy Ax = b.
Mnozinu FeSeni soustavy proto lze psat jako x* 4+ null A (viz §3.3), tj. lze ji parametrizovat jako
x = x* + By kde sloupce matice B tvoii bazi podprostoru null A. ProtoZze x* je lokalni extrém
funkce f za podminky Ax = b, musi byt bod y = 0 volny lokalni extrém funkce

e(y) = f(x"+ By). (11.7)

Dle Véty 10.3 tedy
¢'(y) = f(x"+By)B = f(x)B =0, (11.8)
kde jsme uzili fetizkové pravidlo (jako v Pifklads 8.13). To ifké, #e gradient V f(x*) = f/(x*)T
je kolmy na podprostor rng B = null A. |

Podminka Vf(x*) L null A ve Vé&té 11.2 znamend, Ze gradient V f(x*) je kolmy na afinni
podprostor X. Lze ji podrobngji napsat jako (viz Véta 4.3)

Vf(x*) € (null A)* = rg(AT). (11.9)

To rik4, ze vektor V f(x*)

= f'(x*)T je linearn{ kombinaci ¥adkti matice A, neboli f/(x*) = ATA
pro néjaké A € R™. Tedy (x*

,A) je feSenim soustavy
f'(x) = ATA,
Ax =b.

(11.10a)
(11.10b)

Tato soustava méa m + n rovnic a m + n neznamych. Zanedlouho uvidime (v Pfikladu 11.15),
Ze prvky vektoru A jsou Lagrangeovy multiplikdtory.

Piiklad 11.3. Vratme se k tloze (5.32), tedy k hledani Feseni nehomogenni soustavy linear-

nich rovnic s nejmensi normou. Misto funkce xTx budeme minimalizovat funkci f(x) = éxTx,

coz tilohu nezméni'. Je f/(x) = x7, tedy rovnost (11.10a) je (po transpozici) x = ATA. Sou-
stava (11.10) je tedy soustava (5.34), kterou jsme v §5.4 odvodili avahou. ¢

Priklad 11.4. Obecnéji, fesme tlohu

min %”AX - b|?

za podminek Cx =d (11.11)

Tedy Fesime tlohu nejmensich ¢tverct (5.2) s linearnimi omezenimi (angl. linearly constrained
least squares). Tato iloha méa hodné aplikaci.
Je (oveite!)
fl(x) =xTATA —bTA.
Tedy podminka stacionarity (11.10) je (po transpozici prvni rovnice)
ATAx - A"b=C"A
Cx=d,

VR

Tuto soustavu linedrnich rovnic vyfesime jednou ze znadmych metod (k tomu viz Cviceni 11.24).4

(11.12a)
(11.12b)

neboli

'Pridani Ginitele % ke ¢tverci eukleidovské normy v kritériu je obvykly trik. Vyhoda je, Ze derivaci této funkce
je jednoduse x7', tedy bez dvojky.
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Piiklad 11.5. (x) Pri TeSeni linearni tlohy nejmensich ¢tverca (5.2) jsme dospéli k pojmu
pseudoinverze matice A s linedrnd nezavislymi sloupci, definované jako A+t = (ATA)7!AT.
Podotkli jsme, Ze je to jedna z levych inverzi matice A, nebot ATA = I. Nyni ukidZeme, Ze AT
mé ze viech levych inverzi matice A nejmensi (Frobeniovu) normu. Hledejme tedy matici X,
kterd minimalizuje funkci f(X) = 1||X||* za podminky XA = I. Tato tloha je nezvyklé v tom,
Ze jeji proménné je matice a ne vektor (takové tlohy tlohy jsme ovSem jiz potkali, napf. iloha
na nejvetsi stopu (7.3)).
Dle t¥eti tabulky v §8.5.2 je f/(X) = X%. Stacionarni podminky (11.10) jsou

XT = AAT,
XA =1

Lagrangeovy jsou zde v matici A (a ne ve vektoru \) a prvni rovnici jsme napsali maticové (to
vyzaduje zkuSenost s linedrnimi zobrazenimi matic, ktera je nad ramec tohoto kursu, proto je
tento piiklad nepovinny). Z prvni rovnice mame X = AAT, coZ dosazeno do druhé podminky
da AATA = 1. Z toho A = (ATA)™!, coz dosadime zpét do prvni rovnice a dostaneme
X = (ATA) AT ¢

(*) Podminky druhého ¥adu

Véta 11.2 udava nutnou podminku prvniho fadu na lokalni extrém vézany linearnimi rovnostmi.
Uvedeme nyni podminky druhého fadu. K tomu potiebujeme novy pojem: matice C € R"*" je
positivné semidefinitni na podprostoru Y C R", jestlize x”Cx > 0 pro kazdé x € Y. Jak tuto
podminku ovéfime? Najdeme libovolnou matici B € R™*"™ tak, ze Y = rng B (napf. sloupce B
tvoi{ bazi podprostoru Y, v tom piipadé bude tedy m = dimY'). Pak x € Y pravé kdyz x = By
pro n&jaké y € R™. Protoze x? Cx = y' BT CBy, pievedli jsme problém na ovéfovani positivni
semidefinitnosti matice B'CB € R™ ™ (na celém prostoru R™). Podobné definujeme positivni
a negativni (semi)definitnost a indefinitnost matice na podprostoru.

Véta 11.3. Necht funkce f: R™ — R je dvakrat diferencovatelna v bodé x* € R™.

o Jestlize x* je lokalni minimum [maximum| funkce f vazané podminkou Ax = b,
pak existuje A tak ze (x*, A) spliwji soustavu (11.10)
a Hessova matice f”(x*) je positivné [negativné] semidefinitni na podprostoru null A.
o Jestlize existuje A tak ze (x*, A) spliwji soustavu (11.10)
a Hessova matice f”(x*) je positivné [negativné| definitni na podprostoru null A,
pak x* je ostré lokdlni minimum [maximum| funkce f vézané podminkou Ax = b.

Diikaz. V druhém dikazu Véty 11.2 jsme ukazali, Zze x = x* + By je lokalni extrém funkce f
vazany podminkou Ax = b, pravé kdyz y = 0 je lokilni extrém funkce ¢ bez omezeni. Je
(viz §8.8)

¢"(y) =B f"(x" + By)B = B' f"(x")B.
Zbytek plyne z podminek druhého fadu ve Vété 10.4, pouzité na funkei ¢. [ ]

V&imnéte si, Ze pro ovéfeni podminek potiebujeme najit matici B z parametrizace (11.7).
Té jsme se dokazali zbavit pti odvozeni podminek prvniho fadu (ve druhém dukazu Véty 11.1),
ale v podminkach druhého fadu ji potfebujeme. Jinymi slovy, Véta 11.3 je vlastné stejna, jako
podminka druhého Fadu pro minimalizaci funkce (11.7) bez omezeni dle Véty 10.4.

V Priikladech 11.3 a 11.4 byla Hessova matice f”(x) positivné semidefinitni, tedy byl posi-
tivné semidefinitni i na kazdém podprostoru. Zde je piiklad, kdy tomu tak neni:
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Priklad 11.6. Resme tlohu

max =x1Ts + Tolk3 + T1X3

za podminky x, + 2o + 3 = 3. (11.13)

Regeni podminek prvniho fadu (11.10) je 23 = @3 = 23 = 1, A = 2. Hessova matice
011
f”(Ihiﬁz,%) =11 01
1 10

je indefinitni (na R?). Zjistime jeji definitnost na podprostoru null A. Mame

1 0 P
A=[111], B=|-1 1 BTf"(a:hxg,xg)B:{ }
0 -1 b

kde sloupce matice B tvoii (libovolnd) bazi podprostoru null A. Posledni matice je negativné
definitni, tedy f”(x1,22,23) je negativné definitni na podprostoru null A, tedy (z1,22,23) =
(1,1,1) je (ostré) lokalni maximum alohy. ¢

11.2 Nelinearni omezeni

Prejdéme nyni k obecnému piipadu, kdy g je libovolné (ne nutné afinni) diferencovatelné zob-
razeni. Podminka prvniho fadu na lokalni extrémy pro tato omezeni bude podobna jako pro
linearni omezeni, ale na rozdil od Véty 11.2 ji nedokdzeme, protoze ditkaz by byl piilis dlouhy.
Pouze vysvétlime geometricky vyznam této podminky a uvedeme piiklady.

11.2.1 Tec¢ny prostor

Je-li zobrazeni g v né&jakém bodé x diferencovatelné, mizeme ho v okoli bodu x aproximovat
jeho Taylorovym polynomem prvntho stupné (8.24)

g(y) ~ To(y) = g(x) + g'(x)(y — x) = g'(x)(y — %), (11.14)
kde g(x) = 0 nebot x € X. Mnozina X se tim zméni na
{yeR"|gx)(y—-x)=0} = {x+y' |y eR", g(x)y =0} = x+nullg'(x), (11.15)

kde jsme udélali substituci y’ = y —x. MnoZina (11.15) je afinni podprostor, je to (linearni) pod-
prostor null g’(x) posunuty? do bodu x (viz §3.3). Protoe z definice totaln{ derivace (viz §8.5)
se zobrazeni g v okoli bodu x podobé afinnimu zobrazeni (11.14), mohli bychom doufat, Ze mno-
zina X se v okoli bodu x bude podobat afinnimu podprostoru (11.15). Tak tomu ale prekvapivé
byt nemusi (jak uvidime na piikladech), je k tomu tfeba nasledujici dodateéna podminka.

Bod x € R" nazveme regularni bod zobrazeni g: R® — R™, jestlize zobrazeni g je
v bodé x spojité diferencovatelné a Jacobiho matice g'(x) ma linearné nezavislé radky (tj.
hodnost m). Pfipomenime (viz §8.5), Ze fadky matice g'(x) jsou transponované gradienty
Vg1(x), ..., Vgm(x) sloZek zobrazeni g v bodé x.

2Zde by vam mélo byt jasné, ze ‘4’ ve vyrazu x + nullg’(x) oznacuje operaci definovanou v (3.23).
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Pozorovani 11.4. Je-li x € X regularni bod zobrazeni g, pak mnozina X je v okoli bodu x
podobné afinnimu podprostoru
x + nullg'(x) (11.16)

dimenze n — m. Tento podprostor je teény k mnoziné X v bodé x.

Tento fakt uvadime jen jako neformalni pozorovani®, pro jeho formalizaci bychom predtim
museli definovat pojmy ‘podobna’ a ‘te¢ny’. Jeho vyznam intuitivné pochopite na piikladech.
Obvykle se za teény prostor k mnozing X v bodé x povazuje pifmo prostor nullg'(x) a
posunuti x se neuvadi (protoZe kazdému je jasné, Ze te¢ny prostor prochézi bodem x).

Priklad 11.7. Necht

g:R" > R, g(x) =xTx — 1. (11.17)

Mnozina X je jednotkovd n-rozmérna sféra. Pro kazdé x € X je ¢'(x)T = Vg(x) = 2x # 0,
tedy kazdy bod na sféfe je regularni bod* funkce g. Te¢ny prostor k mnoziné X v bodé x € X
je nadrovina null(x”) = {y € R" | xTy = 0}. Posuneme-li ho do bodu x, je to nadrovina
x+null(xT) = {y e R* | xTy = 1} (odvodte dle (11.15)!).

Pro n = 1 mnoZina X = {—1,1} obsahuje jen dva body a tefny prostor v kterémkoliv
z téchto bodi je tento bod sam. Pro n = 2 je mnozina X kruZnice v R? a teény prostor v bodé
x = (11, 13) € X je tetna k této kruznici. Pro n = 3 je mnozina X oby¢ejna sféra v R? a tetny
prostor v bodé x = (@1, 22, 23) € X je tefna rovina ke sféfe v tomto bodeé. ¢
Priklad 11.8. Necht

g: R® - R?, gy, o, w3) = (23 + 23+ 22 =1, (zy —1)* + 22+ 22 - 1).

Mnozina X je priinik dvou jednotkovych sfér v R? se stiedy (0,0,0) a (1,0,0). Tento priinik
je kruznice v R3. Z geometrie je vidét (algebraicky to nebudeme dokazovat), Ze pro kazdy bod
(21, T2, 23) € X jsou vektory Vg;(z1, o, x3) = 2(21, T2, ¥3) & Vga(z1, 22, 23) = 2(x1 — 1, 29, x3)
linearné nezavislé, tedy vSechny body na X jsou regularni body zobrazeni g. Teény prostor k

mnoziné X v bodé (xq,z2,23) € X je pfimka

T Ty T3

null {
S 1 To I3

} — span{(0, z3, —22)}

tefna ke kruznici. Posunuta do bodu (z1, 9, 23) je tato pfimka afinni podprostor
(@1, 2, x3) + span{(0, x5, —x2)} = { (@1, 22 + axs, x3 — aws) | € R}
Tato piimka je prunik tecnych rovin k ob&ma sféram v bodé (z1, 2, x3). ¢

Ukazme nyni ptiklady, kdy bod x € X neni regularni bod zobrazeni g.

3To, 7e mnozina X je v okoli bodu x € X ‘podobna’ afinnimu podprostoru, intuitivné znamena, ze malinky
mravenec lezouci po mnoziné X v blizkosti bodu x by nerozlisil, zda leze po (‘zakifivené’) mnoziné X nebo po
‘plochém’ afinnim podprostoru (11.16). Jsou-li pro néjaké e > 0 vSechny body mnoziny X N B.(x) regularni, tato
mnozina je ‘hladky povrch’ v R™ dimenze n —m. Studiem ‘hladkych povrchii’ se zabyva diferencidlni geometrie.
4Uvédomte si, Ze linearni nezavislost fadki matice g'(x) € R1*™ znamena, Ze jeji jediny ¥adek je nenulovy.
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Priklad 11.9. Necht

g: R =R glz,z)=((z1+ 1) +a5 1, (11— 1)* + 25— 1). (11.18)
Mnozina X je prinik dvou jednotkovych kruznic se stiedy (—1,0) a (1,0). Ty se protinaji v
jediném bodé& (z1,z2) = (0,0). V tomto bodé jsou vektory Vg (z1,xs) = 2(x1 + 1, 22) = (2,0)
a Vgo(z1,20) = 2(x1 — 1, 22) = (—2,0) linearné zavislé, tedy to neni regularni bod zobrazeni g.
Mnozina X obsahuje jediny bod, tedy je to afinni podprostor dimenze n —m = 0. Pfesto
podprostor null g'(z1, z2) = span{(0,1)} neni teny k mnoziné X (te¢na k bodu je bod sam).4

Priklad 11.10. Necht

g: R? 5 R, g(x1, 2) = 129. (11.19)

Mnozina X je sjednoceni svislé a vodorovné osy. Bod (21, z2) = (0, 0) neni regularni pro funkci g,
nebot Vg(z1,22) = (x2,21) = (0,0). Mnozina X se v okoli tohoto bodu nepodoba zadnému
afinnimu podprostoru. Prostor null [0 O} = R? zjevné neni te¢ny k mnoziné X v bodé (0,0).4

Muze se také stat, ze mnozina X je v okoli néjakého bodu x € X podobné afinnimu podprostoru
dimenze n — m, ale presto tento bod neni regularni a tedy prostor (11.16) v tom bodé& neni
tecny k X.

Piiklad 11.11. Necht g: R? — R je funkce

g(z,y) = (27 + 23 — 1) (11.20)

2

Protoze pro kazdé ¢islo z € R plati z =0 < 22 =0, je

X = {(vp,22) | (@] +25 - 1)?=0} = {(wp,22) |2} +25-1=0}.

Tedy mnozina X je kruznice (jako v Piikladé 11.7 pro n = 2). Vsimnéte si dilezité véci:
ruzna zobrazeni g mohou definovat stejnou mnoZinu X (proto jsme regularitu bodu definovali
vzhledem k zobrazeni g a ne vzhledem k mnoziné X ). Mame Vg(x1, z2) = 4(23+23—1) (21, 22).
Pro kazdy bod (z,y) € X je Vg(z1,22) = (0,0), tedy bod (z1,x2) neni regularni pro funkci g.
Prostor null [0 O] = R? zjevné neni teény ke kruznici. ¢

Priklad 11.12. Specidlng pro m = 1 je mnoZina X vrstevnice funkce g nulové vysky a ¢'(x)? =
Vg(x). Dostali jsme tedy tvrzeni z §8.7, Ze gradient je kolmy k vrstevnici. ¢

11.2.2 Podminka prvniho fadu

S intuici osvojenou v §11.2.1 by vas nyni nemélo piekvapit, ze Vétu 11.2 lze zobecnit na (ne
nutné afinni) diferencovatelna zobrazeni g tak, Zze podprostor null A nahradime teénym pod-
prostorem null g’'(x) k mnozing X v bodé lokélniho extrému x. Vétu uvadime bez ditkazu:

Véta 11.5. Necht funkce f: R"” — R je (totalné) diferencovatelna v bodé x € R™.
Necht x je regularni bod zobrazeni g: R™ — R™.
Jestlize x je lokalni extrém funkce f vazany podminkou g(x) = 0, pak V f(x) L null g’(x).
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Podminka V f(x) L null g'(x) Fik4, Ze gradient V f(x) je kolmy k te¢nému prostoru k mnoziné X
(tedy vlastng k mnozing X) v bodé x. Lze ji podrobnéji napsat jako (viz Véta 4.3)

V/(x) € (nullg'(x))" = mg(g'(x)") = span{ Vg1 (x), ..., Vgu(x)}, (11.21)

tedy gradient Vf(x) = f'(x) je linedrni kombinaci fadki matice g'(x). Lokalni extrémy f
vazany podminkou g(x) = 0 tedy spliuji (za podminek Véty 11.5)

f'(x) +ATg'(x) =0, (11.22a)

g(x)=0 (11.22b)

pro néjaka ¢isla (Mg, ..., A\p) = A € R™ (tzv. Lagrangeovy multiplikatory). Soustava (11.22)
mé m + n rovnic a stejny pocet neznamych.

Soustava (11.22) se asto zapisuje pomoci Lagrangeovy funkce L: R"™™ — R s hodno-
tami

L(X> A) = f(X) + ATg(x) = f(X) + )\191(){) +oee )\mgm(x)' (1123)

Rovnici (11.22a) pak lze psét jako Ly(x, X) = 0 a5 rovnici (11.22b) jako Lx(x, ) = g(x)T = 0.
Tedy Feseni (x, A) soustavy (11.22) jsou stacionarni bod Lagrangeovy funkce, tj. soustavu (11.22)
lze psat jako L'(x,A) = 0.

Piiklad 11.13. ReSme znovu Priklad 11.1. Lagrangeova funkce je
L(z,y,\) =z +y+ A1 —2* —¢?).
Jeji stacionarni body (z,y, A) jsou feSenimi soustavy t¥i rovnic o tfech neznamych

Ly(x,y,\)=1—-2Xz =0,
Ly(z,y,\) =1—2? —¢y* =0.

Kviili podmince 22 + y* = 1 nemtizou byt z ani y nulové, tedy (z prvnich dvou rovnic) ani A
ne. Prvni dvé rovnice daji x = y = 1/(2)). Dosazenim do t¥eti mame 2/(2)\)? = 1, coz d4 dva
kofeny A = #1/+/2. Stacionarni body funkce L jsou dva, (z,y,\) = £(1,1,1)/v/2. Tedy mame
dva kandidaty na lokalni extrémy, (z,y) = +(1,1)/v/2. ¢

Piiklad 11.14. ReSme Piiklad 11.1, kde ale omezeni zménime na g(z, y) = (1 — 22 —y?)? = 0.
Podle Prikladu 11.11 mame ¢'(z,y) = (0,0) pro kazdé (z,y) € X, ¢ekdme tedy potiz.
Stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y,\) = 2 + y + A(1 — 2% — y%)2 musf splitovat

Lo(z,y,0) =1 —4dz(1 —2® —y?) =0,
Ly(z,y,)) =1 -4 y(1 —2? — %) =0,
L)\(l‘,y7>\): (1—I2—y2)2 :O

Tyto rovnice si odporuji: jelikoz 1 — 22 — ¢* = 0, tak nap¥. prvni rovnice ¥k 1 — 4\z -0 = 0,
coz neplati pro zadné (z, \). Zaver je, ze lokalni extrémy (z,y) = £(1,1)/v/2 jsme nenadli. ¢

SVyraz Lx(x,A) oznacuje fadkovy vektor parcialnich derivaci funkce L podle w1, ..., x,. Podobné Ly(x, A).
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Piiklad 11.15. Ziskejme podminky stacionarity (11.10) pro tlohu (11.6) s linedrnimi omeze-
nimi pomoci formalismu s Lagrangeovou funkci. Mame

L(x,A) = f(x) + AT(b — Ax)
tedy

Lx(x> >‘) = f/(X) - )‘TA =0,
La(x,A) =b — Ax =0. ¢

Piiklad 11.16. Vratme se k tloze (11.5). Mame
L(x,\) = a’x + 1M1 —x"x),

kde jsme pro pohodli napsali %)\ misto A (pro¢ to mizeme?). Je Ly (x, \) = aT —AxT, stacionarni
body funkce L tedy spliuji soustavu

a=\x, x'x=1.

Rozlisime dva pfipady:
e Jeli A # 0, z prvni rovnice mame x = a/\, coz dosazeno do druhé da a’a/\? = 1, tedy
A = %||a|, tedy kandidati na lokalni extrémy jsou x = +a/|a||.

e )\ = 0 miZe nastat jen kdyz a = 0, tedy ucelova funkce je konstantni. Pak jsou kandidati
na lokalni extrémy vSechna x spliiujici x”x = 1, tedy cel4 sféra X. ¢

Priklad 11.17. Vratme se k tloze (7.1), kde maximalizujeme kvadratickou formu xTAx na
sféfe xTx = 1. Piedpokladame, Ze A je symetrickd. Mame

L(x,\) = xTAx + A1 — xTx).

Rovnice Ly(x,\) = 0 da (po transpozici) Ax = Ax. Tedy (x, ) je stacionarni bod funkce L,
pravé kdyz A je vlastni &islo matice A a x je normalizovany (kviili podmince x”x = 1) vlastni
vektor piislusny A.

Pouze z podminek prvniho Fadu nelze rozhodnout, které stacionarni body funkce L odpovi-
daji minimu tlohy (7.1), které maximu a které ani jednomu. MtZeme to ale udélat avahou: kdyz
(A, x) je staciondrni bod funkce L, hodnota téelové funkce v tomto bodé je xT Ax = xT (\x) =
AxTx = \. Tedy nejmensi [nejvétsi] vlastni &islo odpovida minimu [maximu| a ostatni vlastni
¢isla neodpovidaji (globalnim) extrémtim tlohy (ovSem touto ivahou jsme nerozhodli, zda tato
Cisla odpovidaji lokdlnim exrémim nebo jen sedlovym bodiim). ¢

Predchozi priklady a také Piiklady 11.4 a 11.3 vyZzaduji od studenta nejen znalost metody

Lagrangeovych multiplikdtort, ale i jistou zru¢nost v manipulaci s maticovymi vyrazy. Cvicte
tuto zruc¢nost ve Cvicenich 11.16-11.18!
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11.2.3 Podminky druhého fadu

Véta 11.5 udava podminky prvniho fadu na extrémy vazané rovnostmi. Riké, ze pokud (x, A) je
stacionarni bod Lagrangeovy funkce, pak bod x je ‘podeziely’ z lokalniho extrému funkce f na
mnozing X. Uvedme nyn{ bez ditkazu podminky druhého fa4du®. Hlavn{ rozdil oproti Vé&ts 11.3
je v tom, ze misto druhych derivaci funkce f v bodé x v nich vystupuji druhé derivace funkce L
podle x v bodé (x, A), tj.
OL(x,\)
ox?

= 1)+ >Nl () (11.24)

Véta 11.6. Necht f: R® - R a g: R" — R™ jsou dvakrat diferencovatelné v bodé x € R™.
Necht x je regularni bod zobrazeni g.
o Jestlize x je lokalni minimum [maximum] funkce f vazané podminkou g(x) = 0,
pak existuje A tak ze L'(x,A) =0
a Hessova matice (11.24) je positivné [negativng] semidefinitni na podprostoru null g’(x).
o Jestlize existuje A tak ze L'(x,A) =0
a Hessova matice (11.24) je positivné [negativng] definitn{ na podprostoru null g’(x),
pak x je ostré lokalni minimum [maximum| funkce f vazané podminkou g(x) = 0.

Priiklad 11.18. Hledejme strany kvadru s jednotkovym objemem a minimélnim povrchem.
Tedy minimalizujeme zy + zz + yz za podminky zyz = 1. Lagrangeova funkce je

L(z,y,z,\) =zy+zz+yz + M1 — zyz).
Polozenim derivaci L rovnym nule mame soustavu
L,( J=x+4+2z —dzz=0
)
)

=z4+y—Avy =0
T,Y,2,\) =xyz — 1 =0.

Yy $7y727/\
L,

L

T,Y,2,A

(
(
Soustava je zjevné splnéna pro (z,y,z,A) = (1,1, 1,2). Mame ukizat, Ze tento bod odpovida
lokalnfmu minimu. Mame

) 0 1-X 1-)Xy 0 -1 -1
%: 1=z 0 1-Xz|=|-1 0 —1. (11.25)
(,9,2) -y 1=z 0 1 -1 o0

Méame ukazat, Ze tato matice je positivné definitni na nulovém prostoru Jacobiho matice
g (x,y,2) = [—yz -z —xy] = [—1 -1 —1]. ¢

Dale pokra¢ujeme podobné jako v Prikladu 11.6.

6Zduraznéme, Ze druh lokdlniho extrému nelze zjistit podle definitnosti Hessovy matice L”(x, A), tedy je
chybou pouzit Vétu 10.4 na funkei L (z Véty 11.6 nic takového neplyne).
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11.3 Cviéeni

Nasledujici tlohy vyfeste nejprve libovolnym (co moZna jednoduchym) zpusobem a potom
metodou Lagrangeovych multiplilatort. Pii tom nemusite ovéfovat podminky druhého fadu —
1ze-1i ale usoudit na druh extrému néjakou snadnou tvahou, udélejte to.

11.1. Na kruznici 22 + 32 = 1 najdéte lokdlni extrémy funkce

a) f(z,y) =22 —y
b) flz,y)==z(y—1)
) flz,y)=a"+2y°
d) f(z,y) =2y

) flz,y)=a"+y°
f) fx,y) = e

g) f(z,y) = sin(zy)

11.2. Na sféte 22 + y? + 22 = 1 najdéte lokaln{ extrémy funkce
) f2,y,2) = (z+y)(y +2)
b) f(z,y,2) =a/z +b/y+c/z, kde a,b,c¢ > 0 jsou dany
) fzy,2) =2+ 4> + 2
d) (%) f(z,y,2) =23+ + 23 — 3ayz
11.3. Najdéte lokalni extrémy funkce

a

C

a) f(z,y,2) = v+ yz za podminek 22 + y? + 22 = 1 a 22 = 22 + y*

b) f(x,y,2) = xyz za podminek 2% + y? + 22 =laxy+yz+ 20 =1
11.4. Najdéte bod nejblize poc¢atku na kiivce

a) x+y=1

b) t+2y=56

c) 2y =1

d) 22 +2y°=1
11.5. Spocitejte rozméry télesa tak, aby mélo pfi daném objemu nejmensi povrch:

a) kvadr

) kvadr bez vika (ma jednu dolni sténu a ¢tyii bo¢ni, horni sténa chybi)

) valec
d) pallitr (valec bez vika)

) (%) kelimek (komoly kuzel bez vika). Objem komolého kuzele je V' = Zh(R*+ Rr+r?)
a povrch plasté (bez podstav) je S = 7(R + r)/(R — r)? + h%. Pouzijte vhodnou
numerickou metodu na feSeni vzniklé soustavy rovnic.

11.6. Rozlozte dané kladné realné ¢islo na soucin n kladnych realnych ¢isel tak, aby jejich soucet
byl co nejmensi.

11.7. Najdéte vzdalenost mnoziny { (z,y) € R? | y = 22 } od kruZnice s polomérem 1 a st¥edem
v bodé (2,0).

11.8. Dokaite, Ze funkce f(x,y) = z nabyva za podminky 2* = y* minimum pouze v po¢atku.
Ukazte, ze metoda Lagrangeovych multiplikdtori toto minimum nenajde a tento vysledek
vysvétlete.
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11.9. Necht funkce g: R” — R ma nenulovy gradient na celém R". Ozna¢me vrstevnici vysky
nula funkce g (‘hladkou nadplochu’) jako X = {x € R" | g(x) =0}.
a) Necht b € R" je bod nelezici na nadplose X. Necht x* € X je bod nadplochy
nejblizsi bodu b. Dokazte, Ze gradient Vg(x*) je rovnob&zny s vektorem x* — b.
b) Necht H = {x € R" | alx = b} je nadrovina neprotinajici nadplochu X. Necht
x* € X je bod nadplochy X nejblizsi nadroving H. Dokazte, Ze gradient Vg(x*) je
kolmy k nadroviné H.

11.10. Do elipsy o danych délkich os vepiste obdélnik s maximalnim obsahem. Pfedpokladejte
pfitom, Ze strany obdélniku jsou rovnobézné s osami elipsy.

11.11. Fermatuv princip nejkratsitho ¢asu v paprskové optice fika, Ze cesta mezi libovolnymi
dvéma body na paprsku ma takovy tvar, aby ji svétlo probéhlo za ¢as kratsi nez ji blizké
drahy. Z tohoto principu odvodte:

a) Zakon odrazu od zrcadla: tthel dopadu se rovné thlu odrazu.
b) Snelliv zékon lomu: na rozhrani dvou prostredi se svétlo lomi tak, ze

1 sin oy

¢y sinas’
kde «; je uhel paprsku od normély rozhrani a ¢; je rychlost svétla v prostiedi 4.
Napovéda: Uvazujte zrcadlo/rozhrani jako kiivy povrch X = {x € R" | g(x) = 0}, kde
funkce ¢g: R"” — R mé v kazdém bodé nenulovy gradient. Uvazujte (libovolné) dva body
a,b € R™ (v pfipadé lomu kazdy na jiné strané rozhrani) a napiste podminku na bod
x € X tak, aby ¢as letu svétla po draze a-x-b byl lokalné extrémni.
Pozdéji se zjistilo, ze spravnym kritériem neni nejkratsi ale extrémni Cas, tedy skuteéné
dréaha paprsku ma ¢as vétsi nebo mensi nez ji blizké drahy. Dokazete najit situaci, kdy
skutecna draha paprsku ma ¢as vétsi nez ji blizké drahy?
11.12. Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné proménné je funkece p: {1,...,n} — Ry
(tj. soubor nezépornych &isel p(1), ..., p(n)) spliwjici Y o_, p(z) = 1.
a) Entropie ndhodné proménné s rozdélenim p je rovna — > . p(z) Inp(z). Najdéte
rozdéleni s maximalni entropii.
b) Dokazte Gibbsovu nerovnost (t¢Z zvanou informaéni nerovnost): pro kazdé dvé roz-
déleni p, g plati

> p(@)ng(z) <D p(a) np(z),

pricemz rovnost nastava jen tehdy, kdyz p = q.
11.13. (%) Méame trojthelnik se stranami délek a, b, c. Uvazujme bod, ktery méa takovou polohu,

7e soucet ¢tvercu jeho vzdalenosti od stran trojihelniku je nejmensi mozny. Jaké budou
vzdalenosti x, y, z tohoto bodu od stran trojuhelniku?

11.14. (%) Mame krychli s délkou hrany 2. Do stény krychle je vepsana kruZnice (kterd ma
tedy polomér 1) a okolo sousedni stény je opsna kruznice (ktera ma tedy polomér v/2).
Najdéte nejmensi a nejvétsi vzdalenost mezi body na kruznicich.

11.15. (x) Najdste extrémy funkce
f@y zuvw)=I+z+u) "+ (1+y+0)" + (142 +w)

za podminek zyz = a®, vow = b® a z,y, z, u,v,w > 0.
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11.16. Minimalizujte x7x za podminky a’x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?
11.17. Minimalizujte x” AX za podminky b”x = 1, kde A je symetricka positivné definitni.

11.18. Minimalizujte x'Cx za podminky Ax = b, kde A m4 linearné nezavislé fadky a C je
symetrickd positivné definitni. Najdéte vzorec pro optiméalni x.

11.19. Reste Cvicent 11.18, kde ale matice C a A mohou byt libovolné. Nemusite najit vzorec
pro optimalni x, ale napiSte soustavu linearnich rovnic, jejimz feSenim je stacionérni bod
Lagrangeovy funkce (jako v Prikladu 11.4).

11.20. (%) Minimalizujte a’x za podminky x”Cx = 1, kde C je positivné definitni.

11.21. (%) Minimalizujte xT Ax za podminky x”’Bx = 1, kde A a B jsou positivné definitni.

11.22. (%) Minimalizujte x” Ax za podminek Bx = 0 a x'x = 1, kde A je positivné definitni.

11.23. (%) Pro jaké matice A a vektory b plati max{ [|[Ax|| | b’x =0} = 07

T CT

C 0
arné nezavislé sloupce a matice C ma linearné nezavislé fadky (viz Piiklad 11.4).

11.25. (%) Necht funkce f: R™ — R je diferencovatelna v bodé x* € R". Ukazte, Ze graf Taylorova
polynomu 7L (x) = f(x*)+ f(x*)(x—x*) prvnfho stupné (tj. afinni aproximace) funkce f
v bodé x* je te¢ny podprostor ke grafu funkce f (zopakujte definici grafu funkce ze zac. §8!)
v bodé x*, pficemz podminky regularity jsou splnény.

11.24. (*) Dokaite, Ze matice } je regularni pravé tehdy, kdyz matice {é} ma line-

11.26. Pro dané normalizované vektory a,b € R™ maximalizujte a’x za podminek b’x = 0 a

xTx = 1.

a) Ulohu vyfeste metodou Lagrangeovych multiplikatori. Vysledkem bude vzorec pro
optimalni fefeni x a vzorec pro odpovidajici optimélni hodnotu a”x.

b) Ulohu lze feSit jednoduchou geometrickou tvahou. Popiste tuto tvahu, tedy popiste,
jakou geometrickou konstrukei by se nalezlo optimalni feSenf x.

6 -2 2
11.27. Zjistéte definitnost matice |—2 0 1| na podprostoru { (z1,x2,73) € R3 | 25 = 0}.
2 1 4

Napovéda a feSeni

11.1.a) Kandidati na vézané lokalni extrémy (tj. stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y,\) =
fz,y)+A(@?+32—1) po ‘zahozeni’ \) jsou (z,y) = +(—2/+/5,1/v/5). Z Gvahy/nacrtku je jasné,
zda se jedna o extrémy a jakého typu.

11.1.b) Kandidati na vazané lokalni extrémy jsou (£v/3/2,—1/2).

11.1.d) Zde ukézeme Feseni bez metody Lagrangeovych multiplikdtora. Do tucelové funkce dosadime
22 = 1 —y? a hledame lokalni extrémy funkce (1 —y2)y. Ale pozor: hledame je ne na mnozing R,
ale na intervalu [—1,1]. Na ném mé funkce dva lokalni extrémy y = :I:L3 uvnit¥ intervalu a dva
extrémy +1 v krajnich bodech intervalu. To dava celkem Sest lokdlnich extrémi (z,y) ptvodni
tlohy.

11.1.f) Pokud je mozné tdlohu zjednodusit, je dobré to udélat. Zde napf. je mozno ucelovou funkci e
nahradit funkci zy, protoZe funkce e’ je striktné rostouci.

11.1.g) Opét je mozno tcelovou funkei sin(zy) nahradit funkei zy, protoze funkee sin je striktné rostouct
na intervalu [—7/2, 7/2], coz nam staéi, protoze diky podmince 22 +y? = 1 bude vzdy zy € [—1,1].
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11.2.a) Kandidatii na vazané lok. extrémy je Sest: (,y, 2) = £(1,2,1)/v6, £(—1,1,-1)/v/3, £(-1,0,1) /2.
11.3.a) Kandidati na vézané lokilni extrémy jsou (x,y, 2) = (1/v/3, —1/v6,—1/v2), (1/V3,1//6,1/1/2),

(=1/V3,-1/V6,1/v2), (-1/V3,1/V/6,-1/V2).

11.4.¢) Jsou dva body nejblize pocatku: x = +21/6 4 = 2-1/3,

11.6. Formulace: Minimalizujeme xy + - - - + =, za podminek z; ---x, = aazy,...,2, >0, kde a > 0
je dané ¢islo.

11.7. UkaZeme jen feSeni pomoci pfevodu na volné extrémy: po eliminaci proménné y minimalizujeme
|(z,2%) — (2,0)||3 = (x —2)?+2*. Stacionarni podminka je 223 +x —2 = 0. To je kubicka rovnice.
Pokud nezname vzorce na FeSeni kubickych rovnic (tzv. Cardanovy vzorce), pomtze Newtonova

. . 2w} 4w —2  Axd+2
metoda: jeji iterace je (odvodte!) zpy  xp — —& k =k

, pocatecni odhad g = 1.

627 +1 637 +1
Po par iteracich je z ~ 0.835122348481367, tedy d ~ 1.357699386102247.
11.9.b) Minimalizujeme ||x — y||? za podminek g(x) = 0 a a’y = b. Dokazované tvrzeni vyplyva

z podminek prvntho fadu (pomoci Lagrangeovych multiplikatort).

11.11a)) Protoze rychlost svétla je v tomto piipadé vSude stejna, ¢as letu po draze a-x-b bude pfimo
tumérny jeji délce ||x—a||+||x—b||. Stacoinarni body Lagrangeovy funkce L(x,\) = ||x—a|+||x—
b|| + Ag(x) spliwji (x —a)? + (x — b)? = AVg(x), kde jsme uzili zkratku y° = y/||y|| (odvodte!).
Tato rovnost fika, Ze vektor Vg(x) (norméla k zrcadlu) lezi v jedné roviné s jednotkovymi vektory
(x —a)? a (x — b)Y a puli thel mezi nimi (nakreslete, rozmyslete!).

11.12.b) Maximalizujte levou stranu pies ¢ za podminky > ¢(z) = 1. (Podminka g(z) > 0 je implicitné
zajiSténa tim, ze kdyz se néktera slozka ¢ blizi shora nule, i¢elova funkce se zhorsuje nade vechny
meze.)

11.17. x = A~'b/(bTA~1b)

11.18. x = C'AT(AC'AT)"'b.

11.25. Toto cvideni se tyka §11.2.1. Graf funkce f je mnozina X = {(x,y) € R™! | g(x,y) = 0}, kde
g: R" — R je g(x,y) = f(x) — y. Jacobiho matice ¢'(x,y) = [f'(x) —1] je vidy nenulovy
fadkovy vektor, tedy kazdy bod (x, f(x)) € X je regularni bod funkce g.

Graf funkce 7). je afinni podprostor { (x,y) € R"*! | f(x*) + f'(x*)(x — x*) = y }. Posuneme-
li ho do poéatku, stane se z ngj (linedrni) podprostor {(x,y) € R*™™! | f/(x*)x = y}. Méte
ukazat, Ze tento podprostor je roven te¢nému podprostoru (bez posunuti) k mnozing X v bodé

(x*, f(x*)) € X, tedy null [f'(x*) —1].
11.26.a) Lagrangeova funkee je L(x, \, 1) = a’x — AbTx + (1 — xTx). Podminky prvniho #adu:

(L(x, A )x)" =a—Ab —2ux = 0,

b'x = 0,

xTx = 1.
Tuto soustavu n + 2 rovnic o n + 2 nezndmych vyfesime nasledovné. Z prvni rovnice vyjadiime
x = (a— Ab)/(2u) (v8imnéte si, Ze z Zadné jiné rovnice vyjadfit nic nejde). To nejprve dosadime
do druhé rovnice, ¢mz po zjednoduSeni (s pouzitim pfedpokladu b”b = 1 normalizovanosti
vektoru b) dostaneme A = a’b. Pak to dosadime do tfeti rovnice, éim# po dosazeni za A a
zjednodugeni (s vyuzitim predpokladi a’a = b’b = 1) ziskame (2u)?2 = 1 — (a’b)?, tedy
2u = +4/1 — (aTb)2. Dosazenim do vyrazu pro x dostaneme kandidaty na extrémy a odpovidajici
ucelové hodnoty

~a-Xb_  a—(aTb)b aTx — 1—(aTb)(aTb) (@
x==5 71\/@, 71717(81%)2 = 4,/1— (aTb)2.
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ProtoZe maximalizujeme, zvolime znaménko pro které je vyraz a’x vétsi, tj. plus. Vzorce by piip.

sly zjednodusit substituci a’b = cos 8 a /1 — (aTb)? = sin @ kde 0 je tihel mezi vektory a, b.

11.26.b) Mnozina pfipustnych feSeni tlohy je priinik n-rozmérné jednotkové sféry x”'x = 1's nadrovinou
bTx = 0 prochéazejici pocatkem a kolmé na vektor b (pro piipad n = 3 by to byla kruZnice se
stfedem v pocatk ua jednotkovym polomeérem, jejiZ rovina je kolmé na vektor b). Kdyby vektor a
lezel v nadroving b”x = 0, optimalnim feSenim x by byl vektor na sféfe rovnob&zny s vektorem a
a stejné orientovany, tj. vektor x = a/||a||. ProtoZe vektor a v nadroviné obecné nelezi, musime
ho nahradit jeho priimétem do této nadroviny, tj. vektorem & = a — (a”b)b. Optimalnim fesenim
bude pak vektor x = a/||al|, coz po zjednoduseni vyrazu ||a|lodpovida vysledku vyse.

11.27. Postupujeme podle odstavce nad Vétou 11.3. Ozname matici jako A a podprostor jako Y.

10
Nejprve najdeme béazi podprostoru Y, napt. B = |0 0] (baze tvofi sloupce této matice). Pak
01

. . 6 2 Lo o .
uréime definitnost matice BTAB = { } Tato matice je positivné definitni (na rozdil od

2 4
matice A, ktera je indefinitni).
To v nasem jednoduchém piipadé muZzeme vidét i piimé&ji. Definitnost matice A na podprostoru Y’
se pta na znaménka vyrazu x Ax pro riizna x € Y. Na§ podprostor miizeme zjevné psat jako
Y = {(z1,0,23) | 1,23 € R}. Tedy v sou¢inech x” Ax je druhy sloupec}iadek matice A vzdy
nasoben nulou, proto je miZeme z matice vynechat, ¢imz dostaneme matici BTAB.
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Kapitola 12

Linearni programovani

Uloha linearniho programovani! (LP, také zvané linearn{ optimalizace) je minimalizace nebo
maximalizace linearni funkce za omezujicich podminek ve tvaru linedrnich rovnic a nerovnic.
Zde linearni rovnici rozumime relaci

a11‘1+"'+anxn:b7

Tx = b. Linearni nerovnici rozumime jednu z relaci

neboli kratce a
ayry + -+ apr, < b, a4+ -+ ATy, > b,

neboli aTx < b & a’x > b. Linearni program je tedy tloha (1.11) ve které je funkce f linedrni
(tj. tvaru (3.8)) a funkce g;, h; jsou afinni (tj. tvaru (3.27)).
Linearni programy s jednou nebo dvéma proménnymi lze fesit graficky.

Priklad 12.1. Pfikladem linearniho programu je optimaliza¢ni tloha

max I+ ¥y

za podminek x4+ 2y < 14 (12.1)
3z — y> 0
r— y< 2

Mnozina X = {(z,y) € R? | 2 +2y < 14, 3z —y > 0, z — y < 2} p¥ipustnych feseni této
tlohy je prunik t¥i polorovin:

3z —y=0 (1,2
(L1)

6 v oy=2 6 r

4 4

) 0% F r+2y=14 ) X r+2y=14
0 z+y=10 0 42y =10

2 4 6 2 4 6
/ r4y=8 / r+2y==6
r4+y==6

1Slovo programovdni zde ma trochu jiny vyznam neZ znite: misto tvoreni sekvenéniho poéitacového kodu
fesiciho dany problém to znamena hledani vhodné uéelové funkce a omezujicich podminek tak, aby optimalni
FeSeni bylo FeSenim daného problému. Optimalizaci obecné se také nékdy ¥ika matematické programovdni.
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Ucelova funkce  + y, neboli ¢’x pro x = (z,) a ¢ = (1, 1), ma vrstevnice kolmé k vektoru c
a roste ve sméru c. Proto (viz obrazek vlevo) ucelova funkce na mnozing X nabyva maxima
v bodé (z,y) = (6,4). Uloha mé tedy jediné optimélni feseni.

Pokud bychom téelovou funkei tilohy zménili na = + 2y, mnozina optimélnich feSeni tlohy
by byla usecka spojujici body (2,6) a (6,4) (viz obrazek vpravo), tloha by tedy méla neko-
neéné mnoho optimalnich feseni. Pokud by ucelova funkce byla nulova (tj. 0z + 0y), mnoZina
optimélnich FeSeni tlohy by byla cely trojuhelnik X. ¢

Z nasich uvah je patrno (pfesné ukaZeme pozdé&ji), Ze pro ulohu linedrniho programovani
mohou nastat t¥i pripady:

e tloha m4 (alespoii jedno) optimalni FeSeni,
e tloha je nepfipustnd (mnoZzina pripustnych FeSeni je prazdna, omezeni si odporuji),
e tloha je neomezend (G¢elovou funkei 1ze bez poruseni omezeni libovolné zlepsovat).

Jestlize tloha mé& optimalni feSeni, pak mnoZina optimalnich FeSeni je bud vrchol mnohothel-
niku, nebo jeho hrana, nebo cely mnohothelnik.

12.1 Transformace tloh LP

Casto je uzitetné formulovat linearni program v néjakém specialnim tvaru, kdy jsou dovoleny
jen urcité typy omezeni. To obvykle vyZzaduji napf. algoritmy na feSeni LP.
Jeden specialni tvar je tvar, kdy minimalizujeme (ne tedy maximalizujeme) a dovolime
pouze omezeni typu > (v&t$i nebo rovno):
min ¢z +-+ g,

za podminek a;x1 +---+ apr, > b, t=1,...,m

(12.2a)

To se pohodIngji napiSe v maticovém tvaru
min{c’x | x € R", Ax > b}, (12.2b)

kde A € R™"™ b € R™, ¢ € R". Zapis Ax > b znadi, ze pro kazdé i = 1,..., m neni i-ta slozka
vektoru Ax mensi nez i-ta slozka vektoru b. Jakykoliv linearni program snadno prevedeme na
tvar (12.2) témito tpravami:

e Maximalizaci funkce ¢x nahradime minimalizaci funkce —c?x (viz (1.9)).
e Nerovnost a’x < b nahradime nerovnosti —a’x > —b.
e Rovnost a”x = b nahradime dvéma nerovnostmi a’x > b, —a’x > —b.
Jiny Gasto uZivany specialni tvar je rovnicovy tvar?, ve kterém viechna omezeni jsou
rovnosti a v8echny proménné jsou nezéporné, tedy
min ¢+ -+ Ty,
za podminek ajx; +-- + @, =b;, i=1,...,m (12.3a)
z; >0, j=1,...,n
neboli
3 T n _
min{c'x|x€R", Ax=b, x>0}. (12.3b)

Tvar (12.2) lze prevést na tvar (12.3) dvéma tpravami, ve kterych zavedeme nové proménné:

2Tomuto tvaru se nékdy fiki standardni. Nazvoslovi bohuzel neni jednotné, nazvy jako ‘standardni tvar’,
‘zakladni tvar’ ¢i ‘kanonicky tvar’ tedy mohou znamenat v riznych knihach razné véci.
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e Nerovnost a’x > b nahradime dvéma omezenimi a”’x —u = b, v > 0. Pomocné proménné u

se ifka slackova proménna®. Podobné bychom pievedli nerovnost a’x < b na rovnost.

e Neomezenou proménnou x € R rozddlime na dvé nezdporné proménné z+ > 0, x= > 0
pridanim podminky z = 2+ — x~.

Uloha ziskan4 z pivodni alohy pomoci téchto Gprav je ekvivalentni piivodni iloze v tom smyslu,

7e hodnota jejich optima je stejna a argument optima piivodni dlohy lze ‘snadno a rychle’ ziskat

z argumentu optima nové dlohy.

Piiklad 12.2. Ulohu (12.1) pievedme na tvar, ve kterém minimalizujeme (misto maximalizu-

jeme) a omezeni jsou rovnosti, pfi¢emz nékteré proménné mohou byt nezaporné. To udélame
zavedenim slackovych proménnych. Nova tloha je

min —r — ¥y
za podminek x + 2y + u =14
3r— y—v= 0
r— y+w 2

w,v,w > 0

Zde proménné x,y mohou mit libovolné znaménko. Pievedme tlohu na tvar (12.3), kde
vSechny proménné jsou nezaporné. Dosadime x = x, —x_ay =y, —y_,kdez,,z_,y.,y_ > 0.
Vysledna tloha je

min -z + - — Yy + y-

za podminek x, — z_ + 2y, —2y_ + u=14
3ry —3v- — Yy + y-—v= 0
Tp— To— Y+ y-t+tw= 2

T, Ty Y, Y—, u,v,w > 0 ¢

12.1.1 Po ¢astech afinni funkce

Méjme funkei f: R® — R s hodnotami
fx)= mEX(ciTX +d;), (12.4)

kde ci,...,¢c;, € R" a dy,...,d; € R jsou dany. Tato funkce neni linearni ani afinni, je po
Castech afinni. Na obrazku jsou pifklady (vlevo pron =1 a k =3, vpravo pron =2 a k = 4):

vy

5

f(x):max{—x—Z, 07 %((E—l)} f(m,y):%max{m—&-y—l, _‘(L’J’_yv r—vy, —w—y—l}

3Slack znamena anglicky napf. mezeru mezi zdi a skiini, ktera neni zcela pfirazena ke zdi. Termin slack
variable neméa ustaleny Cesky ekvivalent, nékdy se preklada jako skluzovd promeénnd.
4Pfesnéji v linedrnim case, ve smyslu teorie algoritmi.
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Minimalizujme funkei (12.4) za podminek Ax > b. To neni tloha LP, nebot jeji telova
funkce nenf linearni. Ovsem lze ji pfevést na LP zavedenim pomocné proménné.
Obecnég, pro kazdou mnozinu X a funkei f: X — R plati (pokud minimum existuje)

min{ f(z) |z € X} =min{y | (z,y) € X xR, f(x) <y} (12.5)

To proto, %e kazdé optimélni feSeni (x,y) pravé tlohy spliuje f(z) = y. Kdyby totiz bylo
f(z) < y, pak by feseni (z,y) bylo sice pfipustné ale ne optimalni, protoZe bychom mohli y
zmens$it bez poruseni omezeni a zlepsit tak uc¢elovou funkei.
Ted uZ nasi alohu snadno prevedeme na LP:
min{ f(x) [ x € R", Ax > b} =min{y | (x,y) e R"", f(x) <y, Ax>b} (12.6a)
=min{y | (x,y) € R"" max(cIx+d;) <y, Ax >b} (12.6b)

=min{y | (x,y) € R™™, (Vi)(c]x+d; <y), Ax>b} (12.6¢)
kde (12.6¢) je jiz tiloha LP. Rovnost (12.6¢) plati proto, Ze pro libovolna &isla a;, b ziejmé je

maxa; <b << (Vi)(a; <D). (12.7)

Priklad 12.3. Uloha
min max{3z +4y+1, 2 — 3y }
za podm. x4+ 2y <14
3r — y>0
r— y<2

neni LP, protoZe ucelova funkce f(z,y) = max{ 3z + 4y + 1, 2z — 3y } neni linearni ani afinni
(na¢rtnéte si na papir nékolik jejich vrstevnic!). Ulohu lze ale pievést na LP

min z
za podm. 3z +4y —z < —1
20 —3y—z < 0
T + 2y < 14
3r — y >0
T— y < 2 ¢

Tento prevod lze uZit i pro funkce obsahujici absolutni hodnoty, nebot || = max{—z,z}, a
na rizné jiné pripady (trénujte to ve Cviceni 12.4!). Bud'te ale opatrni: neplati nic takového jako
(min; a; < b) < (Vi)(a; < b), tedy méame-li Spatnou kombinaci minim/maxim a nerovnosti,
pfevod na LP neni mozny.

12.2 Jednoduché tlohy LP

Neékteré ulohy LP lze fesit uvahou. Je dobré se v tom pocviéit, protoze vam to da intuici
potiebnou i pro obecné&jsi optimaliza¢ni tlohy. Vice viz Cviceni 12.3.
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Pfiklad 12.4. Pro dana ¢isla ¢ = (cq, ..., ¢,) € R™ fesime tlohu

max cx1+ -+ iy
za podminek x;+---+2x,=1

T1,.e.o, T, >0

neboli
max{c’x |1Tx=1, x>0}

Pripustné feSeni je mozno vidét jako rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny
s n stavy. Nenf t&zké uhodnout (zamyslete se!), Ze optimum tlohy se nabyva pravé tehdy, kdyz
x; = 0 pro vSechna ¢ ¢ argmax;¢; (a zbyvajici proménné jsou libovolné pfipustné). Jestlize
mnozina argmax; ¢; ma pouze jeden prvek ¢*, pak x; = 0 pro vSechna i # i* a ;+ = 1. V obou
pripadech je optimélni hodnota rovna ¢&islu ¢y = max; ¢;, tj. nejvétsimu z ¢isel cq, ..., cp.

Jak dokézeme, Ze uhodnuté feSeni je skutetné optimalni? Tak, Ze ukdZeme, Ze kazdé jiné
pripustné feseni bychom mohli pozmeénit tak, Ze by zustalo piipustné a tcelova funkce by se
zlepsila. Kdyby napf. bylo z; > 0 a ¢; < ¢payx, pak bychom mohli z; o kousek zmensit a tento
kousek piidat k x; pro néjaké i splitujici ¢; = ¢yax, coZ by zlepsilo (zvysilo) tcelovou funkei.

Uvedeme jesté jiny dikaz, Zze optimalni hodnota tlohy je cy... Hodnota kritéria v libovolném
piipustném feSeni je dolni mez na optimalni hodnotu tlohy. Pro nase uhodnuté piipustné feseni
méame tedy dolni mez cy.,. Ale pro kazdé pripustné feseni x4, ..., x, je

11+ F Ty < Cpax®1 0 Cax@n = Cmax(z] + 4+ In) = Cmax; (128)

tedy cmax je zaroveil horni mez na optimalni hodnotu tlohy. ProtoZe obé meze splyvaji, opti-
malni hodnota musi byt cpax. ¢

Piiklad 12.5. Pozménme predchazejici tlohu: jsou dany c € R" a k € {1,...,n} a FeSime
max{c’x |17x =k 0<x<1}.
Bez ztraty obecnosti pfedpokladejme, Ze Cisla ¢; jsou sestupné sefazena, ¢; > - -+ > ¢,.
Neni tézké uhodnout, ze optimum tlohy se nabyva pro vektor x spliujici
0 jestlize ¢; < ¢y,
Ti = R
1 jestlize ¢; > ¢

a zbylé proménné (tj. x; pro ¢; = ¢) jsou libovolné p¥ipustné. Tomu odpovida optimélni
hodnota ¢ + -+ - + ¢, tedy soucet k nejvétsich ¢isel ¢;. Specialné, kdyby cxr1 < ¢, pak by
optimum nastalo pravé prox; =--- =z, =l axg = =x, = 0.

Optimalitu tohoto feseni dokdZzeme podobnym argumentem jako minule: kdyby pro né&jaké ¢
bylo z; > 0 a ¢; < ¢, pak by nutné (kvili podmince 1+ - -+, = k) bylo z;= < 1 pro n&jakeé i*
spliwjici ¢;» > ¢, a mohli bychom tedy x; o kousek zmensit a x;+ o stejny kousek zvétsit, coz
by zvysilo hodnotu kritéria. Podobné bychom mohli hodnotu kritéria zvysit, jestlize by pro
n&jaké ¢ bylo x; < 1 a ¢; > ¢.

I kdyz dukaz z predchoziho odstavee dostacuje, odvodime i horni mez analogicky k (12.8):
pro kazdé p¥ipustné x plati (promyslete, pro¢ kazda rovnost a nerovnost plati!)

n k n k k k k
Zcixi < Z ciT; + Ckz T; = Zciwi + ckz(l —x;) = Z(Cﬂz‘ +o(l—ay)) < ch
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=k+1 i=1 e ¢
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12.3 Typické aplikace LP

Ve zbytku této kapitoly uvedeme nékterda z mnoha pouziti linedrntho programovani.

12.3.1 Optimalni vyrobni program

Z m druhi surovin vyrabime n druht vyrobku.
e a;; = mnozstvi suroviny druhu ¢ potfebné na vyrobu vyrobku druhu j
e b, = mnozstvi suroviny druhu ¢, které mame k dispozici
e ¢; — zisk z vyrobeni jednoho vyrobku druhu j
e 1; — pocet vyrobenych vyrobki druhu j

Chceme zjistit, kolik jakych vyrobka méame vyrobit, aby zisk byl nejvétsi. Tuto tlohu lze for-
malizovat linedrnim programem

max chxj (12.9a)
j=1

za, podm Zaiﬂ:J < b;, i=1,....m (12.9b)
j=1

x; >0, j=1,....n (12.9¢)

co? jde tispornéji napsat v maticové formé jako max{cfx |x € R", Ax <b, x>0}.
Prikladem tulohy na optimalni vyrobn{ program je Piiklad 1.10 z Kapitoly 1 (podivejte se
na ngjl).

12.3.2 SmeéSovaci (vyzivova) tloha
Z n druht surovin, z nichZ kazda je smési m druhu latek, mame namichat konecny produkt
o pozadovaném slozeni tak, aby cena surovin byla minimalni.

e a;; — mnozstvi latky druhu i obsazené v jednotkovém mnozstvi suroviny druhu j

e b; = nejmensi pozadované mnozstvi latky druhu ¢ v koneéném produktu

e ¢; — jednotkové cena suroviny druhu j

e 1; = mnoZstvi suroviny druhu j

Tuto tdlohu 1ze formalizovat linedrnim programem

min chxj (12.10a)
j=1

za podm. Zaijxj > b, i=1,...,m (12.10b)
j=1

xz; >0, ji=1,....n (12.10c)

neboli min{c’x|x€R", Ax>b, x>0}

Priklad 12.6. Jste kuchatka v menze a chcete uvafit pro studenty co nejlevnéjsi obéd, ve
kterém ovSem kvili predpisim musi byt dané minimalni mnozstvi Zivin (cukri, bilkovin a
vitaminti). Obéd vafite ze ti{ surovin: brambor, masa a zeleniny. Jsou dany hodnoty v tabulce:
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na jednotku | na jednotku | na jednotku | min. pozadavek
brambor masa zeleniny na jeden obéd
obsah cukru 2 1 1 8
obsah bilkovin 2 6 1 16
obsah vitamini 1 3 6 8
cena 25 50 80
Kolik je tieba kazdé suroviny na jeden obéd?
Resfme LP
min 25b 4+ 50m + 80z
za podminek 2b4+ m+ 2> 8
2b+ 6m+ z>16
b+ 3m+ 62> 8
bym,z > 0
Optimalni feseni je b = 3.2, m = 1.6, z = 0 s hodnotou 160. ¢

12.3.3 Dopravni tloha
Mame m skladu a n spotfebitelii.
e a; — mnozstvi ve skladé ¢
e b; — mnozstvi zbozi pozadované spotiebitelem j
e c;; — cena dopravy jednotky zbozi ze skladu i ke spotiebiteli j
e 1;; — mnozstvi zbozi vezené ze skladu i ke spotfebiteli j

Chceme co nejlevnéji rozvézt zbozi ze skladu ke spotfebiteliim. ReSenim je linedrni program

m n
min E E CijTij

(12.11a)
=1 j=1
za podm. inj = ay, i1=1,...,m (12.11b)
j=1
Zfﬁz‘j = bj, j=1...,n (12.11c)
i=1
2;>0,  i=1,...m j=1,..n (12.11d)
Ten jde také napsat jako (rozmyslete!)
min{ (C,X) | X e R™" X1=a, X’1=b, X>0}, (12.12)

kde a = (a1,...,am), b = (b1,...,b,), C = [¢;5], (C,X) znadi skalarni sou¢in matic (2.7) a
optimalizujeme pres matice X = [x;;].

Zadani musf spliiovat Y ", a; = > 7| b; (nabidka je rovna poptavce), jinak je tloha ne-
pripustné. To snadno vidime: soudet levych stran rovnic (12.11b) je roven souctu levych stran
rovnic (12.11¢). Ulohu lze modifikovat tak, ze dovolime > 7", a; > > i1 bj, tedy zbozi na skla-
dech mize byt vice, nez zadaji spotiebitelé. Pak by se omezeni (12.11b) muselo zménit na
> i1 @i < a; (promyslete!).
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12.3.4 Distribuc¢ni tloha
Mame m stroji a n druht vyrobki.
e a; = pocet hodin, které jsou k dispozici na stroji ¢
e b; — pozadované mnozstvi vyrobku druhu j
® ¢;; — cena jedné hodiny prace stroje ¢ na vyrobku typu j
e k;; = hodinovy vykon stroje ¢ pfi vyrobé vyrobku druhu j
e z;; = pocet hodin, po ktery bude stroj i vyrdbét vyrobek druhu j

Pro kazdy ze stroji mame urcit, kolik vyrobki se na ném bude vyrabét. Regeni:

m n

i=1 j=1

n

i=1

j=1

12.4 Preurcené soustavy linearnich rovnic

12.4.1 Vektorové normy

Norma formalizuje pojem ‘délky’ vektoru x. Zname jiz eukleidovskou normu, ale existuji i jiné
normy. Obecné pojem norma definujeme takto: funkce || - ||: R — R se nazyva vektorova
norma®, jestlize splituje tyto axiomy:
1. Jestlize ||x|| = 0 pak x = 0.
2. |lax|| = |af||x]| pro kazdé a € R a x € R" (norma je kladné homogenni).
3. Ix+yll <|Ix]| + |lyll pro kazdé x,y € R™ (trojuhelnikova nerovnost).
Z axiomu plynou tyto dalsi vlastnosti normy:
e ||0|| = 0, coZ plyne z homogenity pro a =0
e ||x|| > 0 pro kazdé¢ x € R". To jde odvodit tak, Ze v trojuhelnikové nerovnosti polozime
y = —X a tedy
0 =10l = [lx = x| < [Ix[l + [[=xIl = 2[Ix]I,
kde na pravé strané jsme pouzili homogenitu.

Jednotkova sféra normy je mnozina {x € R" | ||x|| = 1}, tedy vrstevnice normy vysky 1.
Diky homogenité je jednotkova sféra stiedové symetrickd a jeji tvar zcela uréuje normu.
Uvedme piiklady norem. DileZitou skupinou norem jsou p-normy

ellp = (21”4 - o+ [al?) 7.

Musi byt p > 1, jinak neplati trojuhelnikova nerovnost. Nejéastéji narazite na:
o ||x]|y = |z1|+- - -+|zy|. Nekdy se ji Fikd manhattanskd norma, protoZe v systému pravothlych
ulic je vzdélenost mezi body x a y rovna ||x — y||1.
o |x[l2 =22+ 422 = VvxTx. Je to eukleidovskd norma.
o |Ix[[eo = limy, o0 x|, = max{|z1], ..., |z,]} (spoctéte limitu ve Cviceni 12.13!). Nekdy se ji
fikd CebySevova norma nebo maz-norma.

5Symbolem | - || jsme dosud zna&ili eukleidovskou normu. Od ted az do konce skript jim ale budeme znagit
obecnou vektorovou normu a eukleidovskou normu budeme znagéit symbolem || - [|2.

187

Jednotkové sféry téchto norem v R? vypadaji takto:

Se O e
N

[l =1 l[x[l2 =1 [[X[loo =1

V&imnéte si, ze pro n = 1 se p-norma pro libovolné p > 1 redukuje na absolutni hodnotu |z|.
Existuji ovSem i normy, které nejsou p-normy, napt.
o |x|| = 2|71 + /22 + 2% + max{|z4|, |z5|} je norma na R5.
e Je-li ||x|| norma a A matice s linearné nezavislymi sloupci, pak funkce f(x) = ||Ax]|| je také
norma (tuto normu miizeme oznacit napf. jako f(x) = [|x|la = [|Ax]|.

12.4.2 Priblizné feSeni linearnich soustav v 1-normé a oco-normé

Méjme preur¢enou soustavu linearnich rovnic Ax = b, kde A € R™*" a 0 # b € R™. Nalezeni
jejiho priblizného feSeni formulujme jako tlohu

min ||Ax — b||,. (12.14)

x€ER™
Uvazujme t¥i pripady:
e Pro p = oo hledame takové x, které minimalizuje vyraz
m
|Ax — bl =n_1alx\aiTxfbi|., (12.15)
i
tedy minimalizuje maximélni residuum. Toto FeSeni je zndmé pod nazvem minimazni nebo
Cebysevovo. Podle §12.1.1 je tato tloha ekvivalentni linedrnimu programu

min Yy
zapodm. —y<alx—b <y, i=1,...,m

coz lze napsat ispornéji v maticové formé
min{y |[xeR", yeR, -yl <Ax—b<yl} (12.16)

e Pro p = 2 dostaneme fesSeni ve smyslu nejmensich ¢tverci, které jsme odvodili v §5.1.

e Pro p =1 hleddme takové x, které minimalizuje vyraz

JAx — bl = 3 lalx — b, (12.17)
i=1
kde af,...,al jsou fadky matice A. Uloha je ekvivalentni linearnimu programu

min Y1 + -+ Ym

zapodm. —y; <alx —b; <y, i=1,...,m
neboli
min{ 17y | x e R", y e R™", -y < Ax—-b <y} (12.18)
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12.4.3 Linearni regrese

Vratme se k linearni regresi z §5.3.1 (znovu prectéte!). Funkéni zavislost piiblizné popsanou
naméfenymi dvojicemi (4, y;), ¢ = 1,...,m, jsme aproximovali regresni funkci

f(‘rv 9) = 01901(z) +oeet en‘fon(‘r) = LP(I)TG:
kde parametry 0 jsou takové, aby y; &~ f(x;, @) pro vSechna i. PfibliZné rovnosti ~ jsme chapali

ve smyslu nejmensich ¢tverct, tedy hledali jsme takové 0, které minimalizovalo funkci

m

S (0 — F(2:.0))2 = Iy — A8l (12.19)

i=1

kde y = (y1,...,Ym) a prvky matice A jsou a;; = @;(x;). Tedy fesime tlohu (12.14) pro p = 2.
Mtuzeme ale pouzit i jiné normy nez eukleidovskou. Pro p = 1 minimalizujeme

> lyi— f(@:,0) = |y — A6, (12.20)
i=1

a pro p = oo minimalizujeme
max |y, — f (i, 0)| = [ly — A8 (12.21)

Dale ukézeme, k ¢emu to muze byt dobré.
Regrese ve smyslu co-normy je vhodna napf. pii aproximaci funkei.

Priklad 12.7. Na pocitaci bez matematického koprocesoru potfebujeme mnohokrat vyhodno-
covat funkei sinus na intervalu [0, Z]. ProtoZe vypocet hodnot této funkee by trval piilis dlouho,
chceme ji aproximovat polynomem t¥etiho stupné 0; 4 0yx + 0322 + 0,22, jehoz hodnoty se spo-
¢itaji rychleji. Spocitejme hodnoty y; = sinz; funkce v dostatetném poctu bodi z; = ﬁ pro
i =1,...,m. Koeficienty polynomu hleddme minimalizaci éebyéevova kritéria (12.21), nebot
to nam dé zaruku, Ze chyba aproximace v zddném z téchto bodu nepfesdhne hodnotu, ktera je
nejmensi mozna pro dany stupen polynomu. ¢

Regrese ve smyslu 1-normy je uzitetna tehdy, kdyz je mala ¢ast hodnot y; naméfena uplné
chybné (napf. se ngkdo pii zapisovan{ vysledki méfeni spletl v desetinné ¢arce). Takovym hod-
notam se ika vychylené hodnoty (outliers). Disciplina zabyvajici se modelovanim funkénich
zavislosti za pfitomnosti vychylenych hodnot se nazyva robustni regrese. V tomto piipadé
feseni ve smyslu nejmensich ¢tverci neni vhodné (neni 'robustni’), protoze i jediny vychyleny
bod velmi ovlivni feSeni. Regrese ve smyslu 1-normy je vaci vychylenym bodim odolnéjsi.

Ukézeme to na velmi jednoduchém piipadu regrese: odhadu hodnoty jediného ¢isla ze sou-
boru jeho nepfesnych méfeni. To je vlastné polynomialni regrese polynomem nultého stupné
f(z,0) = 6, tj. konstantni funkei (viz Priklad 5.4). Pro dana ¢isla y = (y1,...,ym) € R™
hledame 6 € R minimalizujici vyraz

ly =16l = l(y1 = 6, ., ym — O) . (12.22)

e Pro p = co minimalizujeme max", |y; — 6]. Resenfm jef = %(min;& Yi + maxi®, yi), tedy
bod v poloviné mezi krajnimi body.
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e Pro p = 2 minimalizujeme /Y .~ (y; — 0)>. ResSenfm je aritmeticky primer, § = LN i

(viz Priklad 5.4).

e Pro p = 1 minimalizujeme > ", |y; — 0| Resenfm je medidn z Cisel yi,...,Ym, viz Pi-

klad 1.13.

Predpokladejme nyni, Ze jedno z ¢isel, napf. yi, se zvétSuje. V tom piipadé se feSeni 6
pro rizna p budou chovat razné. Napf. aritmeticky prumér se bude zvétSovat, a to tak, Ze
zvétsovanim hodnoty y; dosdhneme libovolné velké hodnoty 6. Pro median to ovSem neplati

zvétsovanim jediného bodu y; ovlivnime 6 jen natolik, nakolik to zméni potradi boda. Jeho
libovolnym zvétsovanim nedosdhneme libovolné velké hodnoty 6.

Piiklad 12.8. Posuvnym méfitkem (‘Suplérou’) zméfime prameér ocelové kulicky v nékolika
mistech, dostaneme hodnoty y; = 1.02, yo = 1.04, y3 = 0.99, y4 = 2.03 (cm). Pii poslednim
méfeni jsme se na stupnici piehlédli, proto je posledni hodnota tplné Spatné. Z téchto méfeni
chceme odhadnout skuteény primér. Mame

m

1, m m
g (mips + niixys) = 151,

7

1 m m
— Zyi =1.27, mediany; = 1.03.
m ) =1

Je zjevné, Ze median je neovlivnén vychylenym bodem, zatimco ostatni odhady ano. ¢

Vysledek ale bude podobny: feSeni ve smyslu 1-normy je méné citlivé na vychylené body nez
FeSeni ve smyslu 2-normy.

12.5 Celociselné linearni programovani, LP relaxace

Celo¢iselné linearni programovani (angl. integer linear programming, ILP) se 1isf od line-
arnfho programovani dodate¢nym omezenim, Ze proménné musi nabyvat pouze celo¢iselnych
hodnot. Nejéastéji pouzivané jsou bindrni proménné, které mohou nabyvat jen dvou hodnot 0
a 1. ILP s binarnimi proménnymi je tedy tloha

min{c’x | x € {0,1}", Ax>b}. (12.23)

Mnozina pFipustnych feseni této ulohy obsahuje kone¢ny (avsak obvykle obrovsky) pocet izolo-
vanych bodi, jedna se o typickou ulohu kombinatorické optimalizace (viz §1.3). Zatimco vyTesit
oby¢ejny linedrn{ program je relativné snadné (LP je feSitelné v polynomialnim ase), vyTesit
tlohu ILP je obecné velmi obtizné (ILP je tzv. NP-tézké).

Mohli bychom zkusit tlohu (12.23) jednoduse nahradit linearnim programem

min{ ¢’x | x € [0,1]", Ax >b}. (12.24)

To je opravdu linearni program, protoze omezeni x € [0,1]" lze napsat jako 0 < z; < 1
(i=1,...,n), coz jsou linearnf nerovnosti. Uloze (12.24) se fika LP relaxace (angl. relazation
znamena uvolnéni, mysleno jako ‘uvolnéni’ omezeni) tlohy (12.23). LP relaxace je tedy nahra-
zeni (t6zké) ulohy ILP (snadnou) tlohou LP, ve které jsme vypustili omezeni na celo¢iselnost.

Mohli bychom si myslet, Ze kdyZ optimalni feSeni x € [0, 1]* LP relaxace (12.24) né&jak 8i-
kovné zaokrouhlime na celoéiselny vektor x’ € {0, 1}", dostaneme FeSeni (nebo aspon piiblizné
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feSeni) tlohy (12.23). To ale bohuZel obecné neplati. Zaokrouhleni totiz miiZe zni¢it p¥ipust-
nost, tedy zaokrouhlené proménné x’ nemusi splitovat podminky Ax’ > b. I to nejsikovnéjsi
zaokrouhleni nam nepomiZe, nebot uz jen odpovédét na otazku, zda tloha (12.23) je pFipustna
(tedy zda existuje alespon jedno x € {0,1}" spliujici Ax > b), je tzv. NP-iplng problém
(zhruba FeCeno, je to stejné t&zké jako najit optimalni Feseni ulohy (12.23)). I kdybychom méli
Stésti a zaokrouhleny vektor x’ byl piipustny, hodnota ¢?x’ tcelové funkce miize byt obecné
libovolné daleko od optimélni hodnoty tlohy (12.23).

Obecné, jediny uziteény vztah mezi optimélnim feSenim puvodni a relaxované ulohy je, ze
optimélni hodnota relaxované tlohy neni vétsi nez optimalni hodnota ptuvodni ulohy:

min{c’x | x €[0,1]", Ax>b} < min{c"x|x€{0,1}", Ax>b}. (12.25)
To proto, ze v relaxované tloze minimalizujeme pies véts7 mnozinu nez v pivodni tloze:
{xe0,]]"|Ax>b} DO {x€{0,1}"|Ax>Db}.

Presnéji to lze uvidét takto: Necht x* je optimalni feSeni nerelaxované ulohy (12.23) a necht
x je optimalni feSeni relaxované tlohy (12.24). Protoze x* je pfipustné (i kdyz ne nutné op-
timalni) pro relaxovanou tlohu, musi byt ¢Zx < ¢Tx*. Rozdilu mezi pravou a levou stranou
nerovnosti (12.25) se fika integrality gap (tedy mezera celoéiselnosti).

fesi pivodni tlohu vzdy presné (tedy nerovnost (12.25) plati s rovnosti), nebo dovoluje sestrojit
jeji priblizné feSeni se zarukou pfesnosti (dale uvedeme piiklady). I kdyz toto $tésti neméme,
dolni mez je ¢asto uzitetna pii hledani pfesného nebo piiblizného feSeni tlohy néjakym jinym
zpusobem (nap¥. metodou vétvi a mezi nebo metodou secnyjch nadrovin).

12.5.1 Nejlepsi prirazeni

V pfifazovaci tloze (assignment problem, téz znam jako bipartitni pdrovdng) jsou déna ¢isla ¢;;
pro i,j € {1,...,n} a cilem je najit bijektivni zobrazeni =: {1,...,n} — {1,...,n} (tedy
permutaci mnoziny {1,...,n}), kterd minimalizuje soucet > | ¢; (-

Kazdé dvojici 4,5 € {1,...,n} prifadme bindrni proménnou z;; € {0,1}. Tyto proménné
reprezentuji permutaci 7 tak, Ze z;; = 1 pravé kdyz = (i) = j. Protoze 7 pfifazuje kazdému 4
préavé jedno j, musi byt mezi proménnymi x;1,. .., Z; pravé jedna rovna 1. To zapiSeme jako
Z;L:1 z;; = 1. Protoze 7 je bijekce, kazdy obraz m ma pravé jeden vzor, tedy Y i, z;; = 1. Nyni
tlohu mtzeme pséat jako ILP

min i i CijTij (12.26a)

i=1 j=1
za podm. Yz =1, i=1,...,n (12.26b)
j=1
Zl‘i]‘: 1, j=1,....n (12.26¢)
i=1
z;€{0,1},  ij=1....n (12.26d)

LP relaxaci tlohy (12.26) ziskdme nahrazenim omezeni z;; € {0,1} omezenimi 0 < z;; < 1.
Vlastné sta¢i jen z;; > 0, nebot (12.26b) a x;; > 0 implikuje z;; < 1. TakZe LP relaxace je
specialn{ piipad dopravniho problému (12.11).

Pro tuto alohu mame stésti, protoze plati toto (dikaz neuvadime, neni kratky):
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Véta 12.1. Uloha (12.26) m4 stejnou optimélni hodnotu jako jeji LP relaxace a mezi opti-
malnimi feSenimi LP relaxace je aspoinl jedno celociselné.

Vyslovme tuto vétu trochu jinak. ZapiSme vSechny proménné z;; do matice X velikosti
n x n. Utelova funkee (12.26a) je linedrni funkce matice X (jde psat jako (C,X), viz §2.1.7).
Pripustna FeSeni tdlohy (12.26) jsou v8echny matice, které maji v kazdém fadku a kazdém
sloupci pravé jednu jednicku. To jsou permutacni matice (viz Piiklad 4.5). Pi{pustné feseni LP
relaxace jsou matice s nezapornymi prvky, ve kterych soucet prvki v kazdém radku a v kazdém
sloupci je roven 1. Takové matice se nazyvaji dvojité stochastické matice. Kazda permutacni
matice je dvojité stochasticka, ale naopak to neplati. Véta 12.1 fikd, Ze minimum linearni funkce
na mnoziné permutac¢nich matic je rovno minimu té samé linedrni funkce na mnoziné dvojité
stochastickych matic. To je klasicky vysledek Birkhoffa a von Neumanna.

12.5.2 Nejmensi vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti neorientovaného grafu (V, E) je podmnozina X C V vrcholi takova, ze
kazdé hrana mé alespon jeden vrchol v X. V tloze na nejmensi vrcholové pokryti hleddame
pro dany graf vrcholové pokryti s nejmensim poctem vrcholu. Je to jedna z klasickych NP-
tézkych dloh kombinatorické optimalizace.

Kazdému vrcholu ¢ € V prifadme proménnou z; € {0,1} s timto vyznamem: z; = 1 pro
i€ X ax;=0proi¢ X. Ulohu mizeme formulovat jako ILP

min Yz (12.27a)

za podm. z; +z; > 1, {i,j}telE (12.27Db)
zef{0,1}, ieV (12.27¢)

Oznadime-li incidencni matici grafu (V, E) jako A € {0,1}"™ kde n = |V| je pocet vrcholi a
m = |E| je po¢et hran%, dlohu (12.27) miZeme zapsat také jako

min{ 1"x | x € {0,1}", ATx > 1}. (12.28)

LP relaxace ulohy (12.27) se ziska tak, Ze omezeni z; € {0, 1} se nahradi omezenimi 0 < z; < 1.
Necht z; (i € V) je optimalni FeSen{ relaxované alohy. Zaokrouhleme toto FeSent:

B 1 0 kdyz z; < %,
XT; = | Ty +=| =
2 1 kdyz z; > 3.
1

Zaokrouhlené feSeni je pifpustné pro tlohu (12.27): protoze x; + 2; > 1, musi byt 2; > 3
nebo x; > 3, tedy Z; = 1 nebo z; = 1, tedy #; + Z; > 1. Oznaéme optimalni hodnotu
nerelaxované tlohy (12.27) jako y*, optimalni hodnotu relaxované tulohy jako y = > .., ; a

hodnotu zaokrouhleného feSeni relaxace jako j = >, Ts.

Véta 12.2. Pro kazdy problém minimalniho vrcholového pokryti je 5 < 2y*.

6Zapakujme z teorie grafii vyznam prvki incidenéni matice A: je a;; = 1 kdy% vrchol i je jednim z koncovych
vrcholu hrany j.
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Dikaz. Mame
y= Z:Yl < Qin =2y < QZ;E:‘ =2y".
eV eV eV
Prvni nerovnost plyne z toho, Ze pro kazdé &islo = > 0 je [z + %J < 2z, tedy z; < 2x;. Druha
nerovnost plyne z (12.25). |

Celkové tedy mame tyto nerovnosti (rozmyslete):
0<y<y <y<y.

Z toho plyne %y* < y < y* tedy optimélni hodnota LP relaxace nemiize byt libovolné-krat
mensi nez optiméalni hodnota nerelaxované alohy (mezera celo¢iselnosti nemuze byt libovolna).

Piiklad 12.9. Necht V = {1,2,3} a £ = {{1,2},{1,3},{2,3}}, tedy (V, E) je uplny graf se
ttemi vrcholy. Uloha (12.27) ma t¥i optimalni fefeni x = (1,1,0), x = (1,0,1) a x = (0,1, 1),
odpovidajici minimalnim pokrytim X = {1,2}, X = {1,3} a X = {2,3}. Optimalni hodnota
dlohy je 2. LP relaxace ma jediné optimalni feSeni x = (%, %, %) s optimalni hodnotou %, coZ je
ve shodé s nerovnosti (12.25). Zaokrouhlené feseni je X = (1,1, 1) s optimalni hodnotou 3, coz
je ve shodé s Vétou 12.2. ¢

12.5.3 Nejveétsi nezavisla mnoZina

Podmnozina vrcholit X C V neorientovaného grafu (V, E) se nazyva nezavisla, kdyz zadné
dva vrcholy z X nejsou spojeny hranou. V tloze na nejvétsi nezavislou mnozinu hledame
pro dany graf nezavislou mnozinu s nejvétsim poc¢tem vrcholi.

Formulace této tlohy pomoci ILP je velmi podobna (12.27):

max le (12.29a)

iV
za podm. x; +z; <1, {i,j}eE (12.29b)
z; €{0,1}, eV (12.29¢)

V LP relaxaci opét nahradime podminky z; € {0, 1} nerovnostmi 0 < z; < 1.

Na rozdil od tlohy na vrcholové pokryti tato LP relaxace neni p¥ilis uzite¢né. LP relaxace méa
vzdy prpustné feseni z; = § (i € V). Tomu odpovidd hodnota tcelové funkce Y, z; = 3|V
Tedy optimalni hodnota LP relaxace tulohy nemuZe byt mensi nez %|V| Bohuzel, optimalni
hodnota y* nerelaxované tlohy (12.29) mize libovolné-krat mensf nez §|V|. Napi. pro kazdy
uplny graf je y* = 1 (protoze kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou).

Mohli bychom doufat, Ze napt. zaokrouhlenim optimalniho feseni relaxované tlohy ziskame
analogii Véty 12.2. Tyto snahy jsou ale beznadg&jné: bylo dokazéano, Ze tlohu (12.29) nelze
aproximovat s jakoukoliv konstantni (tj. nezavislou na velikosti grafu) zarukou. Presné&ji, pro
kazdé ¢islo € > 0 je nalezeni pfipustného feseni z; € {0,1} (i € V') spliwjiciho Y, , 7; > y*/e
stejné tézkeé, jako nalezeni optimalniho FeSeni (tloha je tzv. APX-téZkd).
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12.6 Cvicéeni

12.1. Najdéte graficky mnozinu optimalnich feSeni tlohy

min ¢z + caTs + c3x3

za podm. z; + 25 >1
xr + QIQ S 3
1+ 19 <10

x1, @, w3 = 0

pro nasledujici ptipady: (a) ¢ = (—=1,0,1), (b) ¢ = (0,1,0), (c) ¢ = (0,0,—1).

12.2. Nasledujici tlohy nejprve prevedte na rovnicovy tvar (tj. tvar s nezdpornymi proménnymi
a omezenimi typu linearni rovnice, viz §12.1). Potom je pfevedte do maticové formy
min{rTu | Pu=gq, u> 0} (vysledkem tedy budou u, P, q,r).

a) min 2z — 3z3 + x4
za podminek  x; — Xy — a3 >0
—x1 + 239 — 323 <5
2(E171}271‘3+21}4:6

Ty, %9,23,24 >0
b) linearni program (12.11)
¢) linedrni program (12.16)
d) linearni program (12.18)
12.3. Vyfeste tvahou tyto jednoduché linearni programy a napiste (jednoduchy) vyraz pro
optimalni hodnotu. Odpovédi dokazte. Vektor ¢ € R a ¢islo k € {1,...,n} jsou dany.
a) max{cTx | x€R", 0<x <1}
) max{cTx|xeR" -1 <x<1}
) max{cTx|xeR", x>0, 1Tx=1}
) max{cTx|xeR", x>0, 1Tx <1}
) max{cTx|xeR", -1 <1Tx <1}
f) max{cTx |x€R", x>0, 1"Tx=k}
) max{cTx|x€eR", 0<x<1, 1"x <k}
) max{cTx|x€R", 0< 2 <29 <--- <1, <1}
) (x) max{c"x |x,y eR", -y <x<y, 1"y =k y<1}
) min{1"(u+v) |u,v>0,u—v=c}
k) (x) min{a’u+b"v |u,v >0, u—v = c}, kde pfedpoklddame a > b
12.4. Pokuste se tlohy transformovat na LP. Pokud to nedokéazete, vysvétlete proc.
a) min{ |z1| + |z2| | @1, 220 €R, 227 —x0 > 1, —z1 + 229 > 1}
) max{|z1 — |+ +|zn—cn| |21, 20 ER, a1 + -+ apxy, >0}
¢) max{cTx|x€R", Ax=b, |[dTx| <1, x>0}
) fel]i}g ZIL:I max;_ (X + di)
)

m%{n S f(alx — b;), kde po Eastech afinni funkee f je definovana obrézkem
xeR™ :

194



12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

i — 1 3

f) min{cTx | x € R", |[Ax — bl <1}
g) min{ [|x|; [ x € R", Ax=Db}
h) m}%{n(HAx —bl|1 + [|X]|eo) (coZ se d& napsat také jako min{ ||Ax —bl|; + [|x]|« | X €
xeR™
R })
i) (x) min{c"x|x€R", |[Ax—b|; <1}
Méme algoritmus (Gernou skifitku) na feSeni LP, kterou miZeme zavolat i vicekrat. S po-
moci tohoto algoritmu vyfeste ilohu max{|c’x| | Ax =b, x> 0}.

Dokazte nebo vyvratte nasledujici rovnosti. Zde ¢ € R* a A € R™*" jsou dany, || - || je
libovolna norma, a optimalizuje se pfes proménné x € R™.

a) max{c’x | x € R, ||x|=1}=max{c'x |x e R, ||x|| <1}

b) min{c’x |x € R, x| =1} =min{c’x |x € R, |x|| <1}

¢) max{[|Ax||[x € R", [jx|| =1} = max{ [Ax] | x € R", [x|| <1}
Necht X C R" je libovoln4d mnozina. DokaZte, Ze

a) min{1T(u+v)|u-ve X, uv>0}= ;réi)r(lﬂle,

b) min{1Tu|u-ve X, u,v>0}= Ini}I{l X4, kde znac¢ime x4 =Y max{0, z;},
X€e

za predpokladu, Ze vSechny tlohy maji optimalni feSeni. V8imnéte si, ze prvni tloha je
zobecnéni Cviceni 12.3.j pro X obsahujici jediny prvek.

Uvazujme Piiklad 1.10 takto pozménény: pan ma pomocnika, kterému plati 10 K¢ za
kazdy kg vyrobeného zbozi (je jedno, zda to jsou lupinky nebo hranolky). Ovsem pokud
se toho vyrobi hodné, chce pomocnik vétsi plat, protoze musi zistat prescas. Tak za kazdy
kg nad 20 kg vyrobeného zbozi si necha pfiplatit dalsich 10 K¢, a za kazdy kg nad 30kg
vyrobeného zboZi si neché piiplatit dalsich 20 K¢ (tedy za kazdy kg nad 30 kg vyrobeného
zbozi dostane 10+ 10420 = 40 K¢). Kolik ma pan vyrobit lupinki a hranolki, aby mél co
nejvetsi denni zisk (tj. trzbu z prodeje minus plat pomocnikovi)? Zformulujte jako LP.

Firma na vyrobu kanoif mé 120 zaméstnancti, z nichz kazdy pracuje maximalné 30 hodin
tydné. Polovina zaméstnanct pracuje v truhlarské dilné, 20 zaméstnancii pracuje v dilné
na zpracovani plasti a zbytek v kompleta¢ni dilné. Firma vyrabi dva typy kénoi: stan-
dardni kidnoe s Cistym ziskem 7 EUR za kus a luxusni kanoe s ¢istym ziskem 10 EUR
za kus. Na vyrobu jedné standardni kdnoe je t¥eba 4.5 hodiny prace v truhlarské dilné a
dvé hodiny v kazdé ze zbylych dvou dilen. Jedna luxusni kanoe vyzaduje 5 hodin préace v
truhlarné, hodinu v dilné na plasty a 4 hodiny kompletace. Priizkum trhu odhalil, Ze ne
méné jez 1/3 a ne vice nez 2/3 vyrobenych kanof by mély byt luxusni. Kolik kterych kanoi
ma firma tydné vyrobit, aby byl jeji ¢isty zisk maximélni? Formalizujte jako optimalizaéni
tlohu, kterou uz ale nefeste.

Arméada méa ve dvou skladech uskladnéno 6 a 5 tun stfeliva. Stielivo je nutno piepravit
ke t¥em stfelnicim s pozadavky 3, 2 a 2 tuny stieliva. Kvili minimalizaci rizika je nutné
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12.11.

12.12.

12.13.
12.14.

minimalizovat maximalni mnozstvi stfeliva, které se veze po kterékoliv cesté od skladu
ke stfelnici. Formulujte jako linearni program.

Mame kladku s provazem, jehoz oba konce
kon¢i hakem. Na levém héaku visi n zavazi na
provazcich, pri¢emz i-té zavazi mé tihu m; a
jeho vyska nad zemi je d;, pro i = 1,...,n.
Na pravém haku visi n’ zavazi na provazcich,
pfiGemz i-té zavazi ma tithu m! a jeho vyska
nad zemi je d}, proi =1,...,n'. Vysky d; a d;
se méf{ v poloze, kdy jsou oba haky ve stejné
vysce nad zemi. Kladka se pohybuje bez tfeni,
provazky a haky maji nulovou hmotnost. Ob-
razek ukazuje piiklad pro n =3, n’ = 2.

Soustava ma jediny stupeil volnosti dany oté-
¢enim kladky. Ozna¢me jako z vysku levého
haku nad bodem, kdy jsou oba haky ve stejné

vysce — tedy pro z = 0 jsou oba héky ve stejné m}
vysce a pro x > 0 bude levy hék o 2z vySe nez

pravy hak. V zavislosti na x kazdé zavazi bud

visi nad zemi (pak je jeho potencialni energie &
rovna m; krat vyska nad zemi) nebo lezi na
zemi (pak je jeho potencidlni energie nulova).
Soustava bude v rovnovaze pfi minimalni cel-
kové potencidlni energii.

m!
mé
ms

ds A

d ma

a) Napiste vzorec pro celkovou potencialni energii soustavy jako funkci z.
b) Formulujte hledani minima potencialni energie soustavy jako linedrni program.

Veverka pred zimou potiebuje pferovnat zasoby offska. Stavajici zasoby ma v m jamkach,
pfitemz i-t4 jamka ma soufadnice p; € R? a je v ni a; offski. Potiebuje je pienosit do
n novych pfipravenych jamek, pficemz j-t4 jamka mé soufadnice q; € R? a na konci v nf
bude y; offskii. Veverka unese najednou jen jeden ofisek. Necht x;; oznacuje celkovy pocet
ofisku prenesenych ze staré jamky i do nové jamky j. Uvazujte dvé tulohy:

a) Cisla y; jsou dana. Hledaji se takova ¢isla x;;, aby veverka vykonala co nejméné
prace, kde préace na pfeneseni jednoho ofisku je pfimo tmérné vzdélenosti (vzdusnou
¢arou). Béh bez ofisku se za praci nepovazuje.

b) Hledaji se ¢isla x;; a y; tak, aby veverka vykonala co nejméné prace a navic byly
v novych jamkach ofisky rozloZeny co nejrovnomérnéji, ¢imz minimalizuje Skodu
zpusobenou piipadnou kradezi. Pfesnéji, aby rozdil mezi nejvétsim a nejmensim
z ¢isel y; byl menSi nez dané ¢islo ¢.

Formulujte obé tulohy jako LP. Predpokladejte, ze poéty ofiska jsou nezdporné redlné
¢isla, a¢ ve skutecnosti mohou byt pouze nezaporna cela ¢isla.

Spoctéte limitu lim, o ||x]|, = Imy, oo (Jq [P + - -+ + |, [P)1/P.

San}ya{b,....b,} bodi z R Hleddme

a) nadrovinu prochézejici po¢atkem (tj. linedrni podprostor dimenze d — 1),

Mame dvé konefné mnoziny {ay, ..
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b) nadrovinu (tj. afinni podprostor dimenze d — 1),
kterd mnoziny oddéluje (tedy vdechny body z prvni mnoziny jsou na jedné strané nadro-
viny a v8echny body z druhé mnoZiny jsou na druhé strang). Napiste jako linearni program.
12.15. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), pro jaka n je nasledujici funkee f: R™ — R norma:
a) f(X) = |max{x1, e zn}'
b) f(x) = [Ix[l + [Ix]l2
¢) f(x,y) = ||x]l1 + |ly]l2 (argument této funkce je vektor (x,y) € R, kde x € R* a
n—=k
y €eR")
d) f(x)=max},z; —min} ; z;
12.16. Dokaizte, ze p-norma spliuje axiomy vektorové normy.
12.17. Hled4ame x, které minimalizuje vyraz f(Ax — b), kde
a) f(r) = |Irfle = max; |,
b) fr) = [lrlly = 22; Iril,
c) f(r)=>",max{—r; —6,0,r; — 6} kde § > 0 je dana konstanta.
Formulujte jako linearni programy. Kdybychom tyto tlohy interpetovali jako prokladani
bodi regresni funkei (jako v §12.4.3), jaky je geometricky vyznam t&chto tloh?
12.18. Mame m nadrovin v R", kde i-t4 nadrovina je mnozina H; = {x € R" | alx = b; } kde
a; # 0. Ozna¢me vzdalenost bodu x € R" od i-té nadroviny jako d(H;,x) = IIliél Ix—yll2-
yeH;
Hledame bod x, ktery minimalizuje vyraz
a) max", d(H;,x),
b) 3L d(Hi,x).
Formulujte jako linedrni program. Rozmyslete geometricky vyznam tloh, nacrtnéte si
feSeni pron=2am = 3.

12.19. (%) Najdéte co nejjednodussi algoritmus, ktery spo¢te minimum funkce aZ Xb na mnozing
dvojité stochastickych matic X, kde a, b jsou dané vektory.

Napovéda a reSeni

12.2.b) Uloha uz je v rovnicovém tvaru, takze v prvnim kroku nemusime délat nic. Uloha jde napsat
v maticovém tvaru (12.12), to ale neni pozadovany tvar, protoze proménné jsou soustiedéné do
matice X a nikoliv do vektoru. Pfevod do pozadovaného tvaru je jasny z Cvi¢eni 2.6.c.

12.3.a) Postupujeme podobné jako v Pfikladu 12.4: nejdifv uhodneme optimalni feSeni, a pak dokaZeme

jeho optimalitu tak, Ze ukdZeme, Ze kazdé jiné feSeni jde zménit (bez poruseni piipustnosti) tak,
ze kritérium se zlepsi.
Ulohu si muiZeme prepsat jako max{ Do Cii | z; €R, 0< 2, <1Vi } Vsimneme si, Ze tato
tloha jde vlastné rozdélit na n nezavislych tloh max{c;z; | v; € R, 0 < x; < 1}, z nichz kazda
mé jedinou proménnou z;. Tuto jednorozmérnou tlohu snadno vyfesime elementarni avahou: v
optimu je x; = 0 pro ¢; < 0, a ; = 1 pro ¢; > 0. Kdyby totiz napt. bylo z; > 0 a ¢; < 0, tak
bychom mohli kritérium zlepsit polozenim z; = 0. Optimalni hodnota jednorozmérné tlohy je
proto max{¢;, 0}. Opt. hodnota tvodni dlohy je tedy >, max{c;,0}.

12.3.b) Postupujeme obdobné. Optiméln{ hodnota je Y 7 ; |c;|.

12.3.c) Viz Priklad 12.4.
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12.3.d) max?; max{0,¢;} = max{0, max’, ¢; }

12.3.e) Kdyz ¢; =3 = -+ = ¢, = a, tak optimalni hodnota je |a|. Jinak je tloha neomezena.

12.3.h) Pievedte na jinou ulohu substituci y; = x; — 2,1 a pak postupujte jako v predeslych tlohach.

12.3.j) Ulohu si miZeme pFepsat jako min{ Doilui 4+ vy) | u,v; > 0, u; —v; = ¢ Vi } Tato tdloha se
opét rozpada na n nezavislych aloh min{ u; + v; | u;,v; > 0, w; — v; = ¢ }, z nichz kazda ma jen
dvé proménné u;, v;. Kazdou tuto jednoduchou tlohu jiz snadno vyfesime elementarni tvahou: v
optimu bude vzdy aspon jedno z Cisel u;, v; nulové, protoze jinak bychom mohli od obou odeéist
konstantu, coz by neporusilo omezeni ale zlepsilo Géelovou funkeci. Optimum je (u;,v;) = (¢;,0)
jestlize ¢; > 0 a (u;,v;) = (0,¢;) jestlize ¢; < 0. Tedy opt. hodnota jednoduché tlohy je |¢;| a opt.
hodnota puvodni alohy je >, |¢;| = ||c|)1.

124.a) min{z + 22 | 21,22,21,220 € R, 221 — 9 > 1, —21 + 220 > 1, 21 < 21, 22 < 29, —11 <
21, —v2 <z}

12.4.b) Nejde.

12.4.c) max{c"x | Ax=b, d"x <1, -d"x <1, x>0}

12.4.d) min{1%7z | cf;x + dy < 2 (Vk,1), x € R*, z € RL'} (analogicke §12.1.1)

12.4.f) min{c’x |x€R*, -1 <Ax-b<1}

124h) min{17y 4+ 2 |x€R? ycR™, 2€R, -y <Ax-b<y, —21<x<z21}

12.4.) min{c’x |x €R", z € R, —z < Ax —b <z, 17z < 1}. Spravnost tohoto pfevodu bychom
museli dokdzat podobné jako v Piikladu 12.4 — proved'te! Vsimnéte si také, ze —z < Ax —b <z
implikuje z > 0, tedy bychom mohli pfidat podminku z > 0 a dloha by se nezménila.

12.5. Postupem uvedenym v §12.1 nedokdzeme prevést na jedinou ulohu LP. Ale lze vyfesit vypoétenim
dvou tloh LP: optimalni hodnota je max{A, —B}, kde A = max{c’x | Ax = b, x > 0} a
B=min{c'x|Ax=b, x>0}

12.6. Inspirujte se avahou v §12.1.1.

12.7.a) Dokazte nejprve, Ze v optimu je bud u = 0 nebo v = 0. Pak napr. uvazujte tuvahu v §12.1.1 a
pouzijte vhodnou substituci.

12.8. Stejna uloha jako v Pfikladu 1.10, jen ucelova funkce se zméni na 120l + 76h — f(I + h), kde
f(t) = max{ 10¢, 200 + 20(¢t — 20), 400 + 40(¢ — 30) }. To pievedeme na LP dle §12.1.1.

12.9. max7s + 101 z.p. 4.5s + 51 < 60 - 30, 25 +1 < 2030, 25+ 41 < 40- 30, (s +1)/3 <1< 2(s +1)/3,
s,1 >0 anavic s,l € Z.

12.10. Necht z;; oznacuje mnozstvi stfeliva vezeného od skladu ¢ do stielnice j. Minimalizujeme funkci
max{211, ¥12, T13, T21, 22, T23} za podminek x11+r12+213 < 6, w21 +w2a+w23 < 5, w11 +2091 = 3,
T19 + Too = 2, T13 + X3 = 2, a T11, 12, T13, T21, T22, T2z > 0. To prevedeme na LP dle §12.1.1.

12.11.a) Z fyziky vite, Ze zavazi hmotnosti m ve vySce d ma potencialni energii mgd, kde g je gravitacni
zrychleni. Soucinitel g vynechame, neboli veli¢inou m rozumime nikoliv hmotnost, ale tihovou
silu (‘tihu’) zavazi. Vyska jednoho zavazi na levé strané je d; — x, ovSem nesmi byt zaporna
protoZe zavazi neni nikdy pod podlahou, tedy vlastné max{d; — z,0}. Celkova potencialni energie
je E(z) =31 m max{d; + z,0} + >_;" ; m; max{d; — z,0}.

12.11.b) Podobné jako v §12.1.1 si zavedeme pomocné promeénné z;, z. Vysledny linearni program bude
min{ Z?:l miz; + Z:il m;zl’ ‘ I,Zi,Zé ER, 2z > d; + T, Zz,' > d; -z, 2, > 0, Z,£ > O}

12.13. Staci spocitat limy,_, oo (z} +- - - +2h)/P pro a1, ..., 2, > 0. Oznacte a = max{z1,...,z,} a piste
limy oo (2% + -+ + 2B)VP = alim, oo ((x1/a)? 4 - - - + (2n/a)P)/P. Zbytek je snad jasny.

12.14.a) Podminku oddéleni napiste jako soustavu linearnich nerovnic, coZ je vlastné LP s konstantni
(nulovou) tucelovou funkei. Viz Priklad 17.12.
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12.15.a) Je to norma pro n = 1, protoze pak f(z) = |z|. Pro n > 2 to norma neni, protoze z f(x) =0
neplyne x = 0 (prvnf axiom), napf. pro x = (—1,0,0,...).

12.17. (a) a (b) uz znate: po dosazeni r = Ax — b do f(r) jde o priblizné FeSeni preurcené linearni
soustavy ve smyslu co-normy a l-normy (viz §12.4). Piipad (c) lze také vidét jako pfiblizné
FeSeni preurcené linedrni soustavy, ale tentokrat s ‘necitlivym pasmem’: pokud residuum r; je v
intervalu [—0, 0], nezapoc¢itame zadnou pokutu; vné intervalu je to podobné 1-normé. Nakreslete
si graf funkce max{—r — 6,0,r — 6} a v8e pochopite.

12.18. Pro pohodli pfedpokladejme, ze kazdy vektor a; je normalizovany, coz lze vzdy zajistit vydélenim
rovnice al'x = b; &islem ||a;||. Pak je vzdalenost bodu x od i-té nadroviny rovna jednoduge
d(H;,x) = |al'x — b;| (viz Cviceni 5.16). Tedy podiloha (a) je stejn jako tloha (12.15), tj.
minimalizace ||AxX — b||oo. Podobné, poduloha (b) je tloha (12.17), tj. minimalizace ||Ax — b||;.
Vidime, Ze tuloha je jen ‘zamaskovana’ tloha na pfibliZzné feSeni pfeurfené soustavy Ax = b v
oo-normé nebo 1-normé (viz §12.4), za predpokladu Ze fadky matice A jsou normalizované.

12.19. Dle Véty 12.1 se optimalni hodnota tlohy nezméni, kdyz budeme minimalizovat pfes permu-
tacni matice. Tedy hleddme minimum funkce ), a;br(;) pres viechny permutace . Zkuste na to
vymyslet efektivni algoritmus.
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Kapitola 13

Konvexni mnozZiny a mnohostény

Zde si fekneme vice o geometrii linearniho programovéni. Ke konvexnim mnozinam, zasadnimu
to pojmu v optimalizaci, se navic vratime v pozdéjsich kapitolach.

13.1 Konvexni mnoziny
Mnozina X C R" se nazyva konvexni, jestlize
xeX,yeX,0<a<l = (l-a)x+ayelX. (13.1)

Mnozina { (1 —a)x+ay | 0 < o < 1} je usecka spojujici body x a y (viz Piiklad 3.3). Definice
tedy Tika, Ze mnozina je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i tsecku, ktera je
spojuje. Obrazek ukazuje piiklad konvexni a nekonvexni mnoZiny v R2:

y
— y
)i///c

Konvexni kombinace bodiu x;, ..., x; € R” je jejich linearni kombinace a;x; + -« - + apXy
takova, ze a; +- -+ ap =1l a ay,...,ar > 0. Lze dokdzat, Ze mnoZzina je konvexni pravé tehdy,
kdyZ je uzaviena na konvexni kombinace (neboli kazd4 konvexni kombinace bodi z mnoZiny
lezi v mnozing). Vimnéte si, Ze (1 — a)x+ay pro 0 < a < 1 je konvexni kombinaci dvou bodu
x,y, nebot (1—a)+a=1,1-a>0,a>0.

Konvexni obal bodu x1, ..., X, je mnozina vSech jejich konvexnich kombinaci, znacime

conv{xy,....xp} ={ouxi+ - Faupxp o+ Fap=1,0q,..., 0,20} (13.2)

Jak ale definovat konvexni obal mnoziny s nekoneéngm poctem prvki (napf. na pravém ob-
razku vyse)? Nelze pouZit definice (13.2), nebot nenf jasné, co znamena soucet a;x; + - - -+ Xy
pro nekone¢ny pocet bodi. Konvexni obal mnoziny X C R” (kone¢né ¢ nekonecné) definu-
jeme jako prunik vSech konvexnich mnozin, které mnozinu X obsahuji. Znacime jej conv X.

Obrazek ukazuje konvexni obal konetné (vlevo) a nekoneéné (vpravo) mnoziny pro n = 2:
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Tvrzeni 13.1. Prunik konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Ditkaz. Dokazeme jen pro dvé mnoziny, i kdyZz plati pro vice (i nespocetné mnoho) mnoZin.
Necht X,Y C R™ jsou konvexni. Necht x,y € X NY, tedy x,y € X a x,y € Y. Proto pro
0<a<ljebod (1—a)x+aytaké v X 1Y, tedy jev X NY. ]

Sjednoceni konvexnich mnozin ale nemusi byt konvexni mnozina.

13.2 Ctyfi kombinace, ¢ty¥i obaly

Konvexni kombinace je linedrni kombinace, jejiz koeficienty spliuji omezeni ay 4+ -+ ag = 1
aaq,...,a > 0. Vsimnéte si, ze kdyz vynechdme druhé omezeni, dostaneme afinni kombinaci
(viz §3.3). Podle toho, které ze dvou omezeni vyZadujeme, dostaneme ¢tyfi druhy kombinaci.
Udélejme si v nich nyni potradek.

Vazeny soudet a;x; + - - - + apX;, vektori! xi,...,x; € R™ se nazyva jejich
linearni kombinace, jestlize «y,...,a; € R.
afinni kombinace, jestlize ay,...,a; €R, a3+ ---+a;=1.
nezaporna kombinace, jestlize «y,...,a; € R, a1y .0 > 0.
konvexni kombinace, jestlize ai,...,ap, €R, a1+ ---+ar=1, ai,...,a >0.

Mnozina, ktera je uzaviena na

linedrni kombinace, se nazyva linearni podprostor.
afinni kombinace, se nazyva afinni podprostor.
nezaporné kombinace, se nazyvd konvexni kuzel.
konvexné kombinace, se nazyvd konvexni mnozina.

K tomu, co jiz znate, ptibyl pojem nezédporné kombinace a konvexniho kuzelu.

Linearni [afinni, nezaporny, konvexni] obal vektorii x;,...,X; je mnoZina viech jejich li-
nearnich [afinnich, nezapornych, konvexnich| kombinaci. Obecnéji, linearni [afinni, nezdporny,
konvexni] obal (konefné ¢i nekonené) mnoziny X C R™ je prinik vech linearnich podprostort
[afinnich podprostort, konvexnich kuZzeli, konvexnich mnozin| obsahujici mnozinu X.

Piiklad 13.1. Mé&jme t¥i body v R3, které nelezi v jedné roviné s pocatkem. Jejich linearni
obal je celé R3. Jejich afinni obal je rovina jimi prochazejici. Jejich nezadporny obal je nekoneény
trojboky hranol, jehoz vrchol je v po¢atku a jehoZ hrany jsou tfi polopfimky uréené poc¢atkem
a danymi body. Jejich konvexni obal je trojihelnik jimi urceny. ¢

Ve svétle poznamky v §3.3 tyto vektory také nazyvame body, vystupujé-li v afinni nebo konvexni kombinaci.
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13.3 Konvexni mnohostény
Zopakujme (viz §3.3), Ze nadrovina v R™ je afinni podprostor dimenze n—1. Je to tedy mnoZina
{xeR"|aTx=b}, (13.3)

kde a € R" a b € R. Pozadujeme a # 0, jinak by afinni podprostor (13.3) nemél dimenzi n — 1
(a nebyl by tedy nadrovinou). Vektor a je norméla nadroviny a |b|/||a|| je vzdalenost nadroviny
od potétku (viz §5.2.1). Poloprostor (presnéji uzavrenyj poloprostor?) je mnoZina

{xeR"|aTx>b}. (13.4)
Hranice (viz §9.1) poloprostoru je nadrovina (13.3). Obrézek ilustruje tyto pojmy pro n = 2:

i
a'x>b alx —b

Konvexni mnohostén (kratce jen mnohostén, angl. polyhedron) je prinik kone¢né mnoha
uzavienych poloprostori. Je to tedy mnozina

X={xeR"|alx>b Vi=1,....m}={xeR" | Ax>b}, (13.5)

kde a,... al € R"jsou fadky matice A € R™ "™ a by, ...,b,, € R jsou slozky vektoru b € R™.

Obrézek ukazuje piiklad pron = 2 a m = 7 (vSimnéte si, Ze poloprostory 6 a 7 jsou nadbyteéné,
jejich vynechanim se mnohostén nezmeéni):

ag

Poloprostor je o¢ividné konvexni mnozina, proto dle Tvrzeni 13.1 je konvexni mnohostén
konvexni mnozina. V8imnéte si, Ze konvexni mnohostén nemusi byt omezeny.

Dimenze mnohosténu je dimenze jeho afinntho obalu, dim X = dimaff X (afinni obal
viz §13.2, dimenze afinniho podprostoru viz §3.3). Jinymi slovy, je to nejvétsi pocet afinné
nezéavislych bodi, které lze do mnohosténu umistit, minus jedna.

20tevieny poloprostor je mnozina {x € R" | aTx > b}.
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Priklad 13.2. Mnozina X z Piikladu 12.1 je konvexni mnohostén. ¢

Priklad 13.3. Piiklady ‘jednoduchych’ konvexnich mnohosténi v R™:
1. prazdna mnoZina 0
2. cely prostor R™
3. intervaly typu (—oo, al, [a,00) (tj. poloprostory v R) a jejich priniky [a, b]
4. kazdy afinni podprostor (napf. bod, pfimka, rovina, nadrovina)
. polopiimka {x+av|a>0}
. poloprostor
. mnozina R? (kde R, zna¢f mnozinu nezapornych realnych ¢isel)
. panel {x € R* | b; < aTx < by } (priinik dvou poloprostori s opaénymi normélami)
. hyperkrychle [-1,1]" ={xeR"| —1<uz;<1Vi=1,....n}={xeR"||x[e <1}
10. hyperkvadr (‘box’) [ag,b1] X -+ X [an, by) = {x €R" |a; < z; < y;Vi=1,...,n}

11. simplex, coZ je n-rozmérny mnohostén ktery je konvexnim obalem svych n 4 1 vrcholu

© 00 N O

12. standardn{ simplex {x € R" | 2; > 0, > x; = 1} (tedy (n — 1)-rozmérny konvexni
mnohostén, jehoZ vrcholy jsou vektory ey, ..., e, standardni baze R™)

13. kifzovy polytop {x € R" | [|x|1 = X", |z;] < 1} (pro n = 3 pravidelny osmistén) ¢

Priklad 13.4. Piiklady konvexnich mnozin, které nejsou mnohostény:

e Koule v R™ pro n > 2 je prinikem nekone¢né mnoha poloprostorii { x € R” | a’x < 1} pro
vSechna a € R™ spliiyjici ||aljs = 1 (nakreslete a promyslete!). Neni to mnohostén, protoze
pocet poloprostorti neni konec¢ny.

e otevieny poloprostor {x € R | aTx > b}
e interval [0,1) ¢

13.3.1 Extremalni body

Bod x € X se nazyva extremalni bod konvexni mnoziny X, jestlize neexistuji dva rtzné body
z X takové, Ze x je stfed usecky spojujici tyto dva body, tj. jestlize plati implikace

X, % €X, x=3(x14+%) = x5 =x. (13.6)

Pro mnohostén (13.5) a pro mnozinu I C {1,...,m} budeme symbolem A; oznatovat?
matici tvofenou Fadky matice A s indexy I a b; bude oznacovat vektor tvofeny slozkami
vektoru b s indexy I. Tedy A;x = by je jen jiné oznaden{ soustavy alx = b; Vi € I (pro [ = ()
definujeme soustavu jako prazdnou a jeji feSeni je libovolné x € R™).

3Zde je drobna formalni nesrovnalost: I je mnoZzina, a tedy na pofadi jejich prvkii nezalezi, ale na poradi
radkt matice A zalezi. Abychom byli pfesni, musime proto predpokladat, ze I je usporddand mnoZina, kde jeji
usporadani je zdédéné od mnoziny {1,...,m}, a fadky matice A jsou sefazené¢ timto usporadanim.
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Véta 13.2. Pro kazdy bod x mnohosténu (13.5) jsou nésledujici vyroky ekvivalentni:
e Bod x je extremélni bod mnohosténu.

e Existuje neprazdna mnozina I C {1,...,m} tak, Ze A;x = b; a sloupce matice A; jsou
linedrné nezévislé.

Diitkaz. Necht X ozna¢uje mnohostén (13.5) a x € X je jeho extremalni bod. Ozna¢me jako
I ={i|alx = b;} mnozinu indexi nerovnosti v definici (13.5), které jsou v bod& x aktivni.
Dokazeme, Ze sloupce Aj jsou linedrné nezavislé. Kdyby totiz nebyly, méla by matice A; ne-
trivialni nulovy prostor (dle Véty 3.9), tedy A;v = 0 pro né&jaké v # 0. Pro kazdé i ¢ I je
alx > b;, tedy alx ¢ > b; pro néjaké € > 0. Tedy by bylo A(x£ev) > b neboli x +ev € X.
Dle (13.6) by proto x nebyl extremalni bod.

Necht I je takova, ze Arx = by a sloupce Aj jsou linedrné nezavislé. Necht x = %(X1 + Xo)
pro néjaké x;,xs € X, tedy

Ax; > by,
Axy > by,
A]X = %(A[Xl + A[XQ) = b].

Z toho plyne A;x; > %(Ale + A x2) < Asxsy. Ale pro libovolna ¢isla aq, as € R plati implikace
o> gt a) <oy = a=an (13.7)

Tedy plati A;x; = Arxsy. Protoze vSsak A; mé linearné nezavislé sloupce, plyne z toho x; = Xs
(dle Tvrzeni 3.1). Tedy x je extremalni bod. ]

Pripomefime, Ze soustava linedrnich rovnic ma pravé jedno feSeni pravé tehdy, kdyz ma
aspon jedno feSenf a jeji matice mé linearné nezavislé sloupce. Véta tedy vlastné iiké, ze x € R"
je extremalni bod mnohosténu, pravé kdyz soustava Ayx = by ma pravé jedno feSeni x a toto
feSeni navic spliituje Ax > b. Geometricky to znamené, ze hranice poloprostori s indexy [
se protinaji v pravé jednom bodé a ten bod lezi v mnohosténu. To nam déava névod, jak vy-
psat v8echny extremalni body mnohosténu. Prochazime v8echny podmnoziny I C {1,...,m}.
Jestlize soustava A;x = b; méa pravé jedno feSeni x a to navic spliuje Ax > b, pak x je
extremélni bod.

Priklad 13.5. M&jme mnohostén { (z,y) € R* |2 >0, y > 0, z +y > 1} (nakreslete si ho!).
Tedy v (13.5) méme n =2, m =3 a

10 0
A=10 1], b=10
11 1

Zkoumejme podmnoziny I C {1,2,3}. Pro vSechny jednoprvkové podmnoziny (|I| = 1) jisté
mé matice A; linearné zavislé sloupce. Pro v8echny dvouprvkové podmnoziny ({1,2}, {1,3}
a {2,3}) méa matice A; linearné nezavislé sloupce. Napt. pro I = {1,2} je FeSenim soustavy
A;x = by bod x = (z,y) = (0,0), ten ale nespliiuje Ax > b (tj. neni v mnohosténu), proto
to neni extremalni bod. Pro I = {1,3} m4 soustava jediné feSeni (z,y) = (0,1), které patii
do mnohosténu a tudiZ je to jeho extremélni bod. Pro I = {1,2,3} nema soustava A;x = by
7Z4dné TeSeni. ¢
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Priklad 13.6. Necht mnohostén (13.5) je pyramida v R® na obrazku:
E

A B

Tento mnohostén je prinikem péti poloprostorti, tedy n = 3 a m = 5. Necht omezeni al'x > b,
pro i = 1,2,3,4,5 je poloprostor, jehoz hranici je nadrovina urcené po fadé body ABCD, ABE,
BCE, CDE, ADE. Pro I = {1} ma soustava A ;x = by feSeni ale sloupce matice A, jsou linearné
zévislé, tedy soustava mé nekoneéné mnoho feSeni, a proto zadné jeji feSeni neni extreméalni
bod. Pro I = {1,2,3,4,5} nema soustava zadné feSeni. Pro I = {1,2,3} ma soustava feSeni
a navic sloupce matice A jsou linedrné nezavislé, tedy soustava ma pravé jedno feSeni feSeni.
Toto feSeni navic spliiuje soustavu Ax > b, tedy je to extremalni bod (vrchol B). ¢

Protoze podmnozin I je koneéné mnoho, mé kazdy konvexni mnohostén koneéné mnoho
extreméalnich bodi. Pocet extremalnich bodti mnohosténu popsaného soustavou linearnich ne-
rovnic ovéem miZe byt exponencialni funkei po¢tu nerovnic (tedy muze byt astronomicky velky
pro nepiilis velky pocet nerovnic). Tomu se nenf co divit, protoZe pocet vSech podmnozin mno-
ziny {1,...,m} je 2™. Napf. hyperkrychle {x € R" | —1 < x < 1} je popsana 2n linearnimi
nerovnicemi ale ma 2" extremalnich bodii. Nenf tomu tak vzdy, napt. simplex (viz Piiklad 13.3)
je popsany n + 1 linedrnimi nerovnicemi a ma n + 1 extremalnich bodi.

13.3.2 Stény mnohosténu

Opérna nadrovina konvexni mnoziny X C R" je nadrovina H = {x € R* | a’x = b}
takova, ze X N H # 0 a pro viechna x € X plati a’x > b. Neboli je to nadrovina, ktera
obsahuje mnozinu X v jednom ze svych dvou poloprostori a ma s mnozinou X neprazdny
prunik. Obréazky ukazuji dvé rizné opérné nadroviny mnohosténu:

H

XNH

Je-li H opérné rovina mnohosténu X, pak mnozina X N H se nazyva sténa mnohosténu. Dle
Tvrzeni 13.1 je kazda sténa konvexniho mnohosténu sama o sobé konvexni mnohostén. Stény
nékterych dimenzi maji jméno:

e Sténa dimenze 0 se nazyva vrchol (na obrazku vlevo).
e Sténa dimenze 1 se nazyva hrana (na obrazku vpravo).

e Sténa dimenze dim X — 1 se nazyva faseta (pro mnozinu X dimenze 2 na obrazku je tedy
faseta totéZ co hrana).
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Lze dokazat (dukaz neuvadime), Ze bod mnohosténu je vrchol, pravé kdyZ je to extremalni bod.
V nasledujicim textu budeme pouZivat pojem extremalni bod (se kterym se pracuje lépe nez
s ekvivalentnim pojmem vrchol).

Kazdym hrani¢nim bodem (viz §9.1) konvexniho mnohosténu prochézi alespon jedna opérna
rovina. To snadno dokdzeme: Mnohostén je prinik koneéné mnoha poloprostort. Hranice kaz-
dého z téchto poloprostori je opérnd nadrovina mnohosténu. Zaroven kazdy hrani¢ni hod mno-
hosténu lezi na hranici aspoii jednoho poloprostoru.

13.3.3 Extrémy linearni funkce na mnohosténu

Lemma 13.3. Je-li H opérna nadrovina konvexni mnoziny X, pak kazdy extreméalni bod
mnoziny X N H je extremalni bod mnoziny X.

Diikaz. Necht H = {x | aTx = b} a aTx > b pro viechna x € X. Necht x € X N H neni
extreméalni bod mnohosténu X, takze x = %(xl + X2) pro n&jaké x;,xs € X kde x1 # xo. Plati

alx; > b,

alx, >0,

a'x=1(a"x; +a"xy) =b.
Diky (13.7) z toho plyne aTx; = a’x, = b, tedy x;,X; € H. Tedy x neni extremalni bod
mnohosténu X N H. [ ]

Véta tedy 1ika, ze extremalni bod stény mnohosténu je zaroven extremalni bod mnohosténu.

Ne kazdy mnohostén mé extremalni bod, napf. poloprostor nebo afinni podprostor (coZ
je konvexn{ mnohostén) nemé Zadny. Pro nasledujici vétu pfipomenme, Ze piimka je afinni
podprostor dimenze 1, tedy mnozina {x +av | & € R} pro néjaké x € R" a 0 # v € R"™.

Véta 13.4. Pro kazdy neprazdny konvexni mnohostén jsou néasledujici vyroky ekvivalentni:
e Mnohostén méa aspoil jeden extremalni bod.

e Mnohostén neobsahuje piimku.

Driikaz. Nejdiive dokdzeme, Ze kdyz mnohostén X obsahuje pfimku, tak nemé ani jeden extre-
malni bod. Vime, Ze existuji x € X a v # 0 takové, Ze x + av € X pro vSechna o € R. Je-li X
ve tvaru (13.5), plati Ax > b a tedy A(x+av) > b pro viechna « € R. Z toho plyne cAv > 0
pro a € R, z ¢éehoz plyne Av = 0. To ale znamena, ze pro kazdé x € X a kazdé a € R plati
A(x+ av) > b neboli x + av € X. Tedy kaZdgm bodem mnohosténu prochazi primka, ktera
lezi v mnohosténu. Proto zadny bod mnohosténu nemize byt extremélni bod.

Nyni dokaZeme, Ze jestlize mnohostén neobsahuje prfimku, pak mé aspon jeden extremalni
bod. DokaZzeme to indukci podle dimenze mnohosténu. Tvrzeni trivialné plati pro mnohostény
dimenze 0, coz jsou pouhé body. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny mnohostény
dimenze mensi nez n. Pokud neprézdny mnohostén X dimenze n neobsahuje piimku, pak
kazda piimka protinajici X narazi na hranici X. Jestlize vezmeme piimku, ktera lezi v afinnim
obalu X, pak v obdrzeném hrani¢nim bodé mnohosténu X existuje opérna nadrovina H, ktera
mnohostén neobsahuje (tj. X ¢ H). Mnohostén X N H ma proto dimenzi mensi nez n a
neobsahuje pifmku (protoZe X ji neobsahuje), tedy podle indukéniho piedpokladu mé aspoi
jeden extremalni bod. Ten je dle Lemmatu 13.3 extremélni bod mnohosténu X. [ |
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Véta 13.5. Méjme konvexni mnohostén, ktery neobsahuje piimku. Jestlize linearni funkce
mé na tomto mnohosténu minimum, pak tato funkce nabyva na mnohosténu minima aspon
v jednom z jeho extremalnich bodi.

Diikaz. Necht x* € X je bod mnohosténu X, ve kterém linearni funkece f(x) = c¢Tx nabyva
minima, tedy ¢’x* < ¢Tx pro viechna x € X. To znamena, ze H = {x € R" | ¢Tx = cTx*}
je opérnd rovina mnohosténu X v bodé x* (H je vlastné vrstevnice funkce f vysky cZx*).
Tedy f nabyva na X minima ve vSech bodech mnoziny X N H (coZ je sténa mnohosténu X).
Mnohostén X N H neobsahuje piimku (protoZe X ji neobsahuje), tedy dle Véty 13.4 ma aspon
jeden extremalni bod. Dle Lemmatu 13.3 je tento bod extremalni bod mnohosténu X. [ ]

Hledejme nyni minimum linearni funkce na mnohosténu, neboli feSme linearni program
min{c’x|[x€R", Ax>b}.

Jestlize mnohostén neobsahuje piimku a funkce na ném mé minimum, pak dle Véty 13.5 staci
jednoduse projit vsechny extremalni body mnohosténu a vybrat z nich ten, ve kterém mé funkce
nejmensi hodnotu. Tento algoritmus mé nékolik zadrheli. Nevime, co délat s mnohostény, které
obsahuji ptimku. Nevime, jak poznat, Ze ucelova funkce méa na mnohosténu minimum. Zdaleka
nejvétsi zadrhel je ovSem to, Ze prakticky neni mozné projit vSechny extremélni body, nebot
jich je prilis mnoho. V p¥isti kapitole popiSeme simplexovyj algoritmus, ktery témeér viechny tyto
potiZe Tesi.

13.4 Cviceni

13.1. Odpovézte, zda nasledujici mnoziny jsou konvexni a odpoveéd dokaZte z definice konvexni
mnoziny:
a) interval [a, D]
b) {(z,y) e R? |y =2?}
o) {(z,y) eR? |y >2a?}
d) {(z,y) €R?|y? >a?}
e) {xeR"|Ax<b, Cx=d}
f) {xeR" | xTx <1}
g) Z (mnoZina celych ¢isel)
h) {x e R"| max{xy,,...,,z,} >0}
i) {Cx|x€R", Ax > b} (linearni zobrazeni konvexniho mnohosténu)

13.2. Jsou nésledujici mnoziny konvexni? Odpovéd nemusite dokazovat z definice kovexni mno-
Ziny, staci uvést presvédcivy argument. Jestlize mnozina neni konvexni, napiste jeji kon-
vexni obal jako mnoZinu feSeni soustavy (co mozné nejjednodussi) rovnic a nerovnic.

a) {x€R" x>0, Y] 0~ 1}
b) {xeR" | [x[l2 =1}

o) {xeR"[[x]l> <1}

d) {(z,y) eR? |y =27}
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e) {(z,y) eR?|x>0,y>0,zy=1}

£) {(zy) eR? |2 +y* <2}n{(z,y) eR* [ (z — 1) +y* < 2}
g) {@y) eR |2’ +y*=122>0,y>0}

h) {-1,0,1}

i) {(1,1),(2,2)}

3 A1,1),(1,2), 3, 1)}

13.3. (%) Zobrazeni f: 2V — 2V (kde V je libovolna mnoZina a 2V znaé& mnozinu viech pod-
mnozin mnoziny V') se nazyva uzdver (angl. closure) na mnozing V, jestlize pro kazdé
X, Y CV plati

e X C f(X) (extensivita),

e f(f(X))= f(X) (idempotence),

e XCVY = f(X)C f(Y) (monotonicita).
Dokaite, Ze operace linearniho, afinniho, nezaporného a konvexniho obalu jsou uzavéry.
Tedy dokazte tii vlastnosti vySe pro V = R" a napf. f(X) = conv X.

13.4. (*) Navrhnéte algoritmus na nalezeni konvexniho obalu koneéné mnoziny bodu v roviné.
Vystupem bude uspofadny seznam bodi, které tvori extremalni body konvexniho obalu.

13.5. Nakreslete linearni, afinni, nezdporny a konvexni obal nahodné zvolenych k vektoria v R™
pro vSech devét pripadu k,n € {1,2,3}.

13.6. Bude Tvrzeni 13.1 platit, pokud v ni vyraz ‘konvexni mnozina’ nahradime vyrazem ‘line-
arni podprostor’ (pfip. ‘afinni podprostor’, ‘konvexni kuzel’)? Odpovéd dokazte.

13.7. Jsou nasledujici mnoZziny konvexni mnohostény? Zapornou odpovéd odiivodnéte. Kladnou
odpoveéd dokazte tak, Ze mnoZinu napiSete jako mnozinu FeSeni soustavy kone¢né mnoha
linearnich nerovnic (tj. jako prinik konefné mnoha poloprostori).

a) {xeR"|xTCx < 1}, kde C je positivné definitn{
b) {av]|aeR}, kde v eR"

c) (%) {Cx|xeR |x] <1}, kde C € R™*™

d) {xeR"|||x—al2 <|x—Dbl|2}, kde a, b jsou dany

13.8. Méjme body ay,...,a, € R™ Pro kazdé i = 1, ..., m definujeme mnozinu
Xi={xeR"|[x—aiz <|x—a2Vj#i}.

Ukazte, ze mnoziny Xy, ..., X,, jsou konvexni mnohostény. Sjednoceni hranic téchto mno-
zin se nazyva Voronoiiv diagram. Nakreslete si ho pro n = 2 a pro tii piipady m € {2,3,4}
pro ruzné konfigurace bodu ay, .. ., a,,.

13.9. Hledame nejvetsi (hyper)kouli {x € R | ||x — c||s < r}, ktera se vejde do mnohosténu
{x € R"| Ax > b }. Zformulujte jako linearni program. Srov. Cviceni 12.18.

13.10. Chceme najit viechny extremélni body mnohosténu {x € R" | Ax > b }.

a) Udélejte pro mnohostén

-1 -2 —14
3 -1 0
A= -1 1|’ b= -2
2 1 4
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b) Napiste program v Matlabu, ktery vypiSe vSechny extreméalni body pro libovolné
A b.

13.11. Které z nasledujicich mnohosténii maji aspon jeden extremalni bod? Kladnou odpovéd
dokazte nalezenim libovolného jednoho extremalniho bodu. Zapornou odpovéd dokazte
nalezenim libovolné piimky, ktera lez{ v mnohosténu.

a) vSechny mnohostény z Piikladu 13.3
b) {(z,y,2) ER* |2 +y<1,2>0,y>0}
o) {(z,y) eR*| —1<a+y<1}

13.12. (*) Pro mnohostén {x € R" | Ax > b } dokazte:

a) Ma-li A linearné zavislé sloupce (tj. rank A < n), mnohostén neméa extremalni bod.
b) Mé&-1i mnohostén aspon jeden extremalni bod, je rank A = n.

Napovéda a reSeni

13.1.a) Konvexni, protoze pro libovolné « € [0,1] je (1 — a)a + ab € [a, b].

13.1.b) Neni konvexni. Napf. x = (1,1) ay = (—1,1) pat¥i do mnoZiny, ale x/2 +y/2 = (0, 1) nepatfi.

13.1.c) Je konvexni.

13.1.e) Konvexni.

13.1.f) Konvexni.

13.1.g) Nekonvexni. Napf. prox =1,y =2, a = % &islo (1 — a)x + ay = 1.5 neni celé.

13.1.h) Nekonvexni.

13.2.a) prinik poloprostort a nadroviny, konvexni mnohostén

13.2.b) Sféra, nekonvexni. Konv. obal je koule {x € R™ | ||x[|2 < 1}.

13.2.c) koule bez hranice, konvexni

13.2.d) Graf paraboly, nekonvexni. Konvexni obal je { (z,y) € R? |y > 22 }.

13.2.¢) Jedna vétev grafu hyperboly, neni konvexni. Konv. obal je { (z,y) € R? |2 >0, y >0, 2y > 1}.

13.2.f) prinik dvou kouli, konvexni

13.2.g) Ctvrt kruznice, nekonvexni. Konv. obal je { (z,y) € R? |22 +32 <1, z+y>1}.

13.2.h) T¥i body v R, nekonvexni protoZze napf. (—1 + 0)/2 nepatii do mnoziny. Konv. obal je interval
[_17 1]

13.2.i) Dva body v R2, nekonvexni. Konv. obal je tisecka spojujici ty dva body. Tuto tse¢ka méame napsat
jako mnozinu feSeni rovnic a nerovnic, coz jde napf. takto: { (z,y) €ER? |1 <z <2, z=y}.

13.2.j) T#i body v R?, nekonvexni. Konv. obal je trojihelnik { (z,y) € R* |2 > 1, y > 1, 2 +2y <5}.

13.7.a) Je to elipsoid, tedy je to konvexni mnozina. Mnohostén je to jen pro n = 1 (v tom piipadé je to
usecka).

13.7.b) Pifmka jdouci po¢atkem (tj. linearni podprostor dimenze 1) se smérovym vektorem v. V uve-
deném tvaru neni vyjadiena jako primik poloprostorii. Je-li ale A € R D" matice takové, Ze
{av | a € R} =span{v} = null A, pfimku jsme vyjadiili jako mnoZzinou Feseni soustavy Ax = 0,
coz uz je prunik poloprostort.

13.9. Maximalizujeme r za podminek Ac — b > r1 (tedy neznamé jsou ¢ € R"™ a r > 0), pfi¢emz
piedpokladame, Ze v kazdé nerovnici alx > b; soustavy Ax > b mame |a;|| = 1 (tedy kazdou
nerovnici musime nejdfive vydélit ¢islem ||a;||).
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13.10.a) Extremalni body a odpovidajici mnoziny I C {1,...,4}:

13.11.b) nema extremalni bod
13.11.c) nemé extremalni bod

13.12.a) Je-li rank A < n, je Av = 0 pro ngjaké v # 0. Tedy pro kazdé x spliwujici Ax > b, mnohostén
obsahuje piimku {x + av | & € R}. Tedy kazdym bodem mnohosténu prochézi piimka, ktera
celé lezi v mnohosténu. Tedy zadny bod mnohosténu neni extremalni bod. Srov. Véta 13.4.
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Kapitola 14

Simplexova metoda

Nyni popiSeme slavny algoritmus na feSeni linedrnich programt, simplexovou metodu. V
minulé kapitole jsme ukazali, Ze mé-li mnohostén aspoii jeden extremalni bod, linearni funkce
na ném nabyva minima aspoii v jednom extremalnim bodé. Tedy muZeme projit vSechny ex-
tremalni body a najit ten s nejlepsi ucelovou funkei. Ale extremalnich bodd miize byt mnoho.
Simplexova metoda tento naivni algoritmus vyrazné zrychluje tak, Ze postupuje od jednoho
extremélniho bodu k dalsimu po hranidch mnohosténu tak, aby se ucelova funkce zlepsovala
nebo aspon nezhorsovala. Ve zbytku kapitoly tento geometricky popsany napad pfevedeme do
algebry.

Pro zacatek zapomefime na ucelovou funkci a zkoumejme pouze mnohostén piipustnych
FeSeni LP. Misto mnohosténu v obecném tvaru (13.5) algoritmus pracuje s mnohosténem v rov-
nicovém tvaru (12.3)

X={xeR"|Ax=b, x>0}, (14.1)

kde navic matice A € R™*"™ ma linearné nezavislé fadky (tj. rank A = m). MnozZina FeSeni
soustavy Ax = b je tedy afinni podprostor dimenze n — m.
Zkoumejme soustavu Ax = b s dodatetnou podminkou, Ze nékteré proménné nastavime na

nulu. Tedy zvolime mnoZinu indext J C {1,2,...,n} a FeSime soustavu
Ax =D, (14.2a)
z; =0 Vje{l,...,n}\J (14.2b)

Kdy mé tato soustava pravé jedno feseni? Dle Tvrzeni 3.1 pravé tehdy, kdyz sloupce matice A
s indexy J jsou linedrné nezéavislé a b patii do jejich linedrniho obalu. Aby sloupce J byly
linearné nezéavislé, nutné musi byt |J| < m. KdyZz ovsem |.J| < m, pak existuje mnozina J' 2 .J
tak, Ze |J'| = m a sloupce J’ jsou linearné nezavislé (tedy doplnime sloupce J na bazi prostoru
rng A, coz lze diky Véte 3.2). Pak ale, dle Tvrzeni 3.1, bude FeSeni soustavy spliiovat z; = 0
pro viechna j € J'\ J. Tedy soustava bude mit stejné feSeni pro J i J'. Proto, chceme-li
najit vSechny body x ktera jsou jedinym feSenim soustavy (14.2), sta¢i soustavu vyfesit jen pro
mnoZiny J velikosti |J| = m, pro které jsou sloupce J matice A linearné nezavislé.

Priklad 14.1. Necht je soustava Ax = b déna tabulkou (blokovou matici)
-113 10 2|1
[A b] = 10401 4(4]. (14.3)
-1 0411 42
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Sloupce J = {1,4,5} matice A jsou linearné nezavislé (ovéite!). Soustava (14.2) vypada takto

11 0] [= 1
1 0 1| |zy| = 4|, zo=23=26=0 (14.4)
11 1| | 2

a ma jediné FeSeni x = (3,0,0,4,1,0). Sloupce J tvori regularni matici velikosti m x m.
Sloupce J = {3, 4} jsou line4rné nezavislé a soustava

31 " 1
4 0 |:d:|: 4 y $1:I2:l’5:$6:0
4 1] o

ma jediné Feseni x = (0,0,1,—2,0,0). Sloupce J = {3,4,5} jsou linearné nezavislé a soustava

1 0f [z3 1
0 1| |xq| = 14|, x1=22=26=0
1 1 |5 2

PN

ma jediné FeSeni x = (0,0,1,—2,0,0), stejné jako pro J = {3,4}. Sloupce J = {3,4,6} jsou
také linearné nezavislé a soustava ma tedy stejné reseni.

Uvedena tvaha motivuje zavedeni nasledujicich pojma. Mnozina J C {1,...,n} se nazyva
béaze, pokud |J| = m a sloupce J matice A jsou linedrné nezavislé. Proménnym z; pro j € J
fikame bazové proménné. Bod x je bazové FeSeni piislusné bazi J, jestlize spliwje (14.2).
Bazové Teseni x je pFipustné (tedy lezi v mnohosténu), pokud x > 0. Bazové fedeni x je dege-
nerované, pokud mé vice nez m—n nulovych slozek. Protoze matice A mé hodnost m, existuje
aspon jedna béze. Kazdé bazi prislusi pravé jedno bazové feseni. Je-li ovSem bézové feseni de-
generované, prislusi vice nez jedné bazi (v Piikladu 14.1 bazové TeSeni x = (0,0,1,—2,0,0)
prislusi bazim {3,4,5} a {3,4,6}).

Mnohostén (14.1) neobsahuje pifmku, protoze uZ jeho nadmnozina {x € R* | x > 0}
neobsahuje pifmku (pro¢?). Tedy jestlize je mnohostén (14.1) neprazdny, ma dle Véty 13.4
aspon jeden extremalni bod. Véta 13.2, vyslovena pro mnohostén v obecném tvaru (13.5), jde
vyslovit 1 pro mnohostén v rovnicovém tvaru (14.1):

Disledek 14.1. Bod mnohosténu (14.1) je extremalni, pravé kdyZ je to pfipustné bazové
feSeni.

Diikaz. Mnohostén (14.1) lze napsat ve tvaru (13.5) jako X = {x € R* | A’x > b’ }, kde

A b
A= |—A c R(2m+71)xn b =|-b c R2m+n
I, 0
Mame dokézat, ze pro kazdé x € R" jsou nasledujici dva vyroky ekvivalentni:
1. A’x > b’ a existuje mnozina I C {1,...,2m + n} tak, Ze x je jedinym FeSenim soustavy
Alx =Dl
2. x > 0 a existuje mnozina J C {1,...,n} tak, Ze x je jedinym FeSenim soustavy (14.2).
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Implikaci 1 < 2 dokdZeme polozenim I = {1,...,2m}U{2m+j | j € {1,...,n}\J }. Implikaci
1 = 2 dokézeme polozenim J = {j € {1,...,n} | 2m +j ¢ I }. Rozmyslete, Ze to tak je! =

Dvé baze nazveme sousedni, pokud maji m — 1 spoleénych prvki (napf. baze {3,4,5} a
{3,4,6} v Prikladu 14.1). Lze ukazat (dikaz vynechame), Ze dvojice sousednich baz{ odpovidaji
bud jedinému (degenerovanému) extremalnimu bodu nebo dvojici extremalnich bodu spojenych
hranou. Simplexova metoda prechézi mezi sousednimi bézemi tak, Ze bazova feSeni jsou stéle
pripustna a tucelova funkce se zlepsuje nebo aspon nezhorsuje.

V §14.1 popiseme stavebni kameny metody, které pak v §14.2 spojime do celého algoritmu.

14.1 Stavebni kameny algoritmu

14.1.1 Prechod k sousedni standardni bazi

Simplexova metoda pracuje pouze se standardnimi bazemi, tj. sloupce J jsou vektory standardni
béaze. To ma vyhodu v tom, Ze (i) nemusime kontrolovat, zda jsou sloupce J linedrné nezavislé
a (ii) nenulové slozky béazového Fefeni x jsou rovny piimo slozkdm vektoru b. Na pocatku
algoritmu se pfedpokladé, ze matice A obsahuje standardni bézi.

7 linearni algebry znate elementdrni rddkové upravy soustavy Ax = b, reprezentované
tabulkou [A b] (viz §2.5). Ukazeme, jak piejit od aktualni standardni baze J k sousedni
standardni bazi, tedy néjaky sloupec j' € J béazi opusti a n&jaky sloupec j ¢ J do baze vstoupi.
Necht ¢ je Fadek, ve kterém je a;; = 1. Prvek (7, j) matice se nazyva pivot (angl. znamena éep).
Necht a;; # 0. Chceme nastavit pivot a;; na jednicku, vynulovat prvky nad i pod pivotem, a
nezménit pritom sloupce J \ {j'}. Toho se dosahne témito Fadkovymi Gpravami:

1. Vydél fadek 7 ¢islem ay;.
2. Pro kazdé i’ # i odelti ay;-nésobek fadku ¢ od fadku ¢'.

Rikéme, Ze jsme provedli ekvivalentni dpravu kolem pivotu s indexy (i, j).

Priklad 14.2. Mé&jme soustavu

0 610 4[4
[A b] =1 300 23 (14.5)
0 101 2[1

L=

se (standardni) bazi J = {1,4,5}. Vidime ihned odpovidajici bazové feSeni, x = (3,0,0,4,1,0).

Chceme nahradit bazovy sloupec j° = 1 nebazovym sloupcem j = 2, tedy piejit k sousedni
béazi {2,4,5}. Mame i = 2, tedy pivot je prvek ag (v tabulce oramovéan). Ekvivalentnimi
rfadkovymi dpravami musime docilit, aby pivot byl roven jedné a prvky nad nim a pod nim
byly nulové. P¥i tom smime zménit sloupec 1, ale sloupce 4 a 5 se zménit nesmé&ji. Toho se
docili vydélenim fadku 2 ¢islem agy (coZ zde neméa zadny efekt, protoZe ndhodou age = 1) a
pak pri¢tenim vhodnych nasobki fadku 2 k ostatnim fadkim. Vysledek:

-2 0010 0|-2
[A bl=| 11300 2| 3
104014 4
Nyni sloupce {2,4,5} jsou standardni baze. ¢
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14.1.2 Kdy je nové bazové feSeni pripustné?

Uvedenym zptsobem muzeme od aktudlni baze prejit k libovolné sousedni bazi. Pfitom nové
bazové feSeni muze nebo nemusi byt pripustné. Je-li aktualni bazové feSeni piipustné, jak
pozname, zda i nové bazové feSeni bude piipustné?

ProtoZze nenulové slozky bazového feSeni x jsou rovny slozkdm vektoru b, bazové feSeni je
pripustné prave tehdy, kdyz b > 0. Necht v aktualni tabulce je b > 0. Provedme ekvivalentni
tpravu kolem pivotu (¢, j). Hledame podminky na (i, 7), za kterych bude i po tpravé b > 0.

Po ekvivalentni tipravé kolem pivotu (i, ) se vektor b zméni takto (viz §14.1.1):

e b; se zméni na b;/a;,
e pro kazdé i’ # i se by zméni na by — ay;b;/a;;.

Tato ¢isla museji zistat nezaporné. To nastane pravé tehdy, kdyz plati nasledujici podminky:

a; >0, (14.6a)

b; by
pro kazdé i’ # ¢ plati a;; < 0 nebo . < P (14.6b)
ij il j

kde 'nebo’ je uzito v nevylu¢ovacim smyslu. Podminka (14.6a) je zfejma. Podminka (14.6b) je
ekvivalentni podmince by — a;;b;/a;; > 0, nebot a;; > 0, b; > 0, by > 0 (rozmyslete!).
Piiklad 14.3. V tabulce (14.5):
e Ekvivalentni tiprava okolo pivotu (4, j) = (3,2) nepovede k pfipustnému bazovému feSeni,
nebot a;; = —1 < 0, coz porusuje podminku (14.6a).
e Ekvivalentni uprava okolo pivotu (7,7) = (2,2) nepovede k pfipustnému bézovému feSen,
nebot pro ¢ =1 je ay; >0 a % > %, tedy podminka (14.6b) je porusena.
e Ekvivalentni uprava okolo pivotu (i,j) = (3,6) povede k piipustnému bazovému FeSeni.

Podminky (14.6) jsou splnény, nebot a;; =2 >0a § < %, ;<i ¢

14.1.3 Co kdyz je cely sloupec nekladny?

Jestlize jsou vSechny prvky v néjakém nebézovém sloupci j nekladné, vime z podminky (14.6a),
Ze tento sloupec se nemuze stat bazovym. Plati ale navic, Ze soufadnice z; bodu x se muZze libo-
volné zvétSovat a bod x presto zistane v mnohosténu X. Tedy existuje polopiimka s pocatkem
v x lezici celd4 v mnohosténu X. Tedy mnohostén X je neomezeny.

Priklad 14.4. Necht [A b} je tabulka

0 2610 44
1 -1300 2(3
0 -1 101 2(1
x=3 004 10]

s bazi {1,4,5}. Pod tabulkou je napsano bazové feseni x. KdyZ se xy bude libovolné zvét-
Sovat, zménu lze kompenzovat souCasnym zvétsovanim bazovych proménnych zi, x4, x5 tak,
Ze vektor Ax zustane nezménén a tedy roven b. Konkrétné, pro kazdé a > 0 bude vektor
x=(3,0,0,4,1,0) + «(1,1,0,2,1,0) spliovat Ax =b ax > 0. ¢
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14.1.4 Elementarni ipravy acelového rfadku

Dosud jsme provadéli elementarni fadkové tpravy pouze na soustavé Ax = b a tucelové funkce
si nevsimali. Tyto dpravy lze rozsifit na ucelovou funkci. Nebudeme téelovou funkei uvazovat
ve tvaru ¢’'x, ale v mirné obecnéj$im tvaru ¢’x — d. Tedy fesime LP

min{c’x —d|Ax=b, x>0}. (14.7)
Ulohu budeme reprezentovat simplexovou tabulkou
c’ d
A )
Pri¢téme k ucelovému radku [CT d} libovolnou linearni kombinaci y” [A b] ostatnich

radka [A b], kde y jsou koeficienty linearni kombinace. UkaZeme, Ze tato tprava zachova
hodnotu téelové funkce ¢”x — d pro kazdé x splitujici Ax = b. Novy ucelovy fadek bude

[CT d} +y7 [A b} = [CT +yTA d+yTb} .
Novéa ucelova funkce bude tedy
(" +yT"A)x — (d+y"b) =c"x —d+y"(Ax — b).

Ale to je rovno ¢’'x — d pro kazdé x spliujici Ax = b.

14.1.5 Co udéla piechod k sousedni bazi s ic¢elovou funkci?

Necht J je standardni baze. Pri¢téme k ucelovému fadku takovou linearni kombinaci ostatnich
fadkd, aby pro vSechna j € J bylo ¢; = 0 (novému vektoru ¢ se pak iikd redukované ceny).
Protoze bazové fefeni x je v nebazovych sloupcich nulové, znamena to ¢”x = 0. Tedy hodnota
ucelové funkee ¢T'x — d v bazovém fefeni x je rovna jednoduse —d.

Navic je snadno vidét, co udéla prechod k nové béazi s ucelovou funkei. Necht j’ je sloupec
opoustéjici bazi a j je sloupec vstupujici do baze. Pfi pfechodu k nové bazi se ¢islo z; stane
nulovym a &islo z; se zvétsi z nuly na kladné (nebo se nezméni). Protoze ¢ = 0, &islo ¢'x — d
pii ¢; > 0 stoupne (nebo se nezméni) a pii ¢; < 0 klesne (nebo se nezméni).

Priklad 14.5. Mgjme tlohu se simplexovou tabulkou

1 -2 =3 -1 2 1[4
c"dl _ [0 2 6 10 44
{Ab}_1130023’

0 -1 1 01 2|1

kde J = {1,4,5}. Slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich vynulujeme tak, Ze k ac¢elovému fadku
pri¢teme prvni fadek, odec¢teme druhy radek, a ode¢teme dvojnéasobek tietiho fadku:

0 1 -2 00 —-1|3
0 6 1 0 414
1 300 2|3
0 — 101 2|1
x=3 0 041 0
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Pod tabulku jsme napsali bazové feseni x. Nyni je ¢’x = 0, a tedy hodnota tcelové funkce
v bazovém fefeni je c’'x —d = —d = —3.

Dejme tomu, Ze chceme pfidat do baze nebazovy sloupec 2 a vylouéit z ni néktery z bazovych
sloupct {1,4,5}. Po tomto pfechodu se x4 stane kladné nebo zistane nulové a jedna ze slozek
T1, T4, Ty se vynuluje. Protoze ¢; = ¢4 = ¢5 = 0, zména z1, x4, x5 se na ucelové funkei neprojevi
a ta se zméni o cowe. Kritérium tedy stoupne nebo ztstane stejné, protoze co =1 > 0. ¢

Jestlize v nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna ¢, proménnou z; miiZeme libo-
volné zvétsovat (viz §14.1.3) a ucelovou funkei libovolné zmensovat. Uloha je tedy neomezena.

14.2 Zakladni algoritmus

Spojenim popsanych stavebnich kament dostaneme iteraci simplexové metody na FeSeni alohy (14.7).

Iterace prejde k sousedni standardni bazi takové, ze bazové Feseni zlistane piipustné a tcelova
funkce se nezvétsi. Vstupem 1 vystupem iterace je simplexova tabulka (14.8) s témito vlast-
nostmi:

e podmnozina sloupci A je standardni baze J,

e béazové Teseni odpovidajici této bazi je pripustné, b > 0,

e slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich jsou nulové, ¢; = 0 pro j € J.
Iterace se provede takto:

1. Vyber index j pivotu tak, aby' ¢; < 0 (§14.1.5).

2. Vyber index ¢ pivotu podle podminek (14.6). Z téchto podminek plyne (promyslete!)

by
i € argmin — (14.9)

i a0 Qi j
kde argmin oznacuje, Ze se minimalizuje pfes v8echna i’ spliwjici a;; > 0.
i’ |a; ;>0
3. Udélej ekvivalentni upravu okolo pivotu (i, 7) (§14.1.1).
4. Ekvivalentni tpravou ucelového fadku vynuluj ¢; v novém bézovém sloupci j (§14.1.5).

Algoritmus, ktery opakuje uvedenou iteraci, nazveme zékladni simplexovy algoritmus.
Algoritmus konéi, kdyZz uz nelze vybrat pivot (4, j) splilujici podminky 1 a 2 vyse. To nastane
z jednoho z téchto divodu:

e Viechny koeficienty c; jsou nezaporné. Pak tcelovou funkci nelze zlepsit a jsme v optimu?
e Existuje sloupec j, ve kterém c¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna ¢. Pak je tiloha neomezena.
Vybér indexu (4, ) pivotu v krocich 1 a 2 nemusi byt jednoznaény: muZze existovat vice
sloupctt j s vhodnym znaménkem c¢; a vice fadki ¢/ muze splilovat podminky (14.6) (tedy
mnozina { by /ay; | 7 =1,...,m, ay; > 0} muze mit vice minimélnich prvka). Algoritmus,
ktery vybira jediny pivot z téchto moznosti, se nazyva pivotové pravidlo.

'Kdy# je linearni program ve tvaru maximalizace, samoziejmé ho nemusite pievadét do minimaliza¢niho
tvaru (14.7), stali jen vybrat sloupec s ¢; > 0.

2Pozor: aktuélni bazové Fefeni miZe byt optimalni presto, Ze ndjaky koeficient ¢; je zaporny. V dalif iteraci
vlozime sloupec j do baze, ale kvili degeneraci muze zistat z; = 0, tedy ucelova funkce se nezméni (viz §14.1.5).
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Pfiklad 14.6. Vyfeste linearni program (14.7) simplexovou metodou, kdyZ vychozi simplexova
tabulka (14.8) je

0 -2 100 -3|0
0 2610 44
1 1300 23"
0 -1 101 [2][1

Béze je J = {1,4,5} a bazové feSeni x = (3,0,0,4,1,0).
Ucelovy Fadek budeme nazyvat nulty, ostatni pak prvy, druhy atd. Prvni iterace simplexo-
vého algoritmu se provede v téchto krocich:

1. Vybereme sloupec j, ktery vstoupi do baze. To muze byt libovolny sloupec, ktery ma v nul-
tém fadku zaporné ¢islo. Mizeme vzit napt. nejmensi takové &islo, zde —3, tedy j = 6.

2. Vybereme fadek 4 pivotu dle (14.9) nalezenim argumentu minima z ¢isel %, %, % Bude tedy
i = 3. Vysledny pivot je oznacen rameckem. Vsimnéte si, ze fadek ¢ = 3 mé v aktualni bazi
jednicku ve sloupci 5, sloupec 5 tedy bazi opusti.

3,4. Udélame ekvivalentni dpravu okolo pivotu (i,j) a zéroven vynulujeme &islo ¢;. Neboli
chceme, aby se z pivotu a;; stala jednicka a nad i pod pivotem byly nuly, a to véetné
nultého radku. Tedy nejprve tieti fadek vydélime dvéma a potom k nultému fadku pii-
Gteme trojnasobek tietiho Ffadku, od prvniho Ffadku odecteme &Etyinasobek tietiho radku,
a od druhého fadku odecteme dvojnasobek tietiho radku. Vsimnéte si: k zddnému fadku
nikdy nepfi¢itdme nasobky jiného radku nez pivotového. Vysledek:

0 =35 25 0 15 0|15
0 41 =2 0| 2
1 2
0 5

2 20 -10
—-05 05 0 05 1]0.

Na konci prvni iterace mame béazi J = {1,4,6}, bazové feSeni x = (2,0,0,2,0,0.5), a hodnotu
ucelové funkce —d = —1.5.

Druh4 iterace: pivot je ve sloupci j = 2. Jeho Fadek najdeme dle (14.9) porovnanim ¢isel
%, %, tedy ¢ = 1. Vysledek druhé iterace:

0 0 6 0875 —0.25 O|3.25
011 025 —-05 0] 05
100 —-05 00 1
00 1 0125 1]0.75
Vysledek treti iterace:
007 10 1]4
013 050 2|2
100 —-05 0 01
004 05143
Protoze viechna &isla v ucelovém fadku jsou nezaporna, algoritmus konéi. Uloha mé optimalni
fegeni s hodnotou —4 v bodé (x1, z2, 23, 24, x5, 6) = (1,2,0,0,3,0). ¢
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Piiklad 14.7. Necht simplexova tabulka (14.8) je

-2 6 100]0
—1 -1 -1 1 0]2
2] -1 —2 0 1|1

Tabulka po prvni iteraci je
0 5 -1 0 1] 1
0 —-15 -2 1 05|25
1 -05 -1 0 05|05

Podle nultého fadku by dalsi pivot mél byt ve tfetim sloupci. Ale ¢isla a;3 jsou vSechna zé-
porna (viz §14.1.3). Tedy tloha je neomezené. V nové tabulce miZzeme zvétSovat x3 libovolné a
kompenzovat to vhodnym nértstem x; a x4. Jelikoz ¢; = ¢4 = 0, zmény z; a x4 se na ucelové
funkei neprojevi a jediny vliv na ni bude mit z3, které ho bude libovolné zmensovat. ¢

14.2.1 Cykleni

Z¥idka se algoritmus muze dostat do stavu, kdy cyklicky prochazi stale stejnou mnozinu bézi,
které odpovidaji jedinému degenerovanému bazovému feSeni a tedy ucelova funkce se neméni.
Algoritmus tedy nikdy neskoné¢i. Tomuto chovani fikame cykleni algoritmu.

Priiklad 14.8. Zde je pocatecni simplexové tabulka a dvé iterace simplexového algoritmu:

—23 —215 1355 04 0 010
02 —14 —02 1 0[0
-78 —14 78 04 0 110
0 -1 55 —0.75 575 00
1 05 -35 —05 25 00
0 -195 =35 195 110
0 0 —23 —215 1355 04]0
1 0 |04 02 —-14 —02]0
0 1 —78 —14 78 04/0

Vidime, Ze tieti tabulka se lisi od prvni jen rotaci sloupcii o dva vpravo. PouZijeme-li v dalsich
iteracich pivotové pravidlo, které bude opét vybirat pivoty 0.4 a 2.5, tak za dalsi ¢ty¥i iterace
ziskdme pocéatedni simplexovou tabulku. ¢

Byla objevena pivotova pravidla zarucujici, ze algoritmus se pro zadny vstup nezacykli.

Nejznaméjsi je Blandovo anticyklici pravidlo: pfi vybéru pivotového sloupce vzdy vybereme
mezi sloupci s ¢; < 0 ten s nejmensim indexem, pfi vybéru pivotového fadku vybereme z mno-
ziny (14.9) radek s nejmensim indexem. Dikaz spravnosti pravidla vynechame (neni kratky).

14.3 Inicializace algoritmu
Zopakujme, Ze na zacatku zakladniho simplexového algoritmu musi byt tloha zadéna ve tvaru

min{c’x | Ax =b, x >0}, (14.10)
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kde matice A obsahuje standardni bazi a b > 0. Ukazeme, jak lze obecnou tlohu LP prevést
na tento tvar.
Nékdy je prevod snadny. Pokud ma tloha tvar min{ ¢x | x € R®, Ax <b, x > 0} a plat{
b > 0, pfidanim slackii dlohu p¥evedeme na min{c’u | Ax +u=Db, x > 0, u > 0}. Tato
tiloha méa simplexovou tabulkou
0o
{A 1 b} ’

ve které sloupce prislusné proménnym u jsou standardni baze.
Priklad 14.9. Vyieste simplexovym algoritmem:
min —3x; — Ty — 313

za podminek  2x1 + x9 + x3 <2
T + 2209 + 323 < 5

2x1 + 229 + 23 <6

T1,T9,x3 > 0

Pridame slackové proménné uy, us, us > 0, abychom omezeni uvedli do tvaru rovnosti:

min —3z; — Ty — 313
za podminek 2z + a2 + a3 + Uy =2
r1 + 229 + 323 + uo =5

2x1 + 2x9 + 3 + uz =6

T1, T2, T3, Ut, Uz, Uz > 0

Zde je vychozi simplexova tabulka:

-3 -1 =300 0]0
2 1 110 0]2
1 2 3010(5
2 2 100 16 ¢

14.3.1 Dvoufazova simplexova metoda

Pokud je tloha zadana v obecném tvaru, operacemi z §12.1 ji lze vzdy prevést do tvaru (14.10).
Vynésobenim vhodnych fadki zapornym cislem vzdy zajistime b > 0, matice A ale nemusi
obsahovat standardni bazi. Mame dokonce vaZnéjsi problém: neni vitbec jasné, zda tloha (14.10)
je piipustna. V tomto p¥ipadé nejdiive vyTesime pomocnou dlohu LP, kterd najde néjaké (ne
nutné optimalni) pifpustné Feseni. Z ngj pak ziskdme standardni bazi. Pomocn4 tloha je

min{1"u| Ax+u=b, x>0, u>0} (14.11)

0 17 0

A I b|’
Pro libovolné u > 0 je 1Tu > 0, p¥icemz 17u = 0 pravé kdyZ u = 0. Tedy tloha (14.10) je
pripustné, pravé kdyZ je optimalni hodnota tlohy (14.11) rovna 0. Na poc¢atku tvoii sloupce

piislusné proménnym u standardni bazi, 1ze tedy na ni pustit zakladni simplexovy algoritmus.
Ten muze skon¢it dvéma zpusoby:

a ma simplexovou tabulku
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e Pokud je optimum vétsi nez 0, pak aloha (14.10) je nepiipustna.

e Pokud je optimum rovno 0, pak uloha (14.10) je pfipustna. Pokud neni optimdlni Fe-
Seni (x,u) ulohy (14.11) degenerované, po skonceni simplexového algoritmu jsou vSechny
bazové proménné kladné. Protoze u = 0, proménné u budou tedy nebazové. Proto mezi
sloupci prislusnymi proménnym x existuje standardni baze.

Pokud je optimalni feSeni (x,u) alohy (14.11) degenerované, nékteré proménné u mohou
byt na konci algoritmu bazové. Pak je nutno udélat dodatecné upravy kolem pivoti ve
sloupcich pfislusnych bazovym proménnym u, abychom tyto sloupce dostali z baze ven.
Toto podrobné popisovat nebudeme.
Nalezeni né&jakého piipustného FeSeni v pomocné tloze (14.11) se nazyva prvni faze a feSeni
puvodni tlohy pak druha faze algoritmu, mluvime tedy o dvoufazové simplexové metodé.

P#iklad 14.10. Reste

min —20x; — 30z — 40z3

3.1‘1 + 2.’[2 + T3 = 10
1 + 229 + 2x3 =15
T1,T9, T3 > 0

za podminek

Mame sice b > 0, ale neni jasné, zda existuje pripustné x, tim méné neni vidét standardni
baze. Provedeme prvni fazi algoritmu. Pomocna tloha bude

min uy + Us

za podminek 3z; + 225 + 3 + g =10

ry + 21172 + 213 + U9 = 15

T1, T2, T3, U, Uz > 0

s tabulkou

000171 | 0
32 1 10|10
1 2 2 0 1]15

Sloupce nad pfidanymi proménnymi jsou standardni béaze, miZzeme tedy na pomocnou tlohu
pustit zakladni simplexovy algoritmus. Po vynulovani ceny nad bazovymi proménnymi budou
kroky algoritmu vypadat takto:

—4 -4 -3 0  0]-25
3 11 0| 10
1 2 2 0 1| 15
2 0 -1 2 0] -5
15 105 05 0] 5
-2 0 —1 1| 5
0 0 0 1 1] 0
25 1 0 —05] 25
-2 0 1 - 1| 5
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Optimum je rovno 0, tedy ptvodni dloha je pfipustna. Proménné u;, us jsou nebazové a tedy
roviy nule, bazové proménné jsou zs, x3. Ted tedy muZzeme zac¢it druhou fazi (feSeni ptivodni
ulohy) s pocateéni tabulkou

—20 —30 —40| ©
25 1 0|25
-2 0 1|5 ¢

14.4 Cviceni

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

Najdéte vSechny baze a bazova Feseni mnohosténu {x € R" | Ax =b, x > 0} pro
1 01 0]1
A b}:[Q ~1 4 1‘4]‘

Ktera z nich jsou pfipustna? Ktera z nich jsou degenerovana?

Protoze rank A = m, dimenze mnohosténu (14.1) je dim X < n —m. MuZe byt dim X
libovolné ¢islo mezi 0 a n —m? Jestlize ano, dokazte to tak, Ze pro kazdou dvojici (n, k) €
N x {0,...,n — m} najdete matici A € R™™ a vektor b € R™ tak, aby rank A = m a
dim X = k.

V tabulce zakrouzkujte vSechny pivoty takové, ze ekvivalentni tiprava kolem nich povede
k piipustnému bazovému feSeni:

0 2 610 -4 3014
1 1 -300 2 3 0|3
[A b] 10 -1 101 -2 -3 0|1
0 -2 200 2 -11]1
Zapiste linearni program
min —x; — x4 — 35
za podminek 2y 4+ T4+ w5+ xg =2
—T1 + X + 2x4 + 3x5 =4
2331 + x3 + 2334 — s =6

L1, T2, X3, T4, L5, T > 0

do simplexové tabulky. Predpokladejte, Ze aktualni baze je {2,3,6}. Jaké je aktualni
béazové TeSeni? Je toto bazové TeSeni piipustné. Je degenerované? Pokud je to mozné,
udélejte jeden krok simplexového algoritmu. Pokud to mozZzné neni, vysvétlete proc.

Vyfeste simplexovou metodou (nejdfive ji co nejjednoduseji incializujte):

max 21’1 — X9 — 3.733

za podminek —2x; — =z + w3 < 2
—x1 + 239 — 323 <5

—2.’1,'1 — 4(1,'2 + T3 S 6

Ty, 29,23 > 0
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14.6. Vyfteste simplexovou metodou (i kdyz lze Tesit tvahou):

max 6x1 + 92 + bxs + 914

za podminek x;+ 2o+ 23+ x4 =1
X1, T2, T3, T4 Z 0

14.7. Necht uloha (14.7) mé vice optiméalnich feSeni. Jak se to pozna v simplexové tabulce?
Navrhnéte algoritmus, ktery vypiSe v8echna optimélni bazova feeni.

14.8. Méjme linearni program

min 2z, —3x3+ 14
za podminek  x; — X9 — 3 >0
-1 + 21‘2 — 313 S 5
2.731— T9 — F3+214:6

X1, T2, 23,24 2 0

Inicializujte co nejjednodussim zptsobem zakladni simplexovy algoritmus. VyfesSte timto
algoritmem. Nepouzivejte dvoufazovou metodu.

14.9. Vyfeste dvoufazovou simplexovou metodou:

max 3x1 — 4x9

za podminek —2x; — bxy < 10

3.’1}1 + 29 S 3

72.’1}1 + X9 S —2

] 2 0

) S -1

14.10. Necht uloha (14.7) ma simplexovou tabulku

300 1 -3 0/0
cl dl 700 -3 3 2|1
[A b} o 110 0 -10|3
-1 0 2 1 -1 01

Je tato tloha omezend?
14.11. () CviCeni 3.20 m4 vztah k dikazu Disledku 14.1. Jaky je tento vztah?

Napovéda a resSeni
Jo {2y {13} {14} {2,3} {3,4}
X (1772) (07 1) (172) (07 1) (170)
piip. ne ano ano ano ano
degen. ne ano ne ano ano

14.1.

14.2. Népovéda: mnohostén { (z,y) € R? |z +y =1, 2 > 0, y > 0} ma dimenzi 1, mnohostén
{(z,y) €R? |2 4+y =0, >0, y >0} ma dimenzi 0.

14.5. Uloha je neomezena kvitli prvnimu sloupci.
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14.8. Napf. oto¢ime znaménko prvniho omezeni, tfeti omezeni vydélime dvéma, pfidame slackové pro-
ménné pro prvni a druhé omezeni. Pak vynulujeme ceny nad bazovymi sloupci. Iterace algoritmu:

1 05 -25 00 0[-3 -15 3 0 0 25 0]-3 0303406
-1 1 [1Jo 1o o -1'110 10]0 011220]6
-1 2 =300 1| 5 4500 31| 5 05087 1[29

1 05 —05 1 0 0| 3 05] 00 1 05 0] 3 1002106

Vysledek: (21, 22,23, 24) = (6,0,6,0), hodnota optima —6.
14.9. Optimum je (z1,z2) = (25, —36)/13.

14.10. Uloha je neomezené. Mohlo by se zdat, 7e je omezené, protoZe neexistuje sloupec j takovy, Ze
cj < 0 a aj; <0 pro viechna 7. Ale po jedné ¢i nékolika iteracich simplexové metody se takovy
sloupec objevi.
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Kapitola 15

Dualita v lineArnim programovani

Ke kazdé tloze LP lze sestavit podle jistého postupu jinou tlohu LP. Novou tlohu nazyvime
dualni, pivodni dlohu nazyvame primarni ¢i pfimou. Konstrukee je symetricka (viz Cvi-
¢eni 15.1): dudlni dloha k dudlni dloze je ptivodni uloha. Tedy mé smysl fikat, Ze primarni a
duélni tloha jsou navzdjem duélni. Dvojice dualnich tloh je svazana zajimavymi vztahy.

15.1 Konstrukce dualni dlohy

K tloze LP v obecném tvaru (viz §12.1) se duélni tloha ziské dle tohoto postupu:

min ) ¢ max Y. by,
jeJ iel
za podm. Y a;z; =b; za podm. y; € R, 1€ Iy
JET
2 airy > b; ¥ >0, iel,
jeT
2 air; < b v <0, el (15.1)
jeJ
z; € R > Y = ¢, jeJy
il
L Z 0 Za’ljyl S Cj, ] S <]+
il
z; <0 >oayy > ¢, jeJ.
i€l

V levém sloupci je primarni iloha, v prostfednim sloupci je z ni vytvofena duélni tloha. V pra-
vém sloupci jsou mnoziny indext pro obé ulohy: I = {1,...,m} = [, U I, U I_ je indexova
mnoZina primarnich omezenf a dualnich proménnych, J = {1,... n} = JyUJ; UJ_ je indexova
mnozina primérnich proménnych a duélnich omezeni.

Vsimnéte si symetrie dvojice tloh: i-tému primarnimu omezeni Y ; @i;T; > b; odpovida
dualni proménnd! y; > 0. Opa¢ng, j-ta priméarn{ proménna z; > 0 odpovidd j-tému dudlnimu
omezeni ). a;y; < ¢;. Tak je to pro vechny fadky s tim, Ze linearni rovnici v priméaru odpovida
neomezenda proménnd v dualu, nerovnici typu > v primaru odpovida nezapornd proménna
v duélu, a nerovnici typu < v primaru odpovida nekladné proménna v duélu.

!Poznamenejme, 7e tato proménna je vlastné Lagrangetiv multiplikdtor piisluného omezeni. Podobné, j-ta
) )
primérni proménna z; je Lagrangetv multiplikator j-tého dualniho omezeni ), a;;z; < ¢;.
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Priklad 15.1. Nasledujici dvojice linedrnich programi je navzajem dudlni:

min 21, —3r3 + 14 max 6y, + Sy2
za podm. 2z; — xo+ x3+ 214 = 6 za podm. y1 € R
—x1 + 229 — 313 <5 Yo < 0
rp— T2 — w3 —3x4 2> 0 yz > 0
> 0 21 — Yo+ yz3 <2
T € R —“h + 29— ys= 0
z3 > 0 y1 — 3y2 — yz3 < =3
74 < 0 21, —3ys > 1 ¢

Pro specialni tvary LP se dvojice dualnich tuloh prehlednéji napise v maticové formé&. Napr.
pro Iy = I_ = Jy=J_ = () obdrzime

min c¢’x max bTy
za podm. Ax >b za podm. y>0 (15.2)
x>0 ATy <c

15.2 Véty o dualite

Nasledujici véty plati pro obecny tvar (15.1), ale ditkazy udélame jen pro specialni tvar (15.2).

Véta 15.1 (o slabé dualit&). Necht x je pripustné primarni Fefeni a y pFipustné duélni
feseni. Pak ¢’x > bTy.

Diikaz. Diky piipustnosti x a y plati yTA < ¢ ax > 0, z ¢ehoz plyne yT Ax < ¢”x. Podobné,
diky piipustnosti x a y plati Ax > b ay > 0, z éehoz plyne y’Ax > y”b. Z toho

cIx > yTAx > yTb. (15.3)

Uvedme jeden okamzity disledek slabé duality.

Disledek 15.2. Necht x je pfipustné primérni feSeni a y je piipustné dudlni feseni. Necht

c’x = bTy. Potom x je optimalni pro primarni tlohu a y je optimalni pro duélni tlohu.

Drikaz. Pro libovolné primarni piipustné feseni x’ je dle véty o slabé dualité ¢’x’ > bTy = ¢x.
Toto plati pro kazdé pripustné x’, tedy feSenf x musi byt optimalni pro primérni ilohu.
Optimalita y pro duélni tlohu se dokéaze symetricky. [ ]

Véta 15.3 (o komplementarit&). Necht x je piipustné priméarni FeSen{ a y pripustné du-
alni feseni. Pak c”x = bTy pravé tehdy, kdyZ zaroven plati tyto dvé podminky:

Zaij%’ =0, nebo y; =0 Viel, (15.4a)
icJ
o T; = 0 mnebo Z ;jYj = Cj VjeJ (15.4b)
icl
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Podminky (15.4) budeme nazyvat podminky komplementarity. Rikajf, Ze na kazdém Fadku
ve dvojici duélnich uloh je vzdy alespon jedno omezeni aktivni, bud primarni nebo duélni
(priemZ omezeni typu rovnosti povazujeme vzdy za aktivni).

Diikaz. Z nerovnosti (15.3) je jasné, Ze pro pifpustna x,y plati ekvivalence
c'x=y"b — cIx=y"Ax=y"b. (15.5)
Dvé rovnosti na pravé strané této ekvivalence jde napsat jako
y'(Ax —b) =0, (15.6a)
(' —yTA)x=0. (15.6b)

Levé strany téchto rovnosti jsou skalarni sou¢iny nezépornych (diky pfipustnosti x,y) vektort.
Nyni si staci uvédomit, ze pro libovolné nezaporné vektory u,v > 0 plati

u'v=0 <= Vi(uyv;=0) <= Vi(y; =0nebowv; =0). ™

Uvédomte si, Ze Disledek 15.2 a Véta 15.3 nefikaji, Ze rovnost ¢’x = b’y viibec nékdy

Véta 15.4 (o silné dualit&). Primarni tloha mé optimaln{ Feseni, pravé kdyz ma dualni
dloha optimalni FeSeni. Ma-li primarni dloha optimalni feSeni x a dudlni dloha optimaln{
feseni y, pak c’x = bTy.

Dikaz této véty neni jednoduchy a vynechame jej. Véty o slabé a silné dualité maji jasnou
interpretaci: pro pfipustné x a y neni hodnota duélni ucelové funkce nikdy vétsi nez hodnota
primarni ucelové funkce a tyto hodnoty se potkaji ve spole¢ném optimu:

{bTy|y>0, ATy <c} {cx|Ax>b, x>0}

spoleéné optimum ¢’x = y”b

Priklad 15.2. Mé&jme dvojici navzajem dualnich tloh LP:

min 2z, + 5z9 + 623 = 5.4 max 3y, + Y2 +3y3 — y4s =54
3= 2z1+ a9+ 223>3 02= 1 >0
2.4 = T + 229 + 223 > 1 0= Yo >0
3= 1+ 39 + x3 >3 1.6 = Y3 >0
12= >0 2= 2y1+ Yo+ Ys— Ya<2
0.6 = T >0 5= 31+ 2 +3ys+ ya <5
0= x3 >0 2= 21 +2y2+ Y3 — 204 <6

Spocetli jsme optimalni FeSeni obou tloh a dosadili tato feseni do ucelovych funkei a do omezeni.
Hodnoty optimalnich feSeni x* = (1.2,0.6,0) a y* = (0.2,0, 1.6) a hodnoty omezeni a uéelovych
funkei v optimech jsou napsané tu¢né pied/za rovnitky. Dle véty o silné dualité se optima
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rovnaji. Vezmeme-li libovolny radek (kromé u¢elového), je na ném alespoil jedno z obou omezeni
aktivni. Napf. ve druhém fadku je primarni omezeni 2x; 4+ x5+ 23 > 3 aktivni a dudlni omezeni
11 > 0 je neaktivni. Podle véty o komplementarité se nemuze stat, Ze by na nékterém radku
byly obé& omezen{ zaroven neaktivni (mohou byt obé ale zarovei aktivni, coZ zde nenastava, ale
muZe to nastat v piipadé degenerace). ¢

Zopakujme (viz §12), Ze pro kazdou tlohu LP mohou nastat 3 moznosti: tiloha ma optimalni
feSeni, tloha je neomezené, tloha je nepfipustna.

Véta 15.5. 7Z deviti moznosti pro dvojici dualnich tloh se realizuji tyto:

| priméarni/dualni H mé optimum ‘ neomezend | nepiipustna
ma optimum ano ne ne
neomezena ne ne ano
nepiipustna ne ano ano

Diikaz. Snadno najdeme piiklady dvojic duélnich tloh, které realizuji povolené kombinace.
étyﬁ zakédzané kombinace v prvnim rfadku a prvnim sloupci plynou z prvni ¢asti véty o silné
dualité (primarni tloha méa optimum prdvé tehdy, kdyz dudlni tloha ma optimum).

Posledni zakazany pripad oduvodnime ponékud neformalné. Lze ukézat, Ze véta o slabé
dualité plati i tehdy, kdy jedna tloha je neomezen4, pficemz pro primérni [duélni] neomeze-
nou ulohu definujeme hodnotu optima (pfesnégji infima [supremal) —oo [+o0]. Pak tato véta
zakazuje, aby tlohy byly zarovenh neomezené, protoze pak bychom méli —co > +o0. [ ]

Predlozime-li pripustnd priméarni a dualni feSeni takova, Ze se ucelové funkce rovnaji, do-
kéazali jsme optimalitu obou tloh. Pro velké tulohy to muZe byt nejsnadnéjsi dikaz optimality
(tzv. certifikat optimality).

Mame-li dualni optiméalni feSeni, jak z néj co nejlevnéji spocitat primérni optimalni feseni?
Obecné je k tomu nutno vyfesit soustavu linearnich nerovnic (coZ neni o moc snadné&jsi nez
vyfTesit linedrni program). Nékdy ale postadi vyTesit soustavu rovnic.

Piiklad 15.3. Zkuste dokézat bez pouZiti simplexové metody, Ze x = (1, z2, z3) = (1.2,0.6,0)
je optimalni FeSeni ulohy z Prikladu 15.2 (pfi¢emZ optimalni dudlni FeSeni y neni znamo).

Pomoci véty o komplementarité zkusime z daného optimalntho x spocitat optimélni y.
Protoze jsou druhé a ¢tvrté primarni omezeni neaktivni, z komplementarity plyne yo = y4 = 0.
Protoze x; > 0 a x93 > 0, z komplementarity musi byt prvni a druhé dualni omezeni aktivni.
Mame tedy soustavu linearnich rovnic

21 + y3 =12
PR 057
kterda ma jediné feSeni (y1,y3) = (0.2,1.6). Tedy y = (0.2,0,1.6,0). Toto duélni feSeni je
pripustné (tj. splituje v8echna dudlni omezeni). ProtoZe se hodnota priméarni acelové funkce
v bodé x rovna hodnoté duélni acéelové funkce v bodé y, museji byt x a y optiméalni FeSeni.
Tento postup nemusi vést vzdy k cili. Pokud by dualni iloha méla nekoneéné mnoho optimél-
nich feSeni, soustava (15.7) by méla nekoneéné mnoho Feseni (méla by napf. vice proménnych
nez neznamych). Z nich by bylo nutno vybrat pifpustnd dudlni feseni, tedy y > 0. Museli
bychom tedy Tesit soustavu rovnic a nerovnic. ¢

Zkoumejme, jak se zméni optimalni hodnota tlohy min{cfx | Ax > b, x > 0}, jestlize
nepatrné zménime pravé strany omezeni b. Odpovéd je snadno vidét v duélu.
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Véta 15.6 (o stinovych cenach). Necht funkce f: R™ — R je definovana jako
fb) =min{c™x | Ax>b, x>0} =max{b’y | ATy <c, y >0},
pricemz piedpokladame, Ze primarni (a tedy i dualni) dloha ma optimalni feSeni. Jestlize ma

duélni tloha pro dané b jediné optimalni feseni y*, pak je funkce f v bodé b diferencovatelna
a plati f'(b) = y*T, neboli df(b)/db; = y:.

Diikaz. Je-li y* dualnf optimaln{ fegeni pro dané b, je f(b) = bTy*. Jelikoz je toto optimaln{
fegeni jeding, nabyva se v extremalnim bodé mnohosténu {y € R™ | ATy < ¢, y > 0}, viz
obrazek:
—%
b
ATy<c,y>0

Zménime-li nepatrné b, optimélni dudlni feseni y* se nezmén{ a ztstane jediné (toto odtavodnéni
neni zcela rigorézni, ale geometricky je dostateéne nazorné). Tedy pii malé zméné vektoru b je
hodnota optima stéle rovna f(b) = bTy*, v malém okoli bodu b je tedy funkce f linedrni. Jeji
derivace je f'(b) = y*T. ]

Zduraznéme predpoklad jednoznacnosti optimalniho feseni. Kdyby mnozina duélnich opti-
malnich FeSeni byla ne jediny extremalni bod, ale sténa vyssi dimenze, po malé zméné vektoru b
by se optimélni sténa mohla stat extremélnim bodem a funkce f by tedy v bodé b nebyla di-
ferencovatelna.

Protoze b je zaroven vektor pravych stran primarni tlohy, optimaln{ dualni proménné y*
vyjadiuji citlivost optima primarn{ ilohy na zménu pravych stran primérnich omezeni Ax > b.
Interpretujeme-li nase LP jako optimalni vyrobni plan (12.9) (pozor, lii se obracenou nerovnosti
v omezeni), pak hodnota y; fika, jak by se nas vydslek zvétsil, kdybychom trochu uvolnili
omezen{ na vyrobn{ zdroje alx < b;. V ekonomii se proto dualnim proménnym ¥ka stinové
ceny primérnich omezeni.

Vsimnéte si, Ze véta o stinovych cendch je ve shodé s vétou o komplementarité. Pokud
yF =0, je dovoleno al'x < b; a tedy mald zména b; nemé na optimum vliv.

Piiklad 15.4. Necht je znamo, Ze dualni tloha v Pfikladu 15.2 mé jediné optimalni feSeni.
Stinova cena prvniho primérniho omezeni 2x1 +x9+2x3 > 3 je y; = 0.2. Zméhme pravou stranu
by = 3 tohoto omezeni o malou hodnotu h = 0.01 a zkoumejme, jak se zméni optimum. Tato
zména nezméni argument y* dualniho optima, pouze jeho hodnotu b?y*. Podle siln¢ duality
hodnota priméarniho optima musi byt rovna hodnoté dualntho optima (argument x* primarniho
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optima se mize n&jak zménit, to nas ale nezajima). Dvojice tloh tedy bude vypadat takto:

min 2xy + 5z + 6x3 = 5.402 max 3.0ly; + y2 + 3ys — ys = 5.402

%1 + @ + 2z3 > 3.01 0.2 = n >0
T 4 239 + 223 > 1 0= Y2 >0
Ty + 3x0 + x3 >3 1.6 = Y3 >0
—x1 + Ty — 23 > —1 0= ys >0
Ty >0 2= 200+ Yo+ ys— ya <2
Ty >0 5= Y1+ 22 + 3ys + Y1 <5

3 >0 2= 2y1 + 2y + Y3 — 2y <6

V okolf bodu b = (3,1,3,—1), ve kterém se nemén{ optimalni y*, bude f(b) = b’y* a tedy
hodnota spoleéného optima se zméni o h - df(b)/0by = h-y; = 0.2 0.01 na 5.402. ¢

15.3 Priklady na konstrukci a interpretaci duilnich tiloh

Dualita umoziuje vhled do feseného problému, ¢asto velmi netrividlni. Abychom danou tlohu
(fyzikalni, ekonomickou & jinou) popsanou linearnim programem pochopili do hloubky, je dobré
pochopit vyznam nejen primarni tlohy, ale i dudlni tlohy a vztahy mezi primarni a duélni
ulohou (tj. véty o dualité). Casto se ndm podaii dokazat platnost silné duality pro nas konkrétni
problém.

Priiklad 15.5. Demonstrujme nyni dualitu na velmi jednoduchém linedrnim programu
min{c’x [ xeR", 1"x =1, x>0} =min{cizy, +--+cop |21+ +2, =1, 2, >0},

kde ¢isla ¢ = (¢y,...,¢,) € R™ jsou ddna. Cheeme piesné rozumét, pro¢ v tomto piipadé plati
véty o silné dualité a o komplementarité.

Uvahou snadno vidime (viz Cviceni 12.3), Ze optimélni hodnota je min?", ¢; a nabyvé se ve
vektoru x jehoz vSechny slozky jsou nulové kromé slozek piislusnych minimalnimu ¢;. Pokud je
vice minimalnich prvki ¢;, optimalni x neni dano jednozna¢né. Napt. pro ¢ = (1, 3,1,2) bude
optimélnim fe$enim kazdé x = (21,0, x3,0) pro z1,x3 > 0 spliwjici x; + x5 = 1.

Podle navodu (15.1) sestrojime dualni alohu

max{y ER|yl <c}=max{yeR|y<¢Vi=1,...,n}

Neboli hleda se nejvétsi ¢islo y, které je mensi nez vSechna ¢isla ¢;. Takové ¢islo y je ziejmé
nejmensi z ¢isel ¢;. Tedy plati silna dualita.

Podminky komplementarity fikaji, Ze v optimech bude alespof jedno z odpovidajici dvojice
priméarni-dualni omezeni aktivni. Dvojice omezeni ). 2; = 1, y € R spliiuje podminky kom-
plementarity trivialné. Dvojice omezeni x; > 0, y < ¢; je spliiuje pravé tehdy, kdyz je splnéna
aspoil jedna z rovnosti z; = 0, y = ¢;. To znamené:

e Pokud je v dualuy < ¢;, v primaru musi byt z; = 0. To je ale jasné, protoZze y < ¢; znamena,
Ze ¢; neni nejmensi ze slozek vektoru ¢ a proto mu v primaru nemtzeme pfifadit nenulovou
vahu z;.

e Obracené, pokud je v primaru z; > 0, musi byt v dudlu y = ¢;. To je jasné, protoze pokud
jsme v priméru pfifadili ¢islu ¢; nenulovou vahu, musi byt nejmensi. ¢
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Piiklad 15.6. Pro dand c € R" a k € {1,...,n} mame tlohu
max{c’x | x €R", 0<x<1, 1"x <k } (15.8)

Dualni tlohu sestrojime dle pfedpisu (15.1):

max cix; + -+ + Cply min ky + 2z + -+ 2,
za podm. o+ -+ oz, <k za podm. y>0
z; <1 z > 0 1=1,...,n
z; > 0 Y+ 2z >0 i=1,...,n

kde vlevo jsme opsali primarn{ dlohu (15.8) a vpravo jsme napsali sestrojenou dudlni alohu.
Pravé uloha odpovida levé uloze z dvojice (15.1), protoze v tloze (15.8) se maximalizuje. Sestro-
Doporuc¢ujeme napt. napsat dvojici (15.1) podrobné pro néjaké konkrétni malé n (napt. n = 3)
a pak ji prepsat do obecného tvaru.
Podminky komplementarity:
e > .xzi=kneboy=0
e Pro kazdé ¢ je z; = 1 nebo 2z, =0
e Pro kazdé i je z; =0 nebo y + 2z; = ¢;
Primarni tloha (15.8) se snadno vyfesi avahou (viz Cviceni 12.3): jeji optimélni hodnota
je soucet k nejvétsich kladnych &isel ¢;. OvSem na prvni pohled neni patrné, pro¢ duélni iloha
mé stejnou optimalni hodnotu. Zkuste takovou tvahu vymyslet! ¢

Piiklad 15.7 (Pfiklad: Ekonomicka interpretace duality). Vratme se k Prikladu 1.10
o vyrobci lupinkii a hranolki z brambor a oleje. Napisme k této tloze duélni ulohu:

max 120/ + 76h min 100a + 16b

za podm. 20 + 1.5h <100 za podm. a> 0
0.4l + 0.2h < 16 b> 0

> 0 2a + 0.4b > 120

h> 0 1.5a + 0.2b > 76

Prijde prekupnik a chce koupit od vyrobce jeho zasoby brambor a oleje. Prekupnik fesi tuto
otazku: Jaké nejnizsi ceny musim nabidnout, aby mi vyrobce jesté své zasoby prodal? Tvrdime,
Ze toto je vyznam duélni tlohy.

Vskutku, necht a, b ozna¢uji nabizenou cenu za jednotku brambor a oleje. Piekupnik chce
minimalizovat celkovou cenu za suroviny 100a + 16b. Musi byt 2a + 0.4b > 120, nebot jinak by
vyrobci vice vyplatilo vyrobit ze v8ech brambor a oleje lupinky a prodat je, nez prodat suroviny.
Ze stejného duvodu musi byt 1.5a + 0.2b > 76. Optimalni dudlni feseni je a = 32 a b = 140.

Toto je dalsi divod (kromé Véty 15.6), pro¢ se optimalnim dudlnim proménnym nékdy fika
stinové ceny odpovidajicich primarnich omezeni. Napf. stinova cena brambor je 32K¢&/kg. ¢

2Pfesngji feceno: na rozdil od v Piikladu 15.2, zde zapis (15.8) nepopisuje jedinou instanci tlohy LP, ale
nekone¢nou mnozinu instanci. Kazda instance je definovana parametry (n, ¢, k). Viz footnote 8 v §2.4).
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Priklad 15.8. Z §12.4 vime, Ze optimélni argument tlohy

n
minZ|x—ai| =min{y;+-+y | €R, 2R, —y; <z—0a; <y} (15.9)

z€ER o
je median z cisel aq, ..., a,. Chceme sestrojit dualni ulohu a zjednodusit ji. Chceme pro tuto

tlohu dokazat platnost silné duality.
Dualni tlohu je mozné sestrojit podle predpisu (15.1):

min 37, y; max Y0, (pi — q;)ai

za podm. x4y > a; za podm. p; >0 i=1,...,n
—r+y > - ¢ >0 i=1,...,n
yi €R pitg=1 i=1....n

reR Yo i —a) =0

kde vlevo jsme opsali priméarni tlohu (15.9) a vpravo jsme napsali sestrojenou duélni tlohu.

Opét budte opatrni pii konstrukei dualni alohy, protoZe napf. prvni fadek primarnich omezent

je vlastné n-tice nerovnic x + y; > a; pro i = 1,...,n, viz diskuze v Ptikladé 15.6. Pro nékoho

muze byt prijemnéjsi nejprve formulovar primar v maticovém tvaru a pak mechanicky sestrojit

duél — to ukazeme v Cviceni 15.3.d pro tlohu (12.18), které je zobecnénim tulohy (15.9).
Dualni tlohu dale zjednodusime substituci

2pp =1+, 2¢=1-1.

Po této substituci je p; — ¢; = t; a podminka p; + ¢; = 1 je splnéna automaticky. Podminka
>-:(pi — ;) = 0 odpovida podmince ). t; = 0. Podminka p; > 0 odpovida t; > —1 a podminka
¢; > 0 odpovida ¢t; < 1. Duélni tloha s novymi proménnymi t € R” je tedy

max{a1t1+~~~+antn|ti€R, t1+"‘+tn:07 —1§t,§1} (1510)

Primarni tloha (15.9) a dualni dloha (15.10) spolu zdanlivé vitbec nesouviseji — avsak podle
silné duality jejich optimalni hodnoty museji byt stejné. Zkusme dokazat, ze tomu tak je.

Nejprve si viimneme, Ze optimalni hodnota primarni tlohy (15.9) se nezméni, posuneme-li
¢isla ay, . .., a, o libovolnou konstantu b € R. To je jasné, nebot mediédn x se posune o stejnou
konstantu a je [(x — b) — (a; — b)| = |z — a;]. Totéz plati pro dudlni ulohu (15.10), nebot
diky podmince Y ;t; = 0 je >_,(a; — b)t; = >_. a;t;. Proto bez ztraty obecnosti mizeme zvolit
b = median; a;, neboli posunout body tak, Ze jejich medidn bude x = 0.

Nyni je primérni optimalni hodnota rovna jednoduse ), |zt —a;| = >, |a;|. Protoze kladnych
a zapornych ¢isel a; je stejny pocet, duélni tloha nabyva optima v takovém vektoru t, kde
ti=—1proa; <0at; =1proa; >0 (cozspliuje podminku ), ¢; = 0). Tedy duélni optimalni
hodnota je také Y, a;it; = 3, |asl. ¢

Linearn{ programy lze modelovat mechanickymi (obecnéji fyzikalnimi) modely. MuZeme jim
fikat mechanické ¢i analogové pocitace. Takové modely se dobie hodi na ilustraci duality.

Priklad 15.9. Uvazujme dvojici duélnich dloh
min{c’x | Ax > b, x €R"} = max{b'y |ATy=c,y >0} (15.11)

Méjme mnohostén tvofeny poloprostory alx > b; a vektor ¢ mifici svisle vzhtru:
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Vhodme do mnohosténu mali¢ky micek, na ktery pisobi tihova sila —c. Pro micek se stfedem
v bodé x je ¢islo ¢”'x pfimo timérné vysce micku nad vodorovnou rovinou prochazejici pocatkem,
tedy potencialni energii micku. Micek se zastavi v misté s nejmensi potencialni energii, coz je
nejnizsi vrchol x*. Proto x* je feSenim primérni tlohy.

Podivejme se ted na dualni tlohu. V bodé x* je micek v klidu a proto pro ngj plati rovnovaha
sil: ttha —c se vyrovnava silami stén. Tedy existuji sily y; tak, ze c = >_. yra; = ATy*. Musi byt
y; > 0, protoze stény pusobi silou jen dovnitf mnohosténu, ne ven. Vidime, ze y* je piipustné
feSeni dualni dlohy.

Kdyz aTx* > b;, micek se stény i nedotyka a tedy sila stény na micek je nulové, y; = 0.
Proto y;(al'x* —b;) = 0, coz je podminka komplementarity. Seétenim téchto podminek ziskdme
Y yralx* =3, bx* = 0 neboli ¢”x* = bTy* (to je vlastng Véta 15.3). Tedy plati silna dualita.

Rovnost ¢’x* = bTy* jde vidét i jinak. Potencialni energie ¢”x* micku v bodé x* se rovna
praci, ktera by se vykonala posunutim micku do pocatku. UkaZzeme, Ze tato préace je rovna b7y*.
Odstranme nejprve viechny stény, kterych se mi¢ek nedotykéa. Posufime nyni nékterou sténu 4
rovnobézné tak, aby prochéazela pocatkem. P¥i tomto posunovéni se sily stén na micek neméni.
Vzdalenost stény od pocatku je b;/||a;||2 (viz Cviceni 5.16). Sila stény na micek je y*a; a piisobi
ve sméru posouvani, tedy vykonana prace je (b;/]|a;|l2) - ||yFa;||2 = by Po odtlaceni vSech stén
do pocatku vykondme praci Y, by = bTy*. ¢

Priiklad 15.10. Znamy fyzikalni zakon ¥iké, Zze v nadobé s nestacitelnou kapalinou uzavienou
pistem s povrchem a, na ktery pisobi sila ¢, je tlak y = ¢/a (obrazek vlevo):
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Uvazujme nyni stroj na obrazku vpravo. Stroj se sklada z m nédob s nestlacitelnou kapalinou,
z nichz kazda je uzaviena n svislymi pisty a jednim vodorovnym pistem. Kazda m-tice svislych
pisti je spojena ty¢i, zakonéenou dole zavazim. Povrch svislého pistu v nadobé i spojeného se
zévazim j je |a;;|. Pro a;; > 0 je pist umistén nahofe a pro a;; < 0 dole. Vyska zavazi j nad
referencni rovinou je x;. Kazdy vodorovny pist mé jdnotkovy povrch a je zakoncen tyci, ktera
nemuze projit sténou vpravo. Sirka mezery mezi i-tou ty¢i a sténou je z;, pricemz pii x = 0 je
z = —b. Tiha j-tého zavaizi je c¢;. Tlak v i-té nadrZzi je y;.

Ukézeme, Ze stroj ‘Fesi’ levou (primarni) tlohu z dvojice (15.11). Ze zachovani objemu
kapaliny v nddob€ ¢ plyne z; = a; 121+ - -+ a2z, — b;, tedy z = Ax—b. Protoze vodorovné tyce
nemohou projit sténou, musi vzdy byt z; > 0, tedy z > 0. Potencialni energie zavaizi j je c;x;.
KdyZ bude stroj v rovnovéze, zavazi budou v takovych vyskéach, Ze jejich celkova potencialni
energie ¢12 + - - + ¢, T, = ¢ x bude minimalni.

Jaky je vyznam dualnich omezeni? ProtoZe povrch vodorovnych pistii je jednotkovy, tlak y;
v nadrzi ¢ se rovné sile vodorovné tyce ¢ na sténu. Jelikoz sténa ptisobi silou vzdy od sebe, je
y > 0. Rovnovéha sil pro svislou ty¢ j zni ai;y1 + - - - + am;ym = ¢;, tedy ATy = c.

Dle véty o silné dualité ma byt v ustdleném stavu dualni kritérium y”b = by + - - - + Ymbim,
rovno potencidlni energii cTx zavazi. Pro¢ tomu tak je? Potencialni energie zavazi je rovna préci,
nutné na jejich posunuti do roviny 2 = 0. Tato préace se da vykonat bud pfimo posunutim zavazi
(coz odpovida primarnimu kritériu ¢Tx) nebo posunutim vodorovnych ty¢i do vzdalenosti —b;
od stény. Druhy zptsob odpovida dudlnimu kritériu. Zafixujeme-li totiz vSechny vodorovné tyce
kromé tyce i, pti odtlacovani tyce i se sila, kterou ptisobime na ty¢, neméni. Tedy vykonédme
praci y;b;. Kdyz takto odtla¢ime od stény postupné viechny tyce, vykoname praci y”b.

Dle véty o komplementarité v ustéleném stavu pro kazdé ¢ plati z; = 0 nebo y; = 0. To je
jasné, protoze kdyz se néktera vodorovna ty¢ nedotyka stény, je tlak v jeji nddobé nulovy.

Véta o stinovych cenach fika, Ze se zménou b; se hodnota minimalni potencialni energie
méni{ tim vice, ¢im je vétsi tlak y;. To je ale jasné, protoze ¢im je vétsi tlak, tim vétsi prace je
tfeba na posunuti tyce od stény do vzdalenosti b;. ¢
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Mohlo by se zdat, Ze mechanické modely z predchozich dvou pfikladi dokazuji vétu o silné
dualité pro dvojici uloh (15.11). Difve jsme ale fekli, ze dikaz této véty je slozity. Jak je to
mozné? Nage fyzikalni uvahy vétu o silné dualité nedokazuji, piedpokladaji totiz platnost fyzi-
kéalnich zakoni, které nelze matematicky dokazat ale pouze experimentalné pozorovat. Naproti
tomu matematicky diukaz zadné fyzikalni zdkony nepfedpoklada.

Piiklad 15.11. Zkoumejme dudlni dlohu k dopravni dloze (12.11). Konstrukei dualu uz nebu-
deme popisovat prodrobné, vysledna dvojice navzajem dualnich tloh je

. n n m n
min- 3y YT G max 3 7 agui + Y05 bjvs

za podm. Y77 xy = a; za podm. u; € R i=1,....m
m .
Doini Tij =b; v; €R ji=1,...,n
zy5 20 u; +v; < ¢y i=1,....m, j=1,...,n

Vyznam dvojice uloh ilustrujeme analogovym poé¢itac¢em na obréazku (pro m =n = 3):

Cij — Ui — U

-
ap '
> T ‘12
Uy i
4—»:
| by
: <
a : b2
—— ! -+
Y2 by
! -
oo
-
as 3 < V2 »
—— :
uz U3

Stroj se sklada z m + n pevnych vidlic, z nichz kazda se muze vodorovné posouvat. Proménné
u; a vj jsou posunuti vidlic vzhledem k referenéni svislé roving® (na obrazku &arkované). Je-li
u; = v; = 0, vzdalenost hrotu vidlic ¢ a j je ¢;;. Posunuti vidlic je omezeno kontakty dvojic
hrotii, neboli podminkami c¢;; — u; — v; > 0. Na levé vidlice pilisobi konstantni sily a;, na
pravé b; (Cervené sipky). Pusobenim sil se levé vidlice budou piiblizovat k pravym, ale jen do
té doby, nez do sebe nékteré dvojice hrotii narazi. Proménné x;; odpovidaji silim, které na
sebe piisob{ hroty vidlic (na obrazku jsou vsechny tyto sily nulové, nebot zZadné dva hroty se
dosud nedotykaji). Dumejte, ¢emu odpovida optimélni hodnota uloh a pro¢ plati silnad dualita
a podminky komplementarity! ¢

15.4 Cvicéeni

15.1. Dokazte, Ze dual dualu se rovna pivodni tloze. Udglejte pro (a) dvojici (15.2), (b) dvo-
jici (15.1).

15.2. Pro dana ¢isla ¢y, . . ., ¢, € R chceme maximalizovat ) . | ¢;z; za podminek —1 < z; < 1.

3Chovani stroje samoziejme neni polohou této referen¢ni roviny ovlivnéno. Jak se to projevuje algebraicky
v primarni a dualni tloze?
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a) Vyfeste avahou.
b) Sestrojte dualni ulohu a upravte ji do co nejjednodussiho tvaru. Vyteste dualni ilohu
tvahou (musi vam vyjit stejnd optimalni hodnota jako u primérni dlohy).
¢) Napiste podminky komplementarity.
d) Najdéte ¢iselné hodnoty optiméalnich priméarnich a duédlnich proménnych (které si
odpovidaji pres podminky komplementarity) pro n = 3 a (¢, 2, ¢3) = (=2, 3,4).
15.3. Napiste duélni dlohu a podminky komplementarity k nasledujicim aloham. Pokud tloha
neni LP, nejdrive pieved'te na LP (dle §12.1). Vyslednou duélni tlohu zjednoduste, je-li to
mozné. Kde to méa smysl, pokuste se interpretovat duélni alohu a véty o dualité, podobné
jako v Prikladu 15.5.
a) linearni program ze Cviceni 14.8
mingeg max}, |a; — x| (st¥ed intervalu)
tloha (12.16) (pfiblizné feSeni preurcené lin. soustavy ve smyslu max-normy)

)
)
d) tloha (12.18) (pfiblizné feSeni preurdené lin. soustavy ve smyslu 1-normy)
) vSechny ulohy ze Cviceni 12.3
) tloha vznikla ve Cvieni 12.11 o kladce se zavazimi
) minimalizace maxima afinnich funkei (viz §12.1.1):

(i) min max{2x; —x9—3, 1 — 21, 22— 2, 1+ 22 }

T1,T2€

. . TZL T )

(ii) min l?jix(al x + b;)
15.4. Dokazte bez uziti algoritmu na feSeni LP, Ze x = (1,1,1,1) je optimalni feSeni alohy

min [47 93 17 —93]x

-1 -6 1 3 -3

-1 =2 7T 1 5

za podm. 0 3 —-10 -1 [x< | -8
-6 —-11 -2 12 -7

1 6 -1 -3 4

Napovéda a reSeni

15.1. Pravou tlohu nejdiive pfevedeme na tvar levé tlohy a pak k ni napiSeme dualni tlohu. Ukazeme
jen pro (15.2):

—min (-b)Ty —max (—c)Tx
za podm. (—AT)y > —c za podm. x>0 (15.12)
y>0 (~A)x < -b

Leva tloha (15.12) je ekvivalentni pravé tloze (15.2), prava aloha (15.12) je ekvivalentni levé
aloze (15.2).

15.2.a) Optimalni hodnota je .1 | |¢;| (viz Cviceni 12.3)

15.2.b) Duélni tloha je min{>,(u; + v;) | us,v; > 0, v; — u; = ¢; }. Vyfedme ji avahou. Nejdfive
uvazujme kazdé ¢ zv1ast a ukazme, ze min{u+v | u,v >0, v—u=c} = |¢|. Podminka v —u = ¢
zustava v platnosti, ode¢teme-li od u, v libovolné ¢islo. Pokud u 4 v ma byt miniméalni, musi se od
u, v odecist co nejvetsi ¢islo tak, aby platilo uw,v > 0. Tedy jedno z ¢isel u,v bude nulové a tedy
optimalni hodnota bude |c|. Optimalni hodnota celé dualni alohy bude tedy >, |c;].
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15.2.c) Pro kazdé i plati z; = —1 nebo u; = 0. Pro kazdé ¢ plati z; = 1 nebo v; = 0.
152d) ($17$2,.’1)3) = (717 1> 1)7 (uhu%ufﬂ) = (27()’0)7 (U17U2,U3) = (07374)

15.3.d) Dvojici aloh lze psat v maticovém tvaru

min 17y max b’ (q—p)
zapodm. Ax+y>Db za podm. p=>0
—Ax+y>-b q>0 (15.13)
y € R” p+tq=1
x € R™ AT(p—-q)=0
neboli
min hTu max glv
za podm. Fu>g za, podm. v>0 (15.14)
u € Rmn F'v=h
kde

[0 e[ ool o[ o[

pricemz vektor duélnich proménnych v jsme rozdélili na dva bloky p, q odpovidajici blokiim matic
F a g. Pri konstrukei duélu tedy postupujeme takto: nejdfive napiSeme tlohu (12.18) jako levou
alohu v (15.13), pak ji napiSeme v maticové formé jako levou ulohu v (15.14), k ni mechanicky
napiSeme dual jako pravou ulohu v (15.14), a tu nakonec zjednodusime roznasobenim matic do
vysledné dualni tlohy napravo v (15.13).

15.3.f) Vlevo je linearni program z Cvifeni 12.11, vpravo je jeho duél vytvofeny dle navodu (15.1):

. n n’ IV n n'
min Y miz+ Y Mz max .. yidi + > yid;

za podm. z; —x > d; za podm. y; >0 i=1,...,n
At > d Y >0 i=1....n
x>0 YLy i v =0
2 >0 yi <m; i=1,...,n
2 >0 y; < mj i=1,...,n

Podminky komplementarity: z;(y;—m;) = 0, 2i(y;—m}) =0, (zi—d; —z)y; = 0, (2} —d}+=x)y, = 0.
Interpretace dudlu: dualni proménné y;, y; odpovidaji silam (pfi¢emz zanedbavame nasobeni gra-
vita¢nim zrychlenim), kterymi zavazi napinaji vlakna. Kazda sila je nezaporna (zavazi vzdy tahne
doltt) ale ne v&t3f nez tiha zavazi. Dudlni omezeni .. | y; = Z?;l Y. je rovnovaha sil (kdyby
neplatila, kladka by se otacela). Zkuste sami prijit na to, pro¢ hodnoty priméarntho a dualniho
kritéria jsou v ustaleném stavu stejné (silna dualita), inspirujte se Prikladem 15.9.

15.3.g) (i) Nejprve prevedeme na LP: min z z.p. 2z1—29—3 < z, 1—x1 < 2, 29—2 < 2, x1+x9 < 2. Dual
k tomuto LP je: max —3uj +ug —2u3 z.p. 2u; —ug +ug =0, —ug +uz+ug =0, ug +---+ug = 1,
ULy ..., Ug > 0.

15.4. Postupujte podle Prikladu 15.3. Nejdfive ovéfte, ze dany vektor x je pfipustny, tj. spliuje dana
omezeni (kdyby ne, ur¢ité by nebyl optimalni). Napiste si dualni linearni program, jeho proménné
oznadte y € R®. Dle véty o komplementarité je dané x optimalni, pravé kdyz existuje y, které
spliiuje dualni omezeni (tedy je pfipustné pro dual) a podminky komplementarity. Protoze z
péti priméarnich omezeni jsou v daném bodé x = (1,1,1,1) prvni ¢tyfi splnény s rovnosti (tj.
aktivni) a pata je splnéna s ostrou nerovnosti (tj. neaktivni), z podminek komplementarity plyne
ys = 0. Dualni omezeni pifslusné primarnim proménnym x € R* bude tedy soustava ctyi rovnic
o ¢tyfech neznamych yi,y2,ys3,ys. VylFeSenim této soustavy zjistime, Ze ma jediné FeSeni, které
navic splije y1,y2,y3,y4 < 0. Tedy jsme ziskali vektor y, ktery je pfipustny pro dal a spliuje
podminky komplementarity. Zavér: dané x je optiméalni.
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Cast IV

Konvexni optimalizace
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Kapitola 16

Konvexni funkce

Funkce f: R®™ — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R", jestlize
xeX,yeX, 0<a<l = [f((l-a)x+ay)<(l-a)fx)+af(y) (16.1)

Geometricky vyznam definice je ten, Ze usecka spojujici body (x, f(x)) a (y, f(y)) nezasahuje
pod graf funkce (rozmyslete, jak podminka (16.1) odpovid4 obrazku!):

f(y)
(I=a)f(x)+af(y)
F(x) p=m-
f((1—a)x+ay)

x (l-a)x+ay y

Funkce f je konkavni na mnoziné X, jestlize je funkce — f konvexni na mnoziné X. RozliSujte
pojmy konvexni mnoZina a konvexni funkce, jde o rizné véci! Vsimnéte si, Ze mnozina X musi
byt konvexni (konvexita ani konkavita funkce na nekonvexni mnoziné neni definovana). Pokud
X je cely defini¢ni obor funkce f, odkaz na X muZeme vynechat a fikdme jen, Zze funkce f je
konvexni.

Podminku (16.1) lze zobecnit pro vice nez dva body: f je konvexni na X, pravé kdyz

X1,..., X € X
ag, ..., >0 =  floaxi+ -+ apxg) <apf(xg) + -+ apf(xg). (16.2)
ap+ - tay=1

v

Podminka (16.2) je znama jako Jensenova nerovnost. Podminka (16.1) je o¢ividné speciélni
pripad podminky (16.2). Naopak lze dokazat (neuvadime), ze (16.1) implikuje (16.2). Porovnejte
s definici linedrniho zobrazeni (3.5) a afinniho zobrazeni!

Piiklad 16.1. Dokazme z podminky (16.1), Ze funkce f: R* — R dana jako f(x) = max}, z;
(tedy funkéni hodnota je maximum ze sloZek vektoru x) je konvexni. Mame dokézat, Ze pro
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kazdé x, y a 0 < a < 1 plati

£((1 = a)x +ay) = max((1 - a)a: + ag) (16.3a)
< rniax(l —a)z; + max ay; (16.3b)
=(1-a) Max z; + o' max y; (16.3¢)
=(1-a)f(x) +af(y) (16.3d)
kde rovnost (16.3c) plyne z nezépornosti ¢isel a a 1 — a.
Nerovnost (16.3b) plyne z toho, Ze pro kazdé ai, ..., a,, b1, ..., b, € R plati
miax(ai +b) < max a; + max b;. (16.4)

Nerovnost (16.4) dokazeme napiiklad takto. Necht i*, j*, k* jsou indexy, ve kterych se nabyvaji
maxima, tedy a;« + b;» = max;(a; +b;), a;» = max; a;, by = max; b;. Proto a; < aj+ a by < by
Tedy max;(a; + ;) = a;+ + by < aj« + by = max; a; + max; b;. ¢

Piiklad 16.2. Dokazme z podminky (16.1), Ze funkce f(x) = min!", x; neni konvexni. Napf.
volban =2 x=(0,2),y =(2,0), a = % nespliyje (16.1), nebot

F(x+3)/2) = F(L1) = 1> (f(x) + [(y))/2 = (0+0)/2 = 0. ’

Pouzitim Jensenovy nerovnosti na vhodnou konvexni funkeci lze ziskat mnoho uzite¢nych
nerovnosti.

Pfiklad 16.3. Funkce In je konkavni na R, , (kde R, oznatuje mnozinu kladnych realnych
Cisel, viz §1.1.1). NapiSme pro tuto funkci Jensenovu nerovnost (16.2) (jelikoz funkce je konkavni

a ne konvexn{, musime v Jensenové nerovnosti obratit smér nerovnosti), ve které poloZime
_ — _ 1.
O[]—"'—Oén—g.

T+ +x, S Inzy +---+Inxz,

In >
n n
kde x1,...,x, jsou kladné. Vezmeme-li exponencialu kazdé strany, dostaneme
1+t
> (ay-- -xn)l/".
n
Tato znama nerovnost ¥iké, ze aritmeticky primér neni nikdy mensi nez geometricky. ¢

Priklad 16.4. Uvedme c¢asto potkavané jednoduché konvexni ¢ konkavni funkce:
1. Exponenciala f(z) = e* je konvexni na R, pro libovolné a € R.
2. Mocnina f(x) = z je na R, konvexni pro a > 1 nebo a < 0 a konkavni pro 0 < a < 1.
3

. Mocnina absolutni hodnoty f(z) = |z|* je pro a > 1 konvexni na R (specialné: absolutni
hodnota |z| je konvexni).

S

. Logaritmus f(z) = Inz je konkévni na R .

5. Funkce f(z) = zInx je konvexni na R;y (nebo i na R, pokud dodefinujeme 0In0 = 0,
coz se Casto dél4, protoZe lim, ,o+ xInz = 0). Tato funkce se vyskytuje napf. jako jeden
¢len ve vzorci pro Shannonovu entropii nahodné veli¢iny, H(x) = — >, z; Inz;.
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6. Afinn{ funkce f(x) = a’x + b je zaroveii konvexni i konkavni.

7. Kvadratickd forma f(x) = x” Ax je konvexni pro A positivné semidefinitni, konkavni pro
A negativné semidefinitni, a nekonvexni a nekonkavni pro A indefinitni (viz Pfiklad 16.5).

8. Maximum slozek f(x) = max", z; = max{z1,...,2,} je konvexni na R".

9. Log-sum-exp funkce f(x) = In(e™ 4 --- + &™) je konvexni. Tato funkce se nékdy nazyva
mékké mazimum, nebot funkce

fi(x) = f(tx)/t = 111(etz' +ee+ etzn)/t

se pro ¢t — 400 blizi funkei max?-; x; (dokazte vypoctem limity!).
10. Geometricky pramér f(x) = (z1---z,)"" je konkdvni na R”.

11. Kazd4a norma je konvexni funkce, nebot pro kazdé «, 8 > 0 mame

lax + Byl < [lax|| + 18yll = ellx[| + Bllyll,

kde nerovnost plyne z trojiahelnikové nerovnosti a rovnost z homogenity (viz §12.4.1).

Nadlrtnéte vrstevnice a grafy téchto funkei (v pfipadé vice proménnych jen pro n € {1,2})! 4

16.1 Vztah konvexni funkce a konvexni mnoziny

Zopakujte si pojmy vrstevnice a graf funkce z §1.1.3! Zavedeme dva podobné pojmy, které se
lisi pouze nahrazenim rovnosti nerovnosti. Pro funkci f: R™ — R definujeme:

¢ Epigraf funkce je mnoZina { (x,y) € R*™ | f(x) <y }.
e Subkontura'! vysky y je mnozina {x € R" | f(x) <y }.

Levy obrézek znazoriuje subkonturu vysky y a epigraf funkce R — R, pravy obrézek subkonturu
vysky 2 funkce R? — R:

0

Existuji tésné vztahy mezi konvexitou funkce a konvexitou jejiho epigrafu a subkontur (coz
jsou mnoziny), dané nasledujicimi vétami.

Véta 16.1. Funkce je konvexni, pravé kdyz jeji epigraf je konvexni mnozina.

Diikaz. Predpokladejme, Ze funkce f je konvexni. Vezméme dva body (x1,y1) a (X2,y2) z epi-
grafu, tedy f(x1) < w1 a f(x2) < ys. Pro kazdé 0 < a <1 plati

(1 —a)x; +axz) < (1 —a)f(x1) +af(x2) < (1 —a)y + ays,

1Slovo ’subkontura’ je pokus o esky pieklad anglického ’sublevel set’.
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kde prvni nerovnost plyne z konvexity funkce a druhé nerovnost z f(x;) < 11 a f(x2) < ya.
Tedy bod (1 — a)(xy,y1) + a(x2, y2) patii do epigrafu, ktery je proto konvexni mnoZina.

Obracené predpokladejme, Ze epigraf funkce f je konvexni mnozina. Tedy pokud body
(x1,71) a (x2,ys) patii do epigrafu, pak také bod (1 — a)(xy,41) + a(x2, y2) patti do epigrafu
pro kazdé 0 < a < 1. Volbou y; = f(x1) a y2 = f(x2) mame

(I =—a)xs +ax2) < (1 —a)yr +ayy = (1 — ) f(x1) + af(x2),

proto je funkce f konvexni. [ ]

Véta 16.2. Kazdé subkontura konvexni funkce je konvexni mnozina.

Diikaz. Predpokladejme, Ze body x; a x5 patii do subkontury konvexni funkece f, tedy f(x1) <y
a f(x2) <y. Pro kazdé 0 < a < 1 plati

F((1—a)x; +axz) < (1—a)f(xi) + af(x2) < (1 -a)y+ay =y,

kde prvni nerovnost plyne z konvexity funkce a druhé z nerovnosti f(x;) <y, f(x2) < y. Tedy
bod (1 — a)x; + axs patii do subkontury. Dle (13.1) je tedy subkontura konvexni mnozina. m

Obrécena implikace ve Vété 16.2 neplati: existuje funkce, ktera neni konvexni a jejiz kazda

subkontura je konvexni mnoZina?. Napi. kazd4 subkontura monotonni (tj. nerostouci nebo ne-
klesajici) funkce jedné proménné je interval, tedy konvexni mnozina. Jiny piiklad je na obrazku:

f

16.2 Konvexita diferencovatelnych funkci

Konvexni funkce nemusi byt v kazdém bodé diferencovatelna (uvazte napt. funkei f(z) = |z|).
Pokud je ale funkce jednou ¢ dvakrat diferencovatelna, jeji konvexitu lze snadnéji nez pomoci
podminky (16.1) (které se nekdy rika podminka nultého fadu) charakterizovat pomoci derivaci.
Nasledujici dvé véty uvedeme bez dikazi.

Véta 16.3 (Podminka prvniho fadu). Diferencovatelna funkce f: R® — R je konvexni
na oteviené konvexni mnoziné X C R", prave kdyz

xyeX — [fly)zfx)+f(x)(y-—x).

2Funkce, jejiz kazda subkontura je konvexni mnozina, se nazyva kvazikonverni. Kvazikonvexni funkce jsou
uzitecné, ale zdaleka ne tak jako konvexni funkce.
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To znamen4, Ze Tayloriv polynom prvniho fadu funkee f v kazdém bodé x € X (viz (8.23b))
je vdude (tj. pro kazdé y) mensi nebo roven funkei f:

f(x)

f(y)
f(x) + f'(x)(y —x)

y X
Vsimnéte si, Ze véta nic nefikd o konvexité funkei na konvexnich mnozinach, které nejsou ote-
viené (na hranici je totiz situace trochu slozitgjsi). To ovSem moc nevadi, nebot vétu stejné
nejéastdji pouzijeme pro X = R" (coZ je oteviena konvexni mnoZina).

Véta 16.3 ma jeden prijemny disledek. Vzpomenme (viz §10.1), Ze nulovost parcidlnich de-
rivaci je obecné jen nutna podminka na volny lokalni extrém. Je-li f konvexni, je tato podminka
ovsem postacujici pro globalni minimum.

Diisledek 16.4. Necht funkce f: R®™ — R je diferencovatelna v bodé x € R"™ a konvexni.
Jestlize f'(x) = 0, pak x je globalni minimum funkce f.

Diikaz. Je-li f'(x) = 0, dle Véty 16.3 mame f(y) > f(x) pro viechna y € R". Tedy x je
globalni minimum funkce f. (Jak bude vypadat obrazek vyse pro tento piipad?) [ ]

Véta 16.5 (Podminka druhého ¥adu). Dvakrat diferencovatelna funkce f: R™ — R je
konvexni na oteviené konvexni mnoziné X C R" pravé kdyz v kazdém bodé x € X je
Hessova matice f”(x) positivné semidefinitni.

Priklad 16.5. Necht f(x) = xTAx, kde A je symetrickd positivnd semidefinitni. UkaZme
konvexitu této funkce tfemi zpusoby:

e Dokazme konvexitu z Véty 16.5. To je trivialni, protoze Hessova matice je f”(x) = 2A a
tedy je positivné semidefinitni.

e Dokazme konvexitu z Véty 16.3. Protoze f'(x) = 2xT A, mame dokézat, Ze
yTAy > xTAx 4+ 2xTA(y — x).
To jde upravit na x’Ax — 2xTAy + yTAy > 0. Plati®
xTAx — 2xTAy + yTAy = (x —y)TA(x —y), (16.5)

coZ je nezaporné pro kazdé x,y, protoZe A je positivné semidefinitni.

3V&imnéte si, Ze pron =1 a A = 1 se rovnost (16.5) zjednodusf na znamé z? — 2zy + y* = (z — y)*
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e Dokazme konvexitu z podminky (16.1). Musime dokazat, ze pro kazdé x,y e R"a0 < a <1
plati (16.1), tedy

[(1—a)x+ay]"A[(1 — a)x +ay] < (1 —a)x" Ax + ay” Ay
Po roznasobeni a pievedeni vSech ¢lent na jednu stranu upravujeme:

(@ —a?)xTAx —2a(1 — a)x"Ay + (1 —a) — (1 —a)*)yTAy >0
a(l —a)(x"Ax — 2x"Ay + y"Ay) > 0.

Vyraz a(l — «) je pro kazdé 0 < o < 1 nezaporny. Nezapornost vyrazu (16.5) jsme jiz
ukézali.

16.3 Operace zachovavajici konvexitu funkci
Operace zachovavajici konvexitu funkci umoznuji z jednoduchych konvexnich funkei ziskat slo-

minky (16.1) nebo V&t 16.3 a 16.5. Dale uvedeme piiklady takovych operaci.

16.3.1 Nezaporna linearni kombinace

Tvrzeni 16.6. Necht gq,...,gr: R™ — R jsou konvexni funkce a necht ay,...,a; > 0. Pak

funkce f = ayg; + -+ - + argr je konvexni.

Dikaz je snadny z podminky (16.1) (ponechavame jako cviceni). Specialng, soucet konvxnich
funkei je konvexni funkce.

Naopak to ale neplati: mize se stat, ze f nebo g nejsou konvexni a f + g konvexni je. Napf.
funkce @3 nen{ konvexni, ale funkce 23 — 2% (tedy konstantni nulova funkce) konvexni je.

16.3.2 Skladani funkci

Slozeni konvexnich funkei nemusi byt konvexni funkce.

Priklad 16.6. Funkce f,g: R — R dané jako f(z) = 2? a g(z) = —x jsou konvexni. Funkce

(9o f)(z) = g(f(x)) = —2% neni konvexn. ¢
Piiklad 16.7. Funkee f,g: R — R dané jako f(z) = |x—1| a g(x) = || jsou konvexni. Funkce
(g0 f)(x) = g(f(x)) = ||| — 1| neni konvexni (nakreslete si jeji graf!). ¢

Véta 16.7. Necht funkce f: R — R je konvexni. Necht funkce g: R — R je konvexni a
neklesajici. Pak sloZena funkce g o f (dana predpisem (g o f)(z) = g(f(z))) je konvexni.

Diikaz. Pro kazdé z,y € Ra 0 < a <1 mame

g(f (1 =)z +ay)) < g((1 =) f(x) + af(y)) < (1 —a)g(f(z)) + ag(f(y))-

Prvni nerovnost plati, protoze f je konvexni a ¢ je neklesajici. Druha nerovnost plati, protoze
g je konvexni. [ ]
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Obecnéji miizeme zkoumat slozené zobrazeni (g o f)(x) = g(f(x)), kde R" Ly rm 4R
Existuje analogie Véty 16.7 pro tento piipad, je ale dosti komplikovanéd a nebudeme ji uvadét.
Uvedeme jen dilezity pripad, kdy f(x) = Ax + b je afinni zobrazeni.

Véta 16.8. Necht funkce g: R™ — R je konvexni. Necht A € R™*" a b € R™. Pak funkce
h(x) = g(Ax + b) je konvexni.

Diikaz. Pro kazdé x,y € R" a 0 < a < 1 plati
h(1—a)x+ay) =g(A[(1 — a)x+ ay]+ b)
=g((1—a)(Ax+Db)+a(Ay + b))
<(1-a)g(Ax+Db)+ag(Ay +b)
= (1 — a)h(x) + ah(y). [

Priklad 16.8. Mgjme funkci f: R? — R s hodnotami f(x,y) = ||[x — y||, kde x,y € R" a

| -1l: R* = R je libovolna norma. Tato funkce je konvexn{ funkce argumentu (x,y) € R*". Ve
Vété 16.8 vezmeme A = [I —I] e R 5 b = 0. ¢

16.3.3 Maximum

Nejzajimavéjsi operace zachovéavajici konvexitu funkei je ovSem maximum.

Véta 16.9. Necht I je libovolnd mnozina a g;: R” — R, ¢ € I, jsou konvexni{ funkce. Pak

f(x) = max g,(x) (16.6)

je konvexni funkee, kde p¥edpoklddame, Ze pro kazdé x maximum existuje*.

Diikaz. Epigraf funkce f prinik epigrafa funkei g;, nebot
{(y) eR™ [ x € R", maxgi(x) <y} ={(x,y) €R" | x €R", gi(x) sy Viel}

=Ny eR™ xR, gi(x) <y},
iel
kde jsme vyuzili ekvivalence (12.7). Protoze funkce g; jsou konvexni, dle Véty 16.1 jsou jejich
epigrafy konvexni mnoziny. Dle Tvrzeni 13.1 je prunik konvexnich mnozin konvexni mnozina.
Tedy epigraf funkce (16.6) je konvexni mnozina. Dle Véty 16.1 je tedy funkce f konvexni. m

Piiklad 16.9. Konvexitu funkece f(x) = max!_;x; jsme jiz v Piikladu 16.1 dokazali z pod-
minky (16.1). OvSem je mnohem pohodlnéjsi pouzit Vétu 16.9. Mame g;(x) = x;. Funkece g;
jsou linearni, tedy konvexni. TakZe funkee f(x) = max}" , g;(x) je konvexni. ¢

Priklad 16.10. Funkce .
f(x) = max(ajx + b;)

je maximem afinnich funkei. Tuto funkci jsme jiz potkali v §12.1.1. Protoze afinni funkce jsou
konvexni, je i jejich maximum konvexni. ¢

4Pokud pro ngjaké x mnozina { g;(x) | i € I } nema nejvétsi prvek (coz se miiZe stat jen tehdy, je-li mnozina I
nekone¢na), mizeme maximum v (16.6) nahradit supremem a véta stale plati.
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Piiklad 16.11. Necht C' C R™ je libovolné (ne nutné konvexni) mnozina. Funkce
f(x) = max|x —y||

udava vzdélenost bodu x od nejvzdélensjsiho bodu mnoziny C' (zde predpokladidme, Ze ma-
ximum existuje). Dle Véty 16.8 je pro kazdé pevné y vyraz ||x — y|| konvexni funkei x. Tedy
vyraz ||x — y|| lze chapat jako mnoZinu konvexnich funkei x indexovanych indexem y (muZeme
oznadit ||x — y|| = gy(x)). JelikoZ f je maximem téchto funkei, je i funkce f konvexni. ¢

Priklad 16.12. Mgjme funkei
f(c) =max{c"x|x €R", Ax>b},

ktera vyjadiuje zavislost optimélni hodnoty daného linearniho programu na vektoru ¢ (viz §12).
Mame f(c) = maxyexc'x a X = {x € R" | Ax > b} (zde predpokladame, Ze pro kazdé c
maximum existuje, neboli mnozina X je neprazdnd a omezena). Je-li x pevné, je c’x linearni
funkce vektoru c. Funkce f je tedy maximum nekone¢ného mnozstvi linearnich funkci, tedy je
konvexni. ¢

Piiklad 16.13. Necht a;,...,a, € R™ by,...,b, e Raw = (wy,...,w,) € R" je vektor ne-

zapornych vah. P¥iblizné feseni soustavy alx = b;, i = 1,..., n, ve smyslu vdZengjch nejmensich
Ctvercii (viz Cviceni 5.4) znamena vypoditat

min Z w;(al'x — b;)?,

kde jsme oznacili hodnotu vysledného minima jako funkci vektoru vah. Funkce f je konkéavni,
protoze je minimem linedrnich funkei. ¢

16.4 Cviceni

16.1. Pro kazdou funkci f: R® — R dokaZte z podminky (16.1), které z téchto ¢tyf tvrzeni
plati (a pro jaké n): funkce je konvexni, konkavni, konvexni i konkdvni, ani konvexni ani
konkavni.

a) f(x)=alx+b
b) f(x)=xTx
¢) f(x) = aritmeticky priamér ¢isel z1,...,z,
d) f(x) = median]_; z; (median ¢isel xy,...,x,)
e) f(x)=min} |z
f) f(x) = soucet dvou nejmensich &isel z isel a1, ..., z,.

16.2. Dokazte konvexitu ¢ konkavitu funkei z Piikladu 16.4. MuZete pouzit podminku (16.1) a
véty z §16.2 a §16.3.

16.3. Pro kazdou funkci dokazte, které z téchto ¢tyfech tvrzeni plati: funkce je konvexni, kon-
kavni, konvexni i konkévni, ani konvexni ani konkavni. MuZzete pouZit podminku (16.1) a
véty z §16.2 a §16.3.

8) flz)=e"
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16.4.

16.5.

16.6.

16.7.

16.8.
16.9.

16.10.

16.11.

16.12.

&

b) flz) =e™"

¢) fz,y) = |z -yl

d) fla,y) =—y

&) 7(x) = || Ax— b3

f) f(x)=>"",z;Inz; na mnozing R7

g) f(x) =" In(b; — alx) na mnozing X = {x €R" |alx < b;,i=1,...,k}
h) f(x) = min} ; ;

i) f(x) = max}, z; —min , z;

j) f(x) = max?_, x; + min}_ 1x7

k) f(x) = max{ ’Zz, - 1‘ Z || — 1 }

1) (%) f(x) je soucet k neretsu:h slozek x4, ...

Mame funkci jedné proménné f(z) = (2% —a)?. Pro jaké hodnoty parametru a € R je tato

funkce konvexni? Nac¢rtnéte graf funkce pro n&jaké a, pro které funkce neni konvexni.

, &, vektoru x (kde k£ < n je dano)

Muze byt soucet nekonvexnich funkei konvexni funkce? Najdéte protipfiklad. Je to v roz-
poru s Tvrzenim 16.67

Robustni prokladan{ pfimky mnoZinou bodi (x;,3;) € R*xR (proi =1,...,
necitlivosti # > 0 vyzaduje minimalizaci funkce

m) s pasmem

f(a,b) =Zmax{7aTxi+b+yi797 0, a'x; +b—y — 0},
=1
kde a € R™ a b € R. Dokazte, Ze f(a,b

Kazdy z obrazki zobrazuje nékteré vrstevnice funkce dvou proménnych a jejich vysky. Je
moZzné, aby funkce, ktera ma tyto vrstevnice, byla konvexni? DokaZte z podminky (16.1).

) je konvexni funkce. Srov. Cviceni 12.17.c.

Co je subkontura vygky 2 funkce jedné proménné f(x) = 22 — x?

Dokaite, Ze elipsoid {x € R" | xTAx < 1} (kde A je positivng definitni, viz §6.4.2) je
konvexni mnozina.

Dokazte, ze mnozina {x € R" | x > 0, [[_, #; > 1} je konvexni (symbol [], 2; znaci
soudin &fsel xy, ..., x,).

Dokazte, Ze nasledujici funkce jsou nekonvexni:

a) Ucelova funkce z Pifkladu 10.12
b) Ucelova funkce z Cviceni 10.13

(%) Dokazte, ze je-li funkce f: R" — R zaroven konvexni i konkévni, pak je nutné afinni.
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Napovéda a reSeni
16.1.a) Konvexni i konkavni, nerovnost (16.1) plati s rovnosti.
16.1.b) Je konvexni, neni konkavni.
16.1.c) Konvexni i konkavni, nerovnost (16.1) plati s rovnosti.
16.1.d) Pro n < 2 konvexni i konkévni, pro n > 2 ani konvexni ani konkavni.

16.1.e) Pro n = 1 je funkce konvexni. Pro n = 2 neni konvexni, nebot (16.1) neni splnéna napf. pro
x = (1,0),y = (0,1), a = % Pro n > 2 také neni konvexni, coZ plyne z nekonvexity pro n = 2,
protoze mizeme zvolit x = (1,0,0,0,...) ay = (0,1,1,1,...).

Funkce neni konkavni pro zadné n. Pro n = 1 dokazeme z (16.1) volbou x = -1, y =1, a = %
Pro n > 1 miizeme vektory opét doplnit opakovanim posledni ¢islice.

16.1.f) Dokazeme, Ze pro n = 3 funkce neni konvexni. Vezmeme x = (1,2,3), y = (3,2,1), a = % Pak
flox+(1—-a)y) = f(22,2) =4 £ 3+3)/2 = 3£(1,2,3) + 3/(3,2,1) = 3/(x) + 3£ (¥)-

16.3.a) Nejrychleji asi pomoci Véty 16.5: druha derivace f”(z) = 2(22% + l)e””2 kladn& na celém R,
takze funkce je konvexni a neni konkévniProtoze jde o funkci jen jedné proménné, mizeme si jeji
graf snadno vykreslit napf. v Matlabu a uvidime, Ze je funkce konvexni (i kdyz dikaz to neni).

16.3.b) Funkce je znamy Gaussian (aZ na normaliza¢ni konstantu). Zde ovem druha derivace f”(x) =
2(22! — 1)e*g”2 je nékde kladné a nékde zaporna, takZe neni konvexni ani konkavni (na R). Pfesnéji
bychom mohli fict (viz footnote k Vété 16.5), Ze na intervalech (—oco,1/v/2) a (1/v/2,+00) je
funkce konvexnf (protoZe tam je druha derivace kladnd) a na intervalu (—1/+/2,1/+/2) je konkavni
(druhé derivace je tam zaporna).

16.3.c) Jde o slozeni konvexni funkce g(z) = |z| a linearni funkce z = h(z,y) = x —y, tedy [ je konvexni
dle Véty 16.8.

16.3.d) Je to linearni funkce dvou proménnych (nevadi, Ze nezavisi na z), tedy kovexni i konkavni.

16.3.e) Toto je ucelova funkce linearni tlohy nejmensich ¢tverct, kterou dobfe znate. Méli byste ihned
uhodnout, Ze je konvexni. Formalné to lze dokazat rizné. Bud spoéitat hessian f”(x) = 2ATA a
vidét, Ze je positivné semidefinitni. Nebo si uvédomit, ze funkce f je kvadratickd a zdola omezena
(nulou), tedy musi mit positivné semidefinitni hessian.

16.3.f) Funkci lze psat jako f(x) = >, g(z;) kde g(x) = xlnz. Funkce g je konvexni na R’} , nebot
g"(x) = 1/x. Funkce f je tedy konvexni dle Véty 16.6.

16.3.g) Jde o soucet konkavnich funkci, takZe je konkavni. Logaritmus je konkavni funkce, tedy funkce
In(b; — al'x) jsou konkévni dle Véty 16.8 (s uvazenim, Ze funkce f je konkavni, pravé kdyz —f je
konvexni).

16.3.h) Funkci mizZeme napsat jako f(x) = min; z; = — max;(—z;). Funkce max;(—z;) je konvexni
funkce vektoru x, protoze je to sloZeni konvexni funkce max; x; (coz vime z Priklada 16.1 a 16.9)
a linearni funkce —x. Tedy funkce — max;(—=;) je konkavni.

16.3.1) Funkce je konvexni, protoZe je to rozdil konvexni a konkavni funkce (tedy soucet dvou konvexnich
funkei). Neni konkavni, napf. proto, Ze jedin funkce, ktera je zaroven konvexni i konkavni, je afinni
funkce.

16.3.j) Zde byste méli uhodnout, Ze funkce neni konvexni ani konkavni, protoze je sou¢tem konvexni a
konkévni funkce. To ov8em jednak neni dilkaz, jednak to neni pravda pro mala n.

Pro n =1 se funkce zjednodusi na f(z) = 2z, ktera je linearni, tedy konvexni i konkéavni.

Pro n = 2 je f(x) = f(x1,22) = max{x1,z2} + min{z,zo}. Piekvapive, tuto funkei lze také
zjednodusit: pro z1 > 2 je f(x1,22) = 1 + x2 a pro x1 < zg je f(x1,22) = x2 + x1, tedy
f(x1,72) = 21 + 2 na celéem R2. Tato funkee je opét konvexnf i konkavni.
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Pro n = 3 funkce nenf ani konvexni ani konkévni. Dokézat se to musi z definice konvexni funkce:
sta¢i najit jediné x,y € R"” a 0 < a < 1 tak, aby neplatila nerovnost (16.1). MaZeme to udélat
bud na pocitaci, kde generujeme nédhodné trojice (x,y,«) a kontrolujeme nerovnost (16.1). Bez
pocitae trojici musime uhodnout, coz muze byt dost dfina. Funguje napf. x = (1,0,-1), y =
(1,-1,0), a« =1/2: pak je f((1 —a)x+ay)=1/2a (1 —a)f(x)+af(y) =0.
Pro n > 3 je situace stejna jako pro n = 3, nebot vektory x,y € R? vidy miZeme doplnit dal3imi
slozkami tak, Ze se maxima ani minima nezméni (zkopirovanim posledni slozky, napt. pro n = 5
z vektoru (1,0, —1) udélame (1,0, —1,—1,-1)).

16.3.k) Je konvexni. Absolutni hodnota je konvexni funkce, jejich soufet také, maximum konvexnich
funkei je konvexni funkce.

16.7. 'V podmince (16.1) zvolte x,y na vrstevnicich vysky 1 a 3. Zvolte chytfe o. Odpovédi: ne, ano.
16.8. Interval [—1,2].

16.9. Funkce f(x) = xT Ax je konvexni, viz Piiklad 16.5. Elipsoid je subkontura této funkce, tedy je to
konvexni mnozina.

16.10. Zlogaritmovéni obou stran podminky da {x € R" | x > 0, [[lL 2, > 1} = {x e R" | x >
0, 7 ;Inz; > 0} (logaritmus je rostouci funkce a tedy neméni znaménko nerovnosti). Podminka
— > Inz; <0 definuje konvexni mnozinu, nebot funkce f(x) = —>",Inx; je na mnoziné R
konvexni a proto kazda jeji subkontura (zde nulové vysky) je konvexni mnozina dle Véty 16.2.

16.12. Za¢néte porovnanim Jensenovu nerovnost (16.2) a definici afinni funkce v §3.3.
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Kapitola 17

Konvexni optimalizac¢ni tilohy

Véta 17.1. Necht funkce f: R"™ — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R". Pak kazdé
lokalni minimum funkce f na mnoziné X je zéroven globélni.

Diikaz. Necht x je lokdlnim minimem f na X, viz obrazek:
B.(x)
X

Dle definice lokalniho minima (viz §9.3) tedy existuje ¢ > 0 tak, Ze f(x) < f(y) pro vSechna
y € B.(x)NX. Necht ale x neni globalni minimum, tedy existuje x* € X tak, Zze f(x*) < f(x).
Ukazeme, Ze to vede ke sporu. Mizeme totiz zvolit 0 < v < 1 tak, ze bod y = (1 — a)x + ax*
le7i v B.(x). ProtoZe je mnozina X konvexni, lezi bod y zaroveii i v X. Je

fy) = f((—a)x+ox’) < (1-a)f(x) +af(x) < (1-a)f(x)+af(x) = f(x)
Ale tvrzeni f(y) < f(x) je ve sporu s pfedpokladem, Ze x je lokalni minimum. ]

Minimalizaci konvexni funkce na konvexni mnoziné se fika konvexni optimaliza¢ni tiloha.
Pro takovou tdlohu nam tedy stac¢i najit libovolné lokalni minimum, abychom nasli globalni
minimum.

17.1 Priklady nekonvexnich tiloh

Najit globaln{ minimum funkce na mnoziné je obvykle mnohem t&zsi nez najit néjaké lokalni
minimum. Mohli bychom si myslet, Ze globalni minimum najdeme tak, Ze najdeme vSechna
lokalni minima a vybereme to, pro které je ucelova funkce nejmensi. Problém je v tom, Ze
nekonvexni tloha miize mit lokalnich minim velmi mnoho.

Piiklad 17.1. Zopakujme tlohu (7.1): pro danou ¢tvercovou matici A maximalizujeme (&
minimalizujeme) funkei f(x) = x”Ax na mnoziné {x € R" | xx = 1}. Tato tloha neni
konvexni, nebot mnozina piipustnych feseni neni konvexni (je to n-rozmérna sféra). My ale
vime, Ze globalni optimum tlohy lze najit pomoci spektralniho rozkladu. ¢
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Zde jsme méli §tésti: najit globalni optimum tlohy bylo snadné, i kdyz tloha nebyla kon-
vexni. To je ale vyjimka — typicky je nalezeni globalniho minima nekonvexni tlohy velmi tézké.

Priklad 17.2. Uvedme pifklad, na kterém bude na prvni pohled vidét, Ze nekonvexni tloha
muze mit velmi mnoho lokdlnich minim. ReSme tulohu

max{x’x |x € [-1,1]" }, (17.1)

tedy maximalizujeme konvexn{ funkei x7x na hyperkrychli [—1,1]". Je jasné (nakreslete si
obrazek pro n = 2, tedy pro &tverec!), Ze funkce mé lokdlni maximum v kazdém vrcholu
hyperkrychle. Jelikoz hyperkrychle méa 2" vrcholt, iloha ma 2" lokalnich maxim.

V tomto symetrickém pripadé globalni maximum snadno najdeme tvahou. Uvazme vSak

mirné obecnéjsi tlohu
min{ xTAx | x € [-1,1]"}, (17.2)
kde A € Z™*" (tedy matice ma celo€iselné prvky). Je znamo, ze vyteSeni (tj. nalezeni globalniho

maxima) této tlohy pro vétsi n je prakticky nemozné (presnéji, je NP-t&zké, srov. §12.5). 4

Priiklad 17.3. Podivejme se znovu na tlohu shlukovéani, Ptiklad 1.15 z Gvodni kapitoly. Tam
se minimalizuje funkce

Fx) = f(xi,. %) = ZII}E? llai — x;]| (17.3)
P
pies vektory x;,...,x, € RY Mame f: R — R, tedy vlastné minimalizujeme pfes jediny
vektor x = (xy,...,X,) € R™.

Je funkce (17.3) konvexni? Pro kazdé ¢ je ||a; —x;|| funkce vektoru x;, tedy i vektoru x. Ale
funkce minf_, [|a; — x;| jiz konvexni byt nemusi (Vétu 16.9 nelze pouzit, ta hovoif o mazimu
konvexnich funkei). Tedy ani funkee f, ktera je jejich sou¢tem, nemusi byt konvexni.

Tim, ze se ndm nepodarilo dokdzat konvexitu funkce f, jsme samoziejmé nedokézali jeji
nekonvexitu. To lze udélat nasledovné. Vezméme jednoduchy piipad d = 1, m = 1, n = 2,
a; = 0. Pak (1.24) ma tvar f(xy,22) = min{|z;|, |z2|}. Tato funkce neni konvexni, protoze
napt. jeji fez (t) = f(t,t — 1) = min{|¢|, |t — 1|} nen{ konvexni (nakreslete si graf funkce ).
Bez ditkazu uvedme, Ze funkce nenf konvexni ani pro v&tsi d, m, n. To nas nepiekvapi, protoze,
jak jsme Fekli Piikladu 1.15, Ze minimalizace funkce (17.3) je NP-tézké. ¢

Piiklad 17.4. Uloha celoiselného programovani (12.23) je nekonvexni, protoze mnozina { x €
{0,1}"* | Ax > b } jejich pripustnych FeSeni je nekonvexni (srov. Cviceni 13.1.g). ¢
17.2 Konvexni optimaliza¢ni tloha ve standardnim tvaru

UvaZujme nyni obecnou tlohu spojité optimalizace ve standarnim tvaru (1.11),

min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0} (17.4)
neboli
min  f(z1,...,%,)
za podminek g;(x1,...,2,) <0, i=1,...,m
hi(xl‘,"'?xn)zo‘, ? 17' 7l
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kde f: R* = R, (g1,...,9m) = g: R* = R™, (hy,..., k) = h: R* —» R!. Mnozina pifpustnych
FeSeni této ulohy je konvexni, jestlize funkce f, g1, ..., gm jsou konvexni a funkce hq, ..., h; jsou
afinni (tedy zobrazeni h je afinni). Tato mnozina je totiz pranik mnozin {x € R" | g;(x) <0}
(které jsou konvexni, nebot jsou to subkontury konvexni funkce ¢;) a {x € R" | h(x) = 0}
(coZ je afinni podprostor, tedy také konvexni).

Podminka, Ze funkce g1, ..., g, jsou konvexni a zobrazeni h je afinni, je postacujici ale
nikoliv nutné pro konvexitu mnoziny piipustnych feSeni.

Piiklad 17.5. Plati (promyslete!)
{(@y) eR?|2/(1+y*) <0, (v+y)? =0} = {(2,y) €ER*[2 <0, z+y=0}.

Tedy mame dva rtzné popisy stejné mnoZiny. V prvnim tvaru funkce g(z,y) = z/(1 + y?) neni
konvexni a funkce h(x,y) = (z + y)? neni afinni. Pfesto je mnoZina konvexni, coz je vidét ze
druhého tvaru. ¢

Uloze tvaru (17.4), ve které jsou funkce f, g1, ..., gm konvexni a zobrazeni h afinni, fikime
konvexni optimaliza¢ni dloha ve standardnim tvaru.

17.3 Ekvivalentni transformace tilohy

Dvé tlohy ve tvaru (17.4) nazveme ekvivalentni, kdyZ se z mnoZiny optimélnich feSeni jedné
da ‘snadno’ ziskat mnoZina optimalnich feSeni druhé a naopak. Ekvivalentni transformace
je pak kazda transformace tlohy, jejimz vysledkem je tloha ekvivalentni. Déle uvedeme ptiklady
ekvivalentnich transformaci. U kazdé poznamename, zda zachovava konvexitu tlohy:

o Zména proménnych. Necht ¢o: R™ — R" je bijektivni zobrazeni (viz §1.1.2). Pak uloha (17.4)
je ekvivalentni tloze

min{ f(p(x)) [ x € R", g(p(x)) <0, h(p(x)) =0}

Tato transformace nemusi zachovat konvexitu tlohy (viz §16.3.2).

e Monotonni transformace ucelové funkce. Necht ¢: R — R je rostouci funkce. Pak

argmin{ f(x) | x € X } = argmin{ ¢(f(x)) | x € X }.
Tato transformace nemusi zachovat konvexitu funkce f.

Priklad 17.6. Tuto transformaci jsme jiz nékolikrat pouzili v nejmensich ¢tvercich. Mame

minimalizovat nap¥. funkci f(x) = ||Ax — b||s, ale zvolime 1 (y) = y* a minimalizujeme
funkei ¥(f(x)) = ||[Ax—b||2 = (Ax—b)T(Ax —b). Nové funkce ma vyhodu, %e je na rozdil
od staré diferencovatelna, a to pii zachovani konvexity. ¢

o Slackové proménné. Podobné jako v LP (viz §12.1), uloha (17.4) je ekvivalentni aloze
min{ f(x) [ x €R", seR™, s>0, g(x)+s=0, h(x)=0}.

Tato transformace zachova konvexitu tlohy jen v pripadé, kdy g(x) + s je afinni zobrazeni
vektoru (x,s), tedy kdy zobrazeni g je afinni,

251

o Epigrafovy tvar. Plati (uz jsme to vidéli v (12.5))
min{ f(x) [ x € X}=min{y |xe€ X, yeR, f(x)—y<0}.

V nové tloze vlastné hleddme nejnizsi bod epigrafu funkce f na mnoziné pfipustnych reseni.
Plyne z toho, ze kazdou optimalizacni tlohu lze pfevést na tlohu s linearni i¢elovou funkci.
Tato transformace zachovava konvexitu ulohy: je-li X konvexni mnoZina a f konvexni funkce
na X, pak funkee f(x) —y proménnych (x,y) je konvexni na mnoziné X x R.

17.4 Tridy konvexnich optimaliza¢nich tloh

Optimaliza¢ni tlohy ve tvaru (17.4) se taxonomizuji podle druhu funkei f, g;, h;. Pro kazdou
tiidu existuji specializované algoritmy schopné najit lokdlni minimum (v p¥ipadé konvexni tlohy
tedy globalni minimum). Pfehled dostupnych implementaci takovych algoritmi je moZno najit
napt. na http://www.neos-guide.org.

17.4.1 Linearni programovani (LP)

V linedrnim programovdni jsou v8echny funkce f, g;, h; afinni. Jde tedy v jistém smyslu o nej-
jednodusi piipad konvexni optimaliza¢ni dlohy. Ptesto jsme vidéli v Kapitole 12, Ze jiz tento
jednoduchy ptipad ma velmi mnoho aplikaci.

17.4.2 Kvadratické programovani (QP)

V kvadratickém programovdng jsou funkce g;, h; afinni a funkce f je kvadraticka. Tedy je to
iloha

min xTAx +bTx
za podm. Cx <d,
Ex =f,

kde A € R™" b € R*, C € R™", d € R™, E € R”*" f € R'. Uloha je to konvexni, pravé
kdyZ funkce f je navic konvexni, neboli matice A je positivné semidefinitni (viz Piiklad 16.5).

Priklad 17.7. Priblizné feSeni preurCené soustavy linearnich rovnic ve smyslu nejmensich
¢tverct (5.2) je konvexni tloha QP bez omezeni, tj. f je kvadraticka konvexni (jak jsme ukéazali
v Prikladé 6.15) a m = [ = 0. Tuto tlohu lze prevést na FeSeni soustavy linearnich rovnic (5.4).4

Piiklad 17.8. ReSent soustavy linedrnich rovnic s nejmensi normou (§5.4) nebo, obecndji,
uloha nejmensich ¢tverci s omezenimi typu rovnosti (Piiklad 11.4) jsou pifklady konvexniho
QP s omezenimi typu rovnosti (tj. A je positivné semidefinitni, m = 0 a h; jsou afinn{). Tato
tloha jde prevést na feSeni soustavy linearnich rovnic. ¢

Piiklad 17.9. Obecnéji, minimalizace kvadratické funkce za podminek typu rovnosti (tj. m =

0, 1 > 0 a h; jsou afinni) se da prevést na FeSeni soustavy linearnich rovnic, viz Cvieni 11.19.
Je-li oviem A indefinitni, musime ové¥it podminky druhého fadu (§11.2.3). ¢
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Piiklad 17.10. Casto je uzite¢né tlohu nejmensich ¢tverct (5.2) fesit za omezeni ¢ < x < d,
tj. kazda proménnd x; musi byt v intervalu [¢;, d;] (tzv. box constraints). To vede na konvexni
QP s omezenimi typu nerovnosti (tj. A je positivné semidefinitni a m > 0). Tuto dlohu jiz nelze
prevést na feSeni soustavy linearnich rovnic. ¢

Pfiklad 17.11. Ctverec vzdélenosti boduy € R” od konvexniho mnohosténu { x € R | Ax <
b} je optimalni hodnota kvadratického programu

min{ |y — x|2 | x € R", Ax < b}. ’

Priklad 17.12. Je dano m bodu v R”, z nichz kazdy patii do jedné ze dvou t¥id, oznacenych —1
a 1. Jinymi slovy, je ddna mnoZzina dvojic (x;,y;) € R® x {=1,1} proi = 1,...,m. V dloze
linedrni klasifikace hledame nadrovinu, kterd oddéluje body z obou t¥id. Tedy hledame a € R"”
a b € R takové, aby

alx;—b<0 proy =—1,
a’x;—b>0 proy =1,

coZ lze napsat jako

yi(aTx, —0) >0, i=1,...,m. (17.5)
Oznacme ¢; = y;(aTx;—b) a vydé&lme vektor (a, b) kladnym &fslem min}™, ;. Pak soustavu (17.5)
muzeme ekvivalentné psat jako

yi(ax; —b)>1, i=1,....,m. (17.6)

Hledame-li libovolnou oddélujici nadrovinu, sta¢i ndm najit libovolné feSeni soustavy ne-
rovnic (17.6), coz vede na alohu LP.
Soustava ale navic ik, #e body jsou oddéleny pasem {x e R* | —1>alx—-b>1}:

alx—b=-1

aTx—-b=1

2/|a||2\“'"

Snadno spocitame (srov. Cviceni 5.16), Ze Sifka péasu je 2/||alls. V tloze support vector machine
(SVM) hledame oddglujici nadrovinu ktera maximalizuje §itku pasu, tedy minimalizuje ||a||3 =
a’a za podminek (17.6). To je konvexni tloha QP.

17.4.3 Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi (QCQP)

Obecngjsi variantou je kvadratické programovdni s kvadratickymi omezenimi (QCQP, quadra-
tically constrained quadratic programming), kde funkce f, g; jsou kvadratické a funkce h; jsou
afinni. Uloha je konvexni, pravé kdyz funkce f,g; jsou navic konvexni.
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17.4.4 Programovani na kuzelu druhého fadu (SOCP)

V dloze programovdni na kuZelu druhého iddu (SOCP, second-order cone programming) jsou
funkce f, h; afinni a funkce g; maji tvar

Tedy dloha SOCP mé tvar (pro jednoduchost neuvazujeme afinni omezeni h;(x) = 0)

min e’x

za podminek [[Ax+blls <cIx+d;, i=1,...,m.

Funkce g¢; jsou konvexni (nebot norma je konvexni funkce, viz Priklad 16.4 a déle viz
Véta 16.8). Podminku g;(x) < 0 lze psat také jako (A;x + b;,cf'x + d;) € K%, kde konvexni
mnozina

Ky ={(xy) eR"™" | |x]. <y}

je epigraf eukleidovské normy || - ||2, kterému se také fika kuzel druhého rddu.

Pro A; = 0 se podminka g;(x) < 0 stane linearni nerovnici. Pro ¢; = 0 se podminka
¢i(x) < 0 po umocnéni na druhou stane konvexni kvadraticka. Tedy LP a konvexni QCQP jsou
speciélni piipady SOCP.

Priklad 17.13. Podivejme se znovu na tlohu nalezeni geometrického medianu, Piiklad 1.14 z
uvodni kapitoly. Tam minimalizujeme funkci

m
Fo) =" Ix—ai» (17.8)
i=1
na mnoziné R". Tato funkce je konvexni a po zavedeni pomocnych proménnych z; (podobna
uprava jako v §12.1.1) lze jeji minimalizovani formulovat jako SOCP:

min 2z +---+ 2,
za podminek ||x —a;lls <z, i=1,...,m.

Pro piipad n = 2 ma tloha jednoduchy mechanicky model'. Do vodorovného prkna vyvr-
tdme diry o soufadnicich a;. Kazdou dirou provleéeme provazek. Provazky jsou nahote svazané
uzlem do jednoho bodu a dole maji zavazi o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)
je potencialni energie soustavy a ustaleny stav odpovidd minimu f(x). ¢

17.4.5 Semidefinitni programovani (SDP)

Véta 17.2. Prokazdé n € N je mnozina vSech positivné semidefinitnich matic rozméru n xn
konvexni kuzel.

Diikaz. Necht A,B € R™™ jsou takové, Ze pro kazdé x € R™ plati xTAx > 0 a x’Bx > 0.
Pak pro kazdé x € R" a «, 8 > 0 plati xT (A + SB)x = axTAx + fxTBx > 0. [

!Toto mechanické zafizeni je znamé jako Varignon frame a v minulosti se opravdu pouZivalo na fefeni tlohy.
Uloha ma bohatou historii, je zndma také jako Fermat-Weberav problém.
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Konvexni kuzel je konvexni mnozina. To umoziuje formulovat t¥idu konvexnich tiloh zndmou
jako semidefinitni programovdni (SDP). Jednou z moZnych formulacf je?

min (C,X)
za podminek X je positivné semidefinitni (17.9)
<A,L',X>:b1‘7 Z:177m

kde matice C, A; € R™" a skalary b; jsou dény a optimalizujeme pfes positivné semidefinitni
matice X € R"*". Operace (A, X) = >, >, a;;z;; oznacuje skalarni soucin matic (viz §2.1.7).

SDP je velmi obecné tfida konvexnich uloh. LP, konvexni QCQP a SOCP jsou specialni
pfipady SDP. Pro ilustraci ukidZeme, Zze pokud matice C, A; jsou diagonalni, tloha (17.9) se
redukuje na LP. V tom piipadé v soucinech (C,X) a (A;, X) nediagonalni prvky matice X
nehraji zadnou roli. Diagonalni matice je positivné semidefinitni, pravé kdyz vSechny jeji prvky
jsou nezaporné (viz Cviceni 6.16). Tedy tloha (17.9) se redukuje na

min{c’x [ x€R", x>0, alx=0b(i=1,....,m)},
kde vektory c, a; € R” jsou diagonaly matic C, A,;.
Neékteré konvexni tlohy nepatii do zadné z uvedenych tiid.

Piiklad 17.14. Analyticky stred mnohosténu {x € R™ | Ax > b} je bod uvnitf mnohosténu,
ktery maximalizuje soucin vzdélenosti od nadrovin alx = b;. Pfedpokladame, %e v kaZdé nerov-
nici al'x > b; je |la;lls = 1 (to jde vidy zafidit vydélenim nerovnice &islem ||a;||2). Vzdalenost
(se znaménkem) bodu x od nadroviny a’x = b; je tedy rovna alx — b; (viz §5.2.1). Misto
soudinu vzdélenosti maximalizujme jeho logaritmus (coZ je rostouct funkce), tedy funkei

f(x)=1In H(a;x —b) = Z In(alx — b;). (17.10)

Tato funkce je konkévni. Funkce je definovana jen pro vnitini body mnohosténu (tj. body
spligjici Ax > b) a blizi se 400 kdyZ se bod x bliz zevnitf k hranici. Tim je implicitné
vynucena podminka, 7ze optimélni bod méa lezet uvnitf mnohosténu. Lze ukézat, ze pokud je
mnohostén neprazdny a omezeny, tloha mé maximum a toto maximum je jediné. ¢

17.5 Konvexni relaxace nekonvexnich aloh

Relaxace je technika, kterou lze nékdy ziskat piiblizna feSeni obtiznych tloh. Spociva na
ofividné skutecnosti (promyslete!), ze pro kazdou mnozinu X C R" a funkci f: X — R plati

YO X = irlgl}r}f(x)ﬁgg{lf(x) (17.11)

Jak toho pouzit? Piedpokladejme, Ze ucelova funkee f je jednoducha (napf. konvexni), ale
mnoZina X pripustnych FeSeni je komplikovana a tloha mingex f(x) je diky tomu obtizna.

2Namitnete, Ze nemizeme mluvit o konvexité alohy (17.9), protoze v této tloze optimalizujeme pies mnozinu
matic a konvexitu jsme definovali pro mnoziny a funkce vektori. Definice konvexity lze ovem snadno zobecnit na
mnoziny a funkce matic: matici R™*™ muzeme bud pferovnat do vektoru R™", nebo (lépe) miZeme konvexitu
definovat misto na prostoru R™ na obecném linearnim prostoru (viz ucebnice linearni algebry). Podobné jiz pro
Vétu 17.2.

Nahradime mnozinu X ‘jednodussi’” mnozinou ¥ O X a FeSime snadné&jsi dlohu min,ey f(x).
Kdyz budeme mit §tésti, bude nerovnost v (17.11) platit s rovnosti, tedy ob& optima budou
stejnd. KdyZ ne, ziskdme alesponi dolni mez na optiméalni feseni.

Je-li mnozina X nekonvexni, mizeme ji takto nahradit konvexni mnozinou ¥ 2 X. Pokud
funkce f je konvexni, ziskdme konvexni tlohu. Mluvime pak o konvexni relaxaci. Prikladem
konvexni relaxace je LP relaxace, kterou jsme uz vidéli: linearni program (12.24) je konvexni
relaxace linearniho celo¢iselného programu (12.23).

17.6 Cviceni

17.1. Méjme tlohu
min{ f(z,y) |2,y >0, 20 +y > 1, v +3y > 1}.

Nakreslete mnozinu pfipustnych feseni. Pro kazdou z nasledujicich uéelovych funkei na-
jdéte tvahou mnozinu optimalnich feSeni a optimalni hodnotu:

a) flz,y)=z+y

b) f(z,y) =2

¢) f(z,y) = min{z, y}
d) f(z,y) = max{z,y}
e) flz,y) =z +yl

) f(z,y) =2®+9y°
V kterych pfipadech se jedna o konvexni optimalizacni tlohu?
17.2. Dokazte, ze mnozina optiméalnich FeSeni konvexni optimaliza¢ni tlohy je konvexni.

17.3. Vyznamnou vlastnosti konvexnich funkei je to, Ze kazdé lokalni minimum funkce je zaroven
globalni (Véta 17.1). Ne kazda funkce s touto vlastnosti je ovem konvexni. Clovek by
si mohl myslet, Ze souet dvou funkei (ne nutné konvexnich) s touto vlastnosti bude mit
tuto vlastnost také. Je toto tvrzeni pravdivé?

17.4. Najdéte spojitou funkci f: R™ — R, jejiz kazdé lokalni minimum je zaroven globalni a
a) neni konvexni
b) zadna jeji subkontura neni konvexni mnozina.

17.5. Chceme rozestavit n lidi v mistnosti ¢tvercového pudorysu tak, aby ‘kazdy byl od kazdého
co nejdale’. Navrhnéte mozné formulace této ulohy a u kazdé urcete, zda je konvexni.

17.6. (x) Uvazujme tulohu, zndmou jako linedrni lomené programovdni:
min (cTx+d)/(eTx+ f)

Ax>Db
efx+f>0

za podminek

a) Je tlelova funkce na mnoziné pifpustnych feSeni konvexni?
b) Dokazte, ze tloha je ekvivalentni lineArnimu programu (s proménnymi x, z)

min ¢’y +dz

za podminek Ay > bz
ely+fz=1
z 2
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17.7. Najdéte explicitni feSeni pro nasledujici tlohy QCQP (A, B jsou positivné definitni):
a) min{c’x | x e R", xTAx <1}
b) min{c’x|x€R", (x—b)TA(x—b) <1}
¢) min{x"Bx |x e R", xTAx <1}
17.8. (%)
17.9. (%)

Formulujte tlohu mingegn |Ax — bl|4 jako konvexni QCQP.
Dokaite, ze pro libovolny vektor x € R™ a skalary y > 0, z > 0 plati
xTx<yz <= |(2x,y—2)|2<y+2

Uvazujte tlohu, kdy maximalizujeme harmonicky pramér afinnich fukei, tedy funkci

m

£ = (Y (alx—b)7)

i=1

-1

za podminek alx > b;. Je tato tloha (po moZné jednoduché transformaci) konvexni?
Vyjadiete tlohu jako SOCP pomoci dokézané ekvivalence.

17.10. Sedumi (http://sedumi.ie.lehigh.edu) je jednou z implementaci algoritmu na FeSenf
uloh LP, QP, SOCP a SDP (pouzivé tzv. algoritmus vnitintho bodu). Je k dispozici i pro
Matlab. Knihovnu si stdhnéte a pak prostudujte a pochopte napovédu k funkci sedumi .m,
ktera je matlabskym rozhranim knihovny.

Napovéda a feSeni
17.3. Vezméme napy. funkce gi(z) = —e~@+D? g gy(z) = —e~(@1)?
lokalni minimum, ale funkce g; + g2 ma lokalni minima dvé.

. Kazda z téchto funkei méa jediné

17.5. Necht x; € R? jsou soufadnice ité¢ho ¢lovéka v mistnosti. Bez ztraty obecnosti necht je mistnost
mnoZina [—1, 1] x[—1, 1] (kde [—1, 1] znaci uzavreny interval). Jedna pfirozena formulace je takova,

7e hledame takové x1,...,x, lezici v tomto Etverci, aby &islo min;; ||x; — x;{| bylo maximalni.
Tato tloha neni konvexni, nebot jeji uelova funkce neni konvexni.
17.6.a) Ne.

17.6.b) Uvazujte substituci y = x/(eTx + f), z = /(eTx + f).
17.7.a) Viz Cvi€eni 12.6.
17.7.b) Substituujte y = x — b.
17.7.c) Optimalni hodnota je nula.
17.9. Misto maximalizace funkce f (x) minimalizujme funkei 1/f(x), ktera je konvexni na mnoziné
pripustnych hodnot. Uloha je ekvivalentni tloze
min 1+ -+t
za podminek t;(alx—b)>1, i=1,....,m
t; >0, i=1,...,m.

Pouzitim dokazané ekvivalence prevedeme na SOCP

min 1+t iy

za podminek  |[(2,a7x —b; —t;)|l2 > alx —b;+t;, i=1,...,m
a?xzbi, i=1,...,m
t; > 0, i=1,...,m.
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Kapitola 18

(x) Lagrangeova dualita

Zatimco v §15 jsme odvodili dualitu pro linedrni programovéni, zde popiseme zéklad teorie
duality pro obecné optimaliza¢ni tlohy. Dualita v LP se pak bude jevit jako specialni p¥ipad.

18.1 Minimaxni nerovnost

Véta 18.1. Pro libovolné mnoziny X, Y a funkci L: X x Y — R plati minimaxni nerov-
nost

i L > in L(x 18.1
R L) 2 par g Lo y) (s
———
F(z) G(y)

za predpokladu, Ze viechna minima a maxima existuji. Rovnost v (18.1) nastavéa prave tehdy,
existuje-li bod (z*,y*) € X x Y (sedlovy bod funkce L) spliujici

L(z",y) < L(z",y") < L(z,y") Ve eX, yeY. (18.2)

Diikaz. Pro kazdou funkci L: X x Y — R plati (z definice maxima a minima)

F(z) > L(z,y) 2 G(y) VeeX yeV (18.3)
Z toho plyne
i x) > .
min F(z) 2 max G(y), (18.4)

coz je nerovnost (18.1).
Podminka (18.2) je ekvivalentni (opét z definice maxima a minima) podmince

Fa®) = L(x",y") = G(y"). (18.5)

Druh4 ¢ast véty tvrdi, Ze rovnost v (18.4) nastane pravé tehdy, kdyz plati (18.5). To opét plyne
z definice maxima a minima (rozmyslete!). [

Piiklad 18.1. Necht X = Y = {1,2,3,4}. Nasledujici dvé tabulky uvadgji dva priklady
funkce L (16 ¢isel uprostted) a odpovidajicich funkei F' (Fadkova maxima, 4 &isla zcela vpravo)
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a G (sloupcovd minima, 4 Cisla zcela dole):

z ¥ 1 2 3 4|F() z Y 2 3 4|F(z)
U [-1 4 7 4] 7 I |-1 4 7 4| 7
2 4 4 6 —2| 6 2 4 6 2| 6
3 1 5 3 3| 5 3 1 0 3| 3
4 3 5 3 215 4 3 3 2| 3
Gly)|-1 4 3 =2 Gy)[-1 0 3 —2

Nerovnosti (18.3) fikaji, Ze maximum libovolného Fadku neni mensi neZ minimum libovol-
ného sloupce. Funkce L v levé tabulce nemé sedlovy bod a tedy min,ex F(z) > maxyey G(y).
Funkce L v pravé tabulce mé sedlovy bod (dokonce dva, v rameccich) a tedy mingex F'(z) =
maxyey G(y). ¢

Maji-li mnoziny X,Y nekone¢ny pocet prvki, pak pro néktera z € X nemusi existovat
maxyey L(z,y) a pro nektera y € Y nemusi existovat mingex L(z,y). Napf. r(nin : 1 neexistuje
z€ (0,400

a min z také neexistuje. Nahradime-li ovéem minima infimy a maxima supremy, budou existovat
zER
1

vzdy: napf. (ionf ja = 0a ilél}% x = —oo. Lze dokazat (dukaz je obdobny), Ze plati obdoba
z€(0,+00) * x

Véty 18.1, ve které nerovnost (18.1) nahradime nerovnosti

i L > inf L . 18.6
minsup (w,y)_rgg;gx (z,y) (18.6)
——— —
F(z) G(y)

V tom pifpadé oviem funkce F, G mohou nabyvat nekonetnych hodnot, tj. mame F: X — R
aG:Y = R, kde R =RU{—00,+0c0} oznacuje rozs§irenou mnozinu redlnych cisel.

18.2 Lagrangeova dualni tloha

Ke kazdé optimalizaéni tloze (kterou nazyvame primérni) lze sestrojit jinou optimalizaéni tlohu
(nazyvanou dudlni) tak, Ze mezi nimi plati jisté uZitecné vztahy. Jedna forma duality se ziska
nésledovné: chytte zvolime mnoziny X,Y a funkci L tak, aby leva strana minimaxni nerov-
nosti (18.6) byla primérni (tedy ptvodni) tloha, v tom pfipadé F' bude primérni téelova funkce,
ve které budou schovand primérni omezeni v podobné nekoneénych hodnot funkce F. Prava
strana nerovnosti (18.6) pak bude dualni uloha, kde G bude dudlni ucelova funkce, ve které
dualni omezeni budou opét schovana pomoci nekoneénych hodnot.

Necht mnozina X C R", funkce f: R"™ — R a zobrazeni g: R" — R™ jsou dany (jak dale
uvidime, reprezentuji primarni ilohu). Zvolme ¥ = R7’ a definujme Lagrangeovu funkci (uz
jsme ji potkali u metody Lagrangeovych multiplikatori)

L(x,y) = f(x) +y"g(x). (18.7)
Pii této volb& mame

f(x) kdyz g(x) <0,

" (18.8)
400 jinak.

yey y>0

F(x) = sup L(x,y) = sup[f(x) + y"g(x)] = {

Abyste to uvidéli, promyslete si, Ze pro kazdy vektor a € R™ plati

supy’a =

y=0

0 kdyz a <0,
400 jinak.

Po dosazeni (18.8) do levé strany (18.6) je tedy

min F(x) = min{ f(x) | x € X, g(x) <0}. (18.9)

xeX

Toto je naSe priméarn{ tloha. VSimnéme si, jak jsme omezujici podminky g(x) < 0 zahrnuli do
funkce F' za cenu, Ze funkce F' miiZe nabyvat nekonecnych hodnot (tedy hodnot z mnoziny R).
Nyni se podivejme na duélni ucelovou funkci G:

G(y) = inf L(x,y) = inf [f(x) + y"&(x)]. (18.10)

Dualni uloha (tzv. Lagrangeova dualni tloha) bude mit tvar

max G(y) = max G(y). (18.11)
Podobné jako u priméarni ulohy, pro nékterd y € Y mize byt G(y) = —oo, coZ bude reprezen-

tovat dualni omezeni. V§imnéte si, Ze pro kazdé x je funkce L afinni funkei proménné y. Dle
Véty 16.9 je tedy duélni funkce G konkavni a tedy dualni tloha bude maximalizace konkavni
funkce, tedy konvexni tloha. To plati vZdy, i kdyZ priméarni tloha neni konvexni.

Muzeme také zvolit Y = R™. Pak bude (rozmyslete!)

P(x) = sup Lx.y) = sup [(x) + y"g(x)] = {f O kdvrgbd =0 (g5 1)
yey yeR™ 400 jinak
a tedy
min F(x) = min{ f(x) | x € X, g(x) =0}, (18.13)

xeX
tedy v priméarni tloze jsme ziskali omezeni typu rovnosti.
Pokud bychom chtéli sestrojit dualni tlohu k tloze s omezenimi typu nerovnosti i rovnosti
(reprezentovanymi pomoci zobrazen{ g: R — R™, h: R* — R!), zvolime Lagrangeovu funkci
jako L(x,u,v) = f(x) + u”g(x) + vT'h(x) kde y = (u,v) € Y = R7” x R Pak

F(x)= sup L(x,u,v) = sup [f(x)+ulg(x)+v h(x)] = {f(x) kdyz g(x) < 0 a h(x) =0,

(u,v)ey ueR” 400 jinak
veRr!
(18.14)
a tedy
min F(x) = min{ f(x) | x € X, g(x) <0, h(x)=0}. (18.15)

xeX

18.3 Silna dualita

Z nerovnosti (18.6) plyne, Ze optimalni hodnota primérni tlohy neni mensi nez optimalni hod-
nota dualni dlohy. Tato skutecnost je znama jako véta o slabé dualité. Rozdilu mezi primarni
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a dualni optimélni hodnotou se fika dualitni mezera. KdyZ v nerovnosti (18.1) nastane rov-
nost, jsou si optimalni hodnoty primarni a dualni dlohy rovny neboli dualitni mezera je nulova.
V tom piipadé fikame, Ze pro nasi tlohu plati silna dualita.

Silna dualita mize platit pro velice razné tlohy. Uvedeme nyni, ve Vété 18.2, jednu posta-
Cujici (avsak nikoliv nutnou) podminku, za které plati silna dualita. UvaZujeme pfitom pouze
primirni omezeni typu nerovnosti, tedy dvojici tloh (18.9) a (18.11).

Rekneme, Ze funkce g1, ..., gm: R — R na mnoziné X spliwji Slaterovu podminku, kdyz
existuje vnitfn{ bod x mnoziny X takovy, Ze g(x) < 0, neboli

91(x) <0, ..., gm(x)<0. (18.16)
Pokud je prvnich k < m funkei g; afinnich, podminku (18.16) lze zmékéit na
5 (X) S 07

o k(%) <0, gri1(x) <0, ..., gm(x) <O0. (18.17)

Véta 18.2. Necht
e mnozina X C R” je konvexni,
e funkce f: R" >R agy,...,gn: R® = R jsou konvexni na X,
e funkce g1, ..., g, na mnoziné X splauji Slaterovu podminku.

Pak plati siln4 dualita, neboli optiméalni hodnoty uloh (18.9) a (18.11) jsou si rovny.

Dale uvedme obdobu véty o komplementarité.

Véta 18.3. Necht x € X je optimum priméarni tlohy a y € R} je optimum duélni tlohy a
nastava silna dualita. Pak plati podminky komplementarity

vigi(z)) =0  Vi=1,...,n. (18.18)

Diikaz. Plati

F(x) = f(x) = G(y) = min[f(x) + yg(x')] < f(x) +y"g(x) < f(x).

x'eX

Druh4 rovnost plyne ze silné duality. Tteti rovnost je definice duélni ulohy. Prvni nerovnost
plyne z definice minima. Druha nerovnost plati, protoze y > 0 a g(x) < 0.

Ale protoze f(x) je na zaatku i na konci Fet&zce nerovnosti, musi ob& nerovnosti byt
rovnostmi, f(x)+yTg(x) = f(x). Z toho plyne

y'g(x) =0. (18.19)

To je ale ekvivalentni podminkam (18.18), protoze y > 0 a g(x) < 0. ]

18.4 Priklady
Piiklad 18.2. Necht f(x) = c’x, g(x) =b — Ax, X = R", Y € R7. Primarni tloha je

min sup L(x,y) = min{c’x | x € R*, Ax >b}. (18.20)
xeR? y>0
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Odvodme duélni tlohu. Lagrangeova funkce je
L(x,y) =c"x+yT(b—Ax) =c"x -~ y"Ax +y"b = (¢’ —y"A)x +y”b. (18.21)
Dualni acelova funkce bude

yIb kdyz ¢ —yTA =0,

x€R™ —oo jinak.

G(y) = inf L(x,y) = {

Duaélni uloha tedy je
max G(y) =max{b’y | ATy =c, y>0}. (18.22)
y>
To je stejny vysledek, jaky bychom dostali podle pfedpisu (15.1) na konstrukei dualniho LP.
Konkrétng, primérni a dualni loha je dvojice tloh (15.2). ¢

Priklad 18.3. Nechme vSe jako v minulém piikladu, jen misto X = R" zvolme X = R7.
Primérni tloha bude

min sup L(x,y) = min{¢’x | x € R", Ax >b, x>0}, (18.23)
XERi y>0

duélni acelova funkce bude

" kdyz c" —y"A >0,
G(y) = inf L(x,y)= {y b kdyzel =y A =0,

xR —oo jinak.
a duélni dloha
max G(y) =max{b’y | ATy <c,y>0}. (18.24)
y>
To je opét stejny vysledek, jaky bychom dostali podle predpisu (15.1). ¢

Priklad 18.4. NapiSme dudalni tlohu k tdloze
min{x"x | x €R", Ax =b}.
Méame X =R" a
Lx,y) =x"x+y"(b - Ax) = x"x — yTAx + y'b,
duélni funkce je tedy
1

o g -
G(y) = min L(x,y) = min(x'x =y Ax +y"b).

Resent musi spliiovat OL(x,y)/dx = 0, coz da x = ATy /2. Po dosazeni dostaneme

Gly)=L(ATy/2,y) =b"y —y"AATy/4. )
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Piiklad 18.5. Resme linedrni program
min{ c"x | x € [0,1]", Ax =b}.

Duél bychom mohli sestrojit tak, Ze bychom omezeni x € [0,1]" reprezentovali nerovnostmi
0 < z; < 1Vj a pak postupovali dle navodu v kapitole o dualité v LP. Ale postupujme piiméji.
Zvolme Lagrangeovu funkci jako (18.20) a X = [0,1]", Y = R™. Dudln{ ucelova funkce bude
G(y) = inf L(x,y) = min (¢"x—y"Ax+y’b
() = inf L(x,y) = min (c'x -y Ax+y'b)
=y’b+ min (¢ —yTA)x
x€[0,1]™
=y’b i o —yTla;)z;
y 12[5{%”;(% Y a;)z;

=y’b+ min (¢; — yTa;)z
y %:IE[OJ]( J y ])

=y"b+ > min{c; — y'a;, 0}
J
kde a; znaci j-ty sloupec matice A a posledni rovnost plati, protoze pro kazdé d € R je
min dzr = min{d, 0}. ¢
z€[0,1]
Piiklad 18.6. Resme celoéiselny linearni program
min{c"x | x € {0,1}", Ax=b}.

Necht Lagrangeova funkce je (18.20) a necht X = {0, 1}". Dudlni uloha je stejna jako v minulém
piikladé, nebot m[in dzx = min) dx = min{d, 0}.
z€(0,1

z€{0,1
Zde predpoklady Véty 18.2 neplati, protoze mnozina X neni konvexni. Opravdu, silné du-
alita u celo¢iselného programovani obecné neplati. ¢

Silna dualita muZe nastat (i kdyZ spiSe vyjime¢né) i pro nekonvexni tlohu. Jednou takovou
tfidou tloh je libovolné (tedy ne nutné konvexni) QCQP s nejvyse jednim omezenim.

Priklad 18.7. Uloha QCQP
min{ x’Ax | x € R", x'x =1} (18.25)
neni konvexni. Vime ale, Ze TeSeni se najde pomoci spektralniho rozkladu:

min xTAx = min x’ VAVTx = min z"Az = Amin(A).
xTx=1 xTx=1 zTz=1

Ukazeme navic, ze plati silna dualita. Mame

Lx,y) =xTAx +y(1 - x"x) = xT(A —yDx +y.
Tedy
kdyz A — yI je positivné semidefinitni,
—oo jinak.

Gly) = {y

Ale matice A — yI je positivné semidefinitni, pravé kdyz nejmensi vlastni ¢islo matice A — yI
je nezaporné, neboli (viz Cvifeni 6.5) Ayin(A) > y. Dualni tloha tedy je

maX{y S R ‘ )\min(A) 2 y}

Ta méa zfejmé optimalni feSeni y = Apin(A). ¢
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Kapitola 19

(%) Vicekriterialni optimalizace

19.1 Usporadani na mnoziné

Binarni relace na mnoziné Y je mnozina R C Y X Y. Binérni relace je

e reflexivni, kdyz (x,x) € R pro kazdé z € Y,

e transitivni, kdyZ (z,y) € R a (y, z) € R implikuje (z,z) € R,

e antisymetricka, kdyz (z,y) € R a (y,z) € R implikuje z = y.
Casteéné usporadani (kratce jen uspofadani) na mnoZiné Y je binarni relace na Y, ktera
je reflexivni, transitivni a antisymetricka.

Relace usporadani se obvykle zna¢i infixové symbolem =, tedy misto (z,y) € R piSeme
xr =X y. Pokud potifebujeme rozlisit vice riznych kvasi-uspofddani, pouzivime symboly jako
Slv S?a §/7 j, atd.

Prvky z,y € Y jsou srovnatelné v usporadani =<, kdyz x < y nebo y =< z nebo oboji.
(Kvasi-)usporadani je aplné (neboli totalni), kdyz kazdé dva prvky z Y jsou srovnatelné.
Priklad 19.1.

e Y =R a =< je pfirozené usporadani realnych ¢isel. Tato relace je uplné usporadani.

e Y C 2V a < je relace inkluze na mnoziné 2V, tedy x < y pravé kdyz = C y. Zde U je
libovolnd mno#ina a 2V zna¢i mnozinu viech jejich podmnozin. Tato relace je uspofddani,
ale nenf uplné.

e Y = N a =< je relace délitelnosti, tj. x < y pravé kdyz = déli y. Tato relace je usporadani,
neni dplné.

o x Xypravekdyz > x; < 3 0 y;. Tato relace nenf antisymetrické, tedy neni usporadani.

Néas ovSem nejvice zajima pifipad Y = R"™.

Priklad 19.2. Piiklady usporddani na mnoziné R™:
e Usporadéani 'po slozkich: x <y pravé kdyz x; < y; pro vSechna i = 1,...,n. Toto uspoié-
déani neni uplné: napf. pro n = 2 jsou vektory x = (0,1) a y = (1, 0) nesrovnatelné.

e Lexikografické (‘slovnikové’) usporadani: x <y pravé kdyZz bud x = y, nebo existuje m
takové, ze x,, < Y, a pro vSechna ¢ < m plati z; = y;.

Toto usporadani je uplné.
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e Definujme x <y pravé kdyz Y, z; < >, y;. Tato relace neni usporadani, protoZe neni
antisymetricka. ¢

Prvek x € Y se nazyva (vzhledem ke kvasi-uspofadani <)
e minimalni prvek mnoziny Y, kdyz y < x implikuje x <y, pro vSechna y € Y.
e nejmensi prvek mnoziny Y, kdyz < y, pro vSechna y € Y.
Pro totalni kvasi-uspofadani oba pojmy splyvaji.

19.2 Ulohy vicekriterialni optimalizace
V klasické optimalizaci jsme se zabyvali ilohami typu

min f(z), (19.1)
kde X je mnozina pfipustnych feseni a f: X — R je ucelova (neboli kriterialni) funkce. Opti-
malni hodnoty této tlohy jsou minimélni prvky mnoziny f(X) = { f(z) |z € X} C R. Zde
pojem 'minimalni prvek’ se mysli vzhledem k pfirozenému usporadani na R.

Zobecnéme tuto tlohu. Necht f: X — Y a necht < je (kvasi-)usporadani na mnoziné Y.
Pak ulohou (19.1) budeme rozumét nalezeni minimalnich prvkd mnoziny f(X) C Y vzhledem
k uspofadani <. Pfipadné pro kazdy minimalni prvek y mnoziny f(X) chceme najit argument
x € X, ve kterém se nabyva, tedy splijicim y = f(z).

Nejéast&ji v aplikacich potkdme piipad Y = R™. Pak mluvime o vicekriteridlni optimalizaci®,
nebot vlastné chceme minimalizovat vice skalarnich kritérii (slozek zobrazeni f: X — R™,
hodnoty zobrazeni jsou vektory a tedy ho piSeme tu¢né) najednou. Dale se omezime pouze na
tento piipad.

Piiklad 19.3. V obchodé nabizeji ¢tyfi druhy aut s t€mito vlastnostmi:

‘ VW Golf Opel Astra Ford Focus Toyota Corolla
cena [tis. euro] 16 15 14 15
spotieba  [1/100km] 7.2 7.0 7.5 8.2

Chceme levné auto s malou spotiebou. Kterd auta je dobré si koupit a ktera naopak nekoupit?
Mame X = { VW Golf, Opel Astra, Ford Focus, Toyota Corolla } a Y = R% Tabulka definuje
zobrazeni f. Neni oviem jasné, jaké (kvasi-)usporadani na mnoziné R? pouzit pro rozhodovani.
Rozhodujme se vzhledem k uspofadani "po slozkiach’ <2. Vzhledem k tomuto usporadani
nema mnozina f(X) nejmensi prvek, neboli kritéria jsou v konfliktu. Jeji minimalni prvky jsou
f(Opel Astra) = (15, 7.0) a f(Ford Focus) = (14, 7.5).
Rozhodujme se vzhledem k lexikografickému uspotradani, presnéji nejprve se rozhodujme dle
ceny a pak dle spotteby. Nyni minimalni prvek mnoziny f(X) je f(Ford Focus) = (14, 7.5). 4

Piiklad 19.4. Chceme fesit (pfesné ¢i pfiblizné) nehomogenni soustavu linearnich rovnic Ax ~
b, ale zaroven chceme, aby velikost vektoru x byla malé. Resime tedy tlohu

min ({|Ax = bll2, [x[l>).

! Angl. multicriteria optimization. Nazvoslovi oviem neni jednotné, jindy se pouzivaji nazvy multiobjective
optimization nebo vector optimization (nebot hodnoty zobrazeni f jsou vektory).
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Jaké jsou minimaln{ prvky mnoziny f(R?) vzhledem k uspofddani po slozkach? Je jich nekone¢né
mnoho, obrazek. Vezmeme-li lexikografické usporadani a je-li soustava pfeurcend, dostaneme
metodu nejmensi normy. ¢

Piiklad 19.5. V okrese je n vesnic se soufadnicemi ay, ..., a, € R% Do jakého mista x € R?
méame umistit heliport, aby byl ke v8em vesnicim blizko?
Mame X =R? Y =R", a f;(x) = ||a; — x]|2. ReSfme tlohu

min( [lar = x|z, [lan —x]l2).

Soucasti tlohy neni (kvasi-)uspofddani na mnoziné R™. Jaka (kvasi-)usporadani jsou vhodna?
Uspotadani po slozkach: mnoZina minimalnich prvki mnoziny f(R?) je konvexni obal bodi
aj, ..., a,. To je intuitivné jasné (i kdyZ presny dikaz vynechame): nelezi-li x v tomto konvex-
nim obalu, mizeme zménit x tak, Ze se vzdélenost od nékterych bodi a; zmensi a od ostatnich
se nezvetsi. Tedy je hloupost umistit heliport mimo tento konvexni obal.
Max-usporadani: vede na tlohu

min max ||a; — x||5.
xe€R? i=1

Toto je tloha klasické (skalarni) optimalizace. Této formulaci se nekdy fikd minimazni formu-
lace. Minimalizujeme vzdalenost heliportu od nejvzdalenéjsi vesnice. ¢
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